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摘要:旅行商问题(traveling salesman problem, TSP)具有很强的理论研究和工程应用价值.在定义离散状态变量
和局部适应度的基础上,分析了TSP优化解的微观特征;将自组织临界(self-organized criticality, SOC)的概念引入到
组合优化领域,提出了一种基于极值动力学的自组织优化算法. 该算法利用快速下降和间断涨落的动态搜索过程,
高效地遍历解空间中的局部最优解. 针对TSPLIB中典型实例,计算结果表明其求解效率和优化性能均优于模拟退
火和遗传算法等优化方法. 文中算法提供了一种全新的思路,有助于从系统角度理解组合优化问题的复杂性,并分
析合理的优化动力学过程.
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Abstract: Traveling salesman problem(TSP) has wide applications on optimization theory and engineering practice.
With the definition of discrete state variables and local fitness, we analyze the microscopic characteristics of TSP solutions
and present a novel self-organized optimization algorithm with extremal dynamics. In this algorithm, the local optimal
solutions can be effectively found by the optimization dynamics combining greedy search with fluctuated explorations.
Computational results on typical TSP benchmark problems in TSPLIB demonstrate that the proposed algorithm outperforms
competing optimization techniques, such as simulated annealing(SA) and genetic algorithm(GA). Since this optimization
method considers the micro-mechanisms of computational systems, it provides a systematic viewpoint on computational
complexity and effectively helps the design of optimization dynamics on a wide spectrum of combinatorial optimization
problems.
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1 引引引言言言(Introduction)
旅行商问题(traveling salesman problem, TSP)是

最经典的NP-hard组合优化问题之一, 广泛应用
于VLSI芯片设计、电路板布局、网络路由选择和
计算生物学等领域.该问题可简要描述为:设有n个

城市{1, 2, · · · , n}, 其中任意两个城市(i, j)间的距
离记为dij , 目标为求一条不重复访问所有城市的
Hamilton环路Π{π(1), π(2), · · · , π(n)},使得该路径

长度
n∑

i=1

dπ(i),π((i+1) mod n)最小. 尽管TSP问题描述简

单,但具有较高的求解复杂性,因此常作为衡量各种
优化算法性能的标准问题,众多研究人员致力于设

计一种快速、高效的优化算法, 以期望在合理的计
算时间内找到该问题的最优解或次优解.

目前, 针对TSP问题的优化算法主要分为确定
性算法和近似算法[1]. 前者能保证得到最优解, 但
在P6=NP的假设下其运算时间是指数复杂度的, 因
此难以适应大规模问题;后者通常采用启发式策略
搜索解空间, 以期望在多项式时间内得到一个次优
解. 对于TSP问题而言,近似算法可分为环路构造算
法和环路改进算法两类. 环路构造算法从某个非可
行解开始,通过某种增广策略逐步构造出可行解,如
最近邻域搜索方法[2]等; 环路改进算法则在给定初
始解的基础上进行邻域迭代搜索以逐步逼进最优
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解,包括2-opt, 3-opt和Lin-Kernighan[3]等启发式优化

算法, 以及模拟退火[4]、遗传算法[5, 6]等智能优化方

法.

本文从系统的观点出发, 将组合优化问题看作
各组成元素相互关联的复杂动力学系统. 在定义
状态变量和局部适应度的基础上, 分析了TSP优
化解的微观特性. 并将复杂系统自组织临界(self-
organized criticality, SOC)[7, 8]的概念引入到组合优

化领域, 提出了一种基于极值动力学(extremal dy-
namics, ED)[9]的自组织优化算法. 针对TSPLIB[10]中

不同城市规模的典型实例进行了仿真, 计算结果表
明该算法具有良好的求解效率和优化性能.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
2.1 数数数学学学模模模型型型(Mathematical model)
针对TSP问题,它的一种基于图论的数学模型[1]

为

min
n∑

i=1

n∑
j=1,j 6=i

dijxij, (1)

s.t.
n∑

j=1

xij = 1, i = 1, · · · , n, (2)

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, · · · , n, (3)
∑

i,j∈s

xij 6 |s| − 1, 2 6 |s| 6 n− 2,

s ⊂ {1, · · · , n}, (4)

xij ∈ {0, 1}, i, j = 1, · · · , n, i 6= j, (5)

其中: 表达式(1)为目标函数, 决策变量xij = 1表示
路径中包含从城市i到城市j的边, i 6= j的约束可以

减少变量的个数, 使得共有n(n−1)个决策变量; 表
达式(2)和(3)分别表示可行解中每个城市有且仅有
一个后继节点和一个前导节点;表达式(4)为消除子
环的约束.

通常, 许多学者松弛子环约束以求解该问题的
下界[1]. 本文假定同时松弛前导节点约束(3)和子
环约束(4), 即松弛问题仅保证每个城市有且仅有
一个后继节点. 显然, 对于该松弛问题, 最优解中
的每个城市将连向其最近邻居,其最优目标函数为
n∑

i=1

min
j 6=i

(dij).

2.2 状状状态态态变变变量量量与与与局局局部部部适适适应应应度度度(State variables and
local fitness)
以具有n个城市的TSP问题为例, 在构造可行解

时每个城市将有n − 1个可供选择的后继节点. 但
由于各城市后继节点的选取是互相约束的, 并不能
让所有城市都选取距其最近的后继节点, 使全局适
应度达到上节所提到的松弛最优解[11]. 因此, 为考

察TSP可行解中每个城市的后继节点的选取状态,
本文定义了一组离散状态变量来描述可行解的微

观特征. 针对单个可行解中任意城市i, 假定其连
向第k(1 6 k 6 n − 1)近的邻居, 则文中定义该城
市i的状态变量si = k.

此外, 设di为当前可行解中城市i的前向边长度,
该城市的局部适应度可定义为

fi = di −min
j 6=i

(dij), (6)

则任意可行解S的路径长度可以表示如下:

f(S) =
n∑

i=1

min
j 6=i

(dij) +
n∑

i=1

fi, (7)

针对特定的TSP实例, 表达式(7)右边的前一项为常
数, 故使得局部适应度的和达到最小的可行解为该
优化问题的全局最优解.

2.3 最最最优优优解解解的的的微微微观观观特特特征征征(Microscopic characteris-
tics of optimal solutions)
根据以上的状态变量和局部适应度定义,本节着

重考察TSP最优解的微观特征. 取TSPLIB中的典型
实例kroA100(字母代表实例名称, 数字代表实例大
小)为实验样本,其随机解和最优解中所有城市的微
观状态及局部适应度分布如图1所示.

图 1 随机解和最优解的离散状态及局部适应度分

布(kroA100)
Fig. 1 Distributions of discrete states and local fitness on

random and optimal solution (kroA100)

由上图可见,最优解中所有城市都具有较低的离
散状态值和较小的局部适应度.针对TSPLIB中大量
典型实例的测试表明, TSP最优解全部具有该微观
统计特性. 因而,从任意可行解出发,可以通过不断
降低所有节点的局部适应度使其逐步逼进最优解.
本文模拟复杂系统的自组织临界过程, 提出了一种
基于极值动力学的自组织优化算法.
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3 基基基于于于极极极值值值动动动力力力学学学的的的自自自组组组织织织优优优化化化算算算法法法(Self-
organized optimization algorithm with ex-
tremal dynamics)

3.1 极极极值值值动动动力力力学学学与与与自自自组组组织织织临临临界界界(Extremal dynam-
ics and self-organized criticality)
复杂动力学系统通常由许多子系统组成,由于各

子系统间以某种或多种方式发生复杂的非线性相互

作用, 系统常处于稳态和混沌边界的自组织临界状
态. 自组织临界状态是由Bak等人于1987年首次提
出来的概念, 用于说明控制广延耗散动力系统的普
遍组织原则.

在自组织临界模型中, 最值得关注的是1993年
Bak和Sneppen在文献[8]中提出的Bak-Sneppen生物
演化模型(下文简称BS模型). 在BS模型的生态系统
中, 不同个体间相互关联, 个体的变异会影响邻近
其他个体的状态. BS模型可简单描述为: Ld个个体

被放在具有周期边界的d维网格上,网格上每个个体
的适应度fi(i = 1, 2, · · · , Ld)取区间[0,1]上的随机
数;所有网格构成一个生态系统,网格上的每个格点
代表一个个体,网格上的边代表个体间的某种关联;
在每个离散时间点, 选择具有最小适应度的个体及
其2d个邻居, 让这2d + 1个个体的适应度在区间[0,
1]上重新获取新的随机数; 经过一定的演化时间后,
该模型能自发组织到一种临界状态. 其中,该模型中
的个体选择模式通常称为极值动力学.当BS模型达
到自组织临界态时, 系统中所有个体的适应度都分
布在某个临界值fc和1之间,且系统的演化服从雪崩
动力学的幂律行为,即大量的状态转变只在邻域内
产生影响,而少量的状态变化则会局部影响到整个
系统的宏观状态[8]. 针对一维模型的统计分析结果
表明fc ≈ 0.667.

使用BS模型的自组织临界过程模拟组合优化
问题的动态求解过程, 则自组织临界态可以类比
为优化问题的最优解. 以TSP问题为例, 最优解中
各城市间的边是强耦合的, 即很难在降低某个城
市的局部适应度的同时, 不提高其邻近城市的局部
适应度.另一方面, 任选一个初始解, 可以通过邻域
搜索不断改变具有较高局部适应度的城市的状态,
使优化系统逐步达到自组织临界状态. 其中, 邻域
定义为局部搜索算法的基础. 对于任意组合优化
问题(D, F, f), 其中D表示决策变量的定义域, F表

示可行解集, f表示目标函数. 邻域映射可表示为:
S ∈ D → N(S) ∈ 2D, 2D表示D的所有子集组成

的集合, N(S)称为的S邻域, S′ ∈ N(S)称为S的一

个邻居.若∀ S′ ∈ N(S), f(S) 6 f(S′), 则S为该邻

域定义下的局部最优解. 显然, 全局最优解属于局

部最优解集合. 在给定的邻域结构下, 任意组合优
化问题的解空间呈现为网络结构, 网络中每个节点
的度为邻域集合的势|N(S)|. 假定TSP问题以访问
的城市序列表示可行解[12, 13],邻域定义采用2-opt局
部搜索策略, 则该问题的解空间为每个节点度等
于n(n− 1)/2的复杂网络. 在该网络结构中,如果任
意两个节点是可达的, 即可以通过有限步的邻域操
作从一个可行解搜索到另一个可行解, 则所有局部
搜索算法的核心为其动态搜索过程.

3.2 自自自组组组织织织优优优化化化算算算法法法(Self-organized optimization
algorithm)
基于极值动力学的自组织优化算法(self-

organized optimization algorithm, SOA)具体描述如
下:

1) 随机产生一个可行解S,该可行解表示为一条
遍历所有城市的随机路径. 取当前最优解Sbest = S.

2) 对于当前解S:

i) 计算该路径中每个城市的局部适应度, 并按
局部适应度从大到小排序得到城市序列Π

′{π(1),
· · · , π(k), · · · , π(n)}, 即fπ(1) > · · · fπ(k) · · · >
fπ(n), 则适应度最大的城市为该序列中的第1个元
素,而适应度最小的城市为该序列中的第n个元素;

ii) 以幂律分布函数Pk ∝ k−α(1 6 k 6 n)选择
城市π(k), 以2-opt局部搜索的方式改变被选中城市
的状态, 该邻域定义策略将产生n − 1个可能的解,
即当前解邻域集合的势|N(S)| = n− 1;

iii) 将当前解S的邻域集合N(S)中所有解的按
路径长度从小到大排列,以另一幂律分布函数Ps ∝
s−β(1 6 s 6 |N(S)|)从该邻域集合中选出一个新
的解S

′
替代当前解S(S ← S

′
); 如果f(S

′
) < f(S),

则用S
′
替代当前最优解Sbest(Sbest ← S

′
).

3) 重复执行步骤2), 直至满足算法的中止条件,
如迭代次数或运算时间等,输出最优解Sbest.

由于步骤2)中的2-opt局部搜索策略在改变被选
中城市的局部适应度的同时, 也会影响到其相互关
联的城市的局部适应度. 因此, 该优化过程将类似
于BS模型的自组织临界过程,在不断改变当前解的
局部组织结构的基础上,渐进趋于全局最优解.

4 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析(Experimental results and
analysis)

4.1 比比比较较较分分分析析析(Comparative analysis)
模拟退火算法(simulated annealing, SA)是Kirkpa-

trick在1983年提出的一种求解组合优化问题的启发
式随机搜索算法. 其理论基础为组合优化问题的求
解过程与物理系统退火过程之间的相似性. 在物理
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系统退火理论中, 当温度升高时, 系统内部粒子随
温度上升呈无序状, 内能增大; 而系统冷却时粒子
渐趋有序,最后在绝对零度时达到基态,系统内能最
小. 根据Metropolis准则, 粒子在温度T时趋于平衡

的概率为exp(−∆E/kT ),其中E为温度T时的内能,
∆E为其改变量, k为Boltzmann常数. 用固体退火模
拟组合优化过程, 将内能E模拟为目标函数值f , 温
度T等价为优化控制参数t,即得到求解组合优化问
题的模拟退火算法: 由初始解S和控制参数初值t开

始, 针对当前解重复迭代过程“通过邻域搜索产生
新的解→计算目标函数的差值→根据Boltzmann分
布概率决定是否接受新产生的解”, 并逐步降低控
制参数t的值,算法中止时的当前解近似为优化问题
的最优解. 模拟退火算法已广泛应用于各种组合优
化问题.在TSP问题中,以2-opt局部搜索的方式随机
产生新的解, 模拟退火算法的目标函数优化过程如
图2所示.

图 2 模拟退火算法的优化过程(kroA100)
Fig. 2 Optimization process of simulated annealing

algorithm (kroA100)

由 于 模 拟 退 火 算 法 的 迭 代 搜 索 过 程 以

Boltzmann分布概率接受目标函数的“劣化解”,
因此该算法的关键问题之一为选择合理的控制参数

序列. 理论上模拟退火算法能跳出局部最优解而得
到全局最优解. 事实上,近期关于组合优化问题相变
现象的理论研究表明, 优化问题的复杂性在靠近最
优解的边缘[14, 15]. 因此, 模拟退火算法在远离最优
解时以较大概率接受“劣化解”在某种程度上可以

说是一种低效的搜索行为;另一方面,由于其局部搜
索的随机性, 在接近最优解时该算法又具有较差的
搜索能力.

遗传算法(genetic algorithm, GA)是J. Holland于
1975年提出来的全局优化算法, 其借鉴生物界的进
化理论(适者生存、优胜劣汰的遗传机制),通过自然
选择、交叉、变异等操作实现个体适应度的提高. 遗
传算法采用简单的编码技术来表示优化问题的解,

以概率化的寻优方式搜索整个解空间, 其具有内在
的隐并行性和良好的全局寻优能力, 已广泛地应用
于组合优化、机器学习、人工智能等领域.针对同样
的TSP实例,遗传算法的优化过程如图3所示.

图 3 遗传算法的优化过程(kroA100)

Fig. 3 Optimization process of genetic algorithm (kroA100)

遗传算法的搜索过程从优化解的集合开始,而不
是单个个体,具有隐含并行搜索特性,可降低陷入局
部最优解的可能性. 但对于结构复杂的组合优化问
题,搜索时间和空间规模较大.初始种群、交叉和变
异算子的选择常常直接影响解的质量和算法效率.

文中算法和模拟退火、遗传算法等优化方法最

根本的区别在于其具有局部适应度的分布式求解策

略.基于优化系统的微观特性,广大研究复杂系统的
理论和方法可以用来分析组合优化问题的复杂性,
并根据其动力学特征设计相应的优化方法. 采用与
模拟退火相同的2-opt邻域搜索策略,基于极值动力
学的自组织优化算法的优化过程如图4所示.

图 4 自组织优化算法的优化过程(kroA100)
Fig. 4 Optimization process of self-organized optimization

algorithm (kroA100)

该算法分析了组合优化问题的本质特性,即定义
出各组成元素对全局目标函数造成影响的局部适应

度,从而在局部搜索过程中有指导性地改变当前解
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的某些组成部分, 而不仅仅类似于现有算法停留在
整个解层次的随机改变.如上图所示,该优化过程可
以快速收敛到全局最优解附近,再以间断涨落的动
态搜索方式遍历解空间中的局部最优解. 其中,优化
过程的收敛速度及间断涨落的幅度可以通过算法中

的控制参数进行调节, 实验表明算法的优化性能对
调节参数具有较低的敏感性, 且调节参数的选择不
影响算法的复杂度(针对TSP问题的大量仿真分析结
果表明α ≈ 1 + 1/ln(n), β ≈ 3时算法以较大的概率
求得全局最优解[16]. 此外, 由于局部适应度的计算
和邻域空间的产生具有分布式的特点, 该算法可以

较容易地使用并行程序实现.

4.2 计计计算算算结结结果果果(Computational results)
本文使用TSPLIB中的标准问题来测试文中算

法的性能, 分别包括欧式空间和距离空间中不同
规模的TSP实例. 所有算法以C++实现, 运行环境
为Pentium IV 2.80 GHz CPU, 比较结果如表1所示.
算法针对每个实例得到的路径长度为程序运行10次
所得的最优值,运算误差%opt=(f−fopt)/fopt*100%
用于评价算法的优化性能,其中f表示算法的运行结

果, fopt为已知的最优路径长度;运行时间τCPU(s)用
于评价算法的优化效率.

表 1 计算结果比较

Table 1 Comparison on computational results

TSP问题 模拟退火 遗传算法 本文算法

问题名称 fopt f %opt τCPU f %opt τCPU f %opt τCPU

欧

式

空

间

pr76 108159 108280 0.11 3 108213 0.05 31 108159 0 3
kroA100 21282 21356 0.35 6 21327 0.21 65 21282 0 6
tsp225 3919 3947 0.72 21 3935 0.4 212 3925 0.15 21
pcb442 50778 51271 0.97 126 51139 0.71 1011 51002 0.44 123
pr1002 259045 262081 1.17 297 260992 0.75 2957 260597 0.6 315
pr2392 378032 387245 2.44 945 382617 1.21 5326 382612 1.21 912

距

离

空

间

gr24 1272 1272 0 1 1272 0 3 1272 0 1
gr48 5046 5057 0.22 2 5046 0 15 5046 0 2

gr120 6942 6991 0.71 11 6979 0.53 74 6951 0.13 11
si175 21407 21603 0.92 25 21550 0.67 121 21425 0.08 25
si535 48450 48936 1 210 48721 0.56 1215 48559 0.22 197

si1032 92650 93490 1.01 450 93351 0.76 3102 92813 0.18 391

由实验结果可以看出,文中算法在优化性能上

明显优于同样基于单个解的模拟退火算法; 同时

在求解效率和优化性能上优于基于群体的遗传算

法.

5 结结结论论论(Conclusion)
组合优化问题在工程实践中有着广泛的应用,

同时也是计算机科学中的重要研究课题. 本文针

对典型的NP-hard组合优化问题—–TSP问题,在定

义状态变量和局部适应度的基础上,分析了TSP优

化解的微观特性; 借鉴复杂系统的临界自组织过

程, 提出了一种基于极值动力学的自组织优化算

法. 比较分析及实验结果说明,该算法具有良好的

求解效率和优化性能.

由于文中算法从系统的角度出发,有助于分析
组合优化问题的复杂性, 并讨论相应的动态优
化过程, 可广泛应用于分析和求解组合优化问

题, 如背包问题(knapsack problem)、图着色问题
(graph coloring problem)、调度问题(scheduling pro-
blem)等. 针对具体问题的工作仅包括两方面:
1)局部适应度定义; 2)邻域搜索策略.文中优化算
法的提出目前主要基于大量的数据分析, 其后继
理论工作将主要考虑以下几点: 1) 局部适应度和
全局目标函数的一致性分析; 2)邻域搜索对解空
间的遍历性; 3) 基于邻域定义的解空间网络结构
分析.
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