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摘要:采用积分等式方法处理Lyapunov-Krasovskii泛函导数中的交叉项,利用牛顿–莱布尼兹公式和自由权矩阵
来保留状态的导数项,标称系统的稳定性条件中的系统矩阵和Lyapunov矩阵得以分离,再通过参数依赖Lyapunov-
Krasovskii泛函得到多胞不确定型系统的鲁棒稳定性结论,最后数值算例说明稳定性条件的有效性.
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Abstract: The cross-product terms in the derivative of Lyapunov-Krasovskii functional are disposed by using the
integral-equality approach, and the state-derivative term is reserved by employing Newton-Leibnitz formula and free-
weighting matrix. System matrices and Lyapunov matrices in the stability condition of nominal system are separated;
thus, robust stability criteria for polytopic-type uncertainties system are obtained easily. Finally, numerical example is
given to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
许多工程系统, 如机械传动系统、流体传输系

统、冶金工业过程以及网络控制系统, 都存在时滞
现象,而且时滞常常是造成系统不稳定的一个重要
原因.由于其广泛的研究背景,时滞系统得到了许多
学者的关注[1∼19]. 对于时变时滞系统, 处理时滞依
赖稳定性问题的常用方法是模型变换[6], 该方法是
借助不等式[1,2]去估计交叉项的上界. 近年来,引入
自由权矩阵[12,15,17]来减少系统时滞依赖稳定性条

件的保守性,在这些不同的方法的中,主要的区别是
在如何处理相应系统的Lyapunov泛函的导数而选取
的上界[6,11,12,15,17,18].

另一方面, 通过引入新的Lyapunov泛函来提升
时滞系统的稳定性条件, 也有一些成果[9,10,15]. 然
而, 保守性并不能总是通过Lyapunov泛函引入更
多的自由权矩阵来降低, 如文献[12,15], 借助了不
同的Lyapunov泛函,在文献[12]Theorem 1和文献[15]
Lemma 1得到的保守性是相同的.

目前,对于多时变时滞系统稳定性的研究文献并
不多见,其中文献[4]讨论了两个时变时滞的情况,文
献[16]借助于两个线性矩阵不等式给出了多时变时
滞系统的稳定性条件, 文献[16]在做保守性的比较
时,也只给出了单时滞的情况,而本文的稳定性条件
只需一个线性矩阵不等式.

结合线性矩阵不等式技术,文中推出了多胞不确
定型多时变时滞系统的时滞依赖稳定性条件.相比
较之前的不等式方法得到的稳定性结果,我们的结
果有明显的区别,即没有使用不等式,而是利用积分
等式去估计交叉项的上界,这使得保守性得以减少.

记记记号号号: Rn表示n维欧几里德空间, Rn×m表示全

部n × m阶实矩阵的集合, I表示单位矩阵, X >

0(或X > 0), 表示X是实正定矩阵(或半正定), 其
中X ∈ Rn×n. 对任意的矩阵B和两个对称矩阵A,C,

用

[
A B

∗ C

]
表示块对称矩阵,这里∗表示对称矩阵主

对角线以上块矩阵的转置.
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2 系系系统统统描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识(System description
and preliminary knowledge)
考虑如下形式的多时变时滞标称系统:




ẋ(t) = Ax(t) +
K∑

i=1

Bix(t− τi(t)),

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].
(1)

其中: x(t)∈Rn是状态向量,矩阵A,Bi(i=1, 2, · · · ,

K)是具有适当维数的定常矩阵. 时滞τi(t)(i = 1,

2, · · · ,K)是满足条件:{
0 6 τi(t) 6 τi 6 τ,

τ̇i(t) 6 µi 6 µ, i = 1, 2, · · · ,K, ∀t > 0,
(2)

或

0 6 τi(t) 6 τi 6 τ, i = 1, 2, · · · ,K, ∀t > 0 (3)

的时变连续函数. 这里τi和µi是常数, τ和µ分别是τi

和µi的上界,即

τ = max
16i6K

{τi}, µ = max
16i6K

{µi},

φ(t)是[−τ, 0]上连续初始向量函数.
同时,还将讨论一类具有多胞不确定型,即对于

系统(1)中的矩阵A,Bi(i=1, 2, · · · ,K)有如下限制:

[A,B1, · · · , BK ] =
r∑

j=1

ζj[Aj, B1j, · · · , BKj], (4)

其中: Aj, Bij(i = 1, 2, · · · ,K; j = 1, 2, · · · , r)是适

当维数的定常矩阵,
r∑

j=1

ζj = 1, 0 6 ζj 6 1表示时变

不确定性.

注注注 1 条件(2)是条件(3)的特殊情况, 如果时变时滞
可微并且时变时滞的导数有上界,基于条件(2)得到的保守
性一般比基于条件(3)得到的保守性更低. 然而, 如果时变
时滞不可微,或者缺少时变时滞的导数的信息,那么只能基
于条件(3)来处理.

在时滞满足条件(2)或(3)的情况下, 本文的目的
是推导出新的时滞依赖稳定性,它能够确保标称系
统(1)渐进稳定和系统(1)满足多胞不确定型(4)的条
件下鲁棒渐进稳定. 为此,引入下面的引理.

引引引理理理 1 给定的d(t) > 0,对任意适当维数的矩
阵U, V,W、函数g(s)和η(t),下面的等式成立:

−
w t

t−d(t)
gT(s)Wg(s)ds =

2ηT(t)V
w t

t−d(t)
g(s)ds + d(t)ηT(t)Uη(t)−

w t

t−d(t)

[
ηT(t) gT(s)

] [
U V

∗ W

][
η(t)
g(s)

]
ds. (5)

证证证 易知下面的两个等式成立:

ηT(t)V
w t

t−d(t)
g(s)ds =

w t

t−d(t)
gT(s)V Tη(t)ds

和 w t

t−d(t)
ηT(t)Uη(t)ds = d(t)ηT(t)Uη(t),

显然引理1成立.

注注注 2 引理1中给出的积分等式, 在文中得到的时滞

依赖稳定性的分析过程中起到了非常重要的作用,很好的

处理了泛函导数中的交叉项,由于采用的是等式变换,不会

引入保守性.

3 主主主要要要结结结论论论及及及证证证明明明(Main results and proof)
首先, 推导标称系统在满足条件(2)或(3)的时

滞稳定性, 这一结果的获得是基于积分等式和一
类Lyapunov泛函.

定定定理理理 1 对给定的常量τi, µi(i = 1, · · · ,K),标
称系统(1)满足条件(2)渐进稳定, 如果存在矩阵P =
PT > 0, Gi = GT

i > 0, Hi = HT
i > 0, Qi =

QT
i > 0, Ri = RT

i > 0(i = 1, · · · ,K)和任意适当
维数的矩阵Li,Mi, Ni(i = 1, · · · ,K)及T满足下面

的线性矩阵不等式:


Ξ L M N

∗ G 0 0
∗ ∗ G 0
∗ ∗ ∗ H


 < 0, (6)

这里Ξ = Ξ1 + Ξ2 + ΞT
2 . 其中:

Ξ1 =




K∑
i=1

(Qi + Ri) 0 0 · · · 0 0 P

∗ −(1− µ1)Q1 0 · · · 0 0 0
∗ ∗ −R1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

∗ ∗ ∗ · · · −(1− µK)QK 0 0
∗ ∗ ∗ · · · ∗ −RK 0

∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗
K∑

i=1
τi(Gi + Hi)




,
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Ξ2 = [
K∑

i=1
(Li+Ni) M1−L1 −M1−N1 · · ·

MK − LK −MK −NK 0] + TAd,

Ad = [A B1 0 · · · BK 0 − I ],

TT = [TT
1 TT

2 · · · TT
2K+2 ],

L = [τ1L1 τ2L2 · · · τKLK ],

LT
i = [LT

i,1 LT
i,2 · · · LT

i,2K+2 ],

M = [τ1M1 τ2M2 · · · τKMK ],

MT
i = [MT

i,1 MT
i,2 · · · MT

i,2K+2 ],

N = [τ1N1 τ2N2 · · · τKNK ],

NT
i = [NT

i,1 NT
i,2 · · · NT

i,2K+2 ],

G = −diag{τ1G1, τ2G2, · · · , τKGK},
H = −diag{τ1H1, τ2H2, · · · , τKHK}.

证证证 选取如下形式的 Lyapunov-Krasovskii 泛
函:

V (xt) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t), (7)

其中:

V1(t) = xT(t)Px(t),

V2(t) =
K∑

i=1
{
w 0

−τi

w t

t+s
ẋT(v)(Gi + Hi)ẋ(v)dvds},

V3(t) =
K∑

i=1
{
w t

t−τi(t)
xT(s)Qix(s)ds},

V4(t) =
K∑

i=1
{
w t

t−τi

xT(s)Rix(s)ds},

正定矩阵P > 0, Gi > 0, Hi > 0, Qi > 0, Ri >
0(i = 1, · · · ,K)是待定矩阵.

V1(t), V2(t), V3(t)和V4(t)关于时间t的导数分

别是

V̇1(t) = 2xT(t)Pẋ(t), (8)

V̇2(t) =
K∑

i=1
τiẋ

T(t)(Gi + Hi)ẋ(t)−
K∑

i=1

w t

t−τi

ẋT(s)(Gi + Hi)ẋ(s)ds, (9)

V̇3(t) 6
K∑

i=1
xT(t)Qix(t)−

K∑
i=1

(1−

µi)xT(t− τi(t))Qix(t− τi(t)), (10)

V̇4(t) =
K∑

i=1
xT(t)Rix(t)−

K∑
i=1

xT(t− τi)Rix(t− τi). (11)

易知下面的等式成立:

−
K∑

i=1

w t

t−τi

ẋT(s)(Gi + Hi)ẋ(s)ds =

−
K∑

i=1

w t

t−τi(t)
ẋT(s)Giẋ(s)ds−

K∑
i=1

w t−τi(t)

t−τi

ẋT(s)Giẋ(s)ds−
K∑

i=1

w t

t−τi

ẋT(s)Hiẋ(s)ds. (12)

基于引理1，下面的等式成立:

−
K∑

i=1

w t

t−τi(t)
ẋT(s)Giẋ(s)ds =

K∑
i=1
{2ξT(t)Li

w t

t−τi(t)
ẋ(s)ds+τi(t)ξT(t)Xiξ(t)−

w t

t−τi(t)
[ξT(t) ẋT(s)]

[
Xi Li

LT
i Gi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds}, (13)

−
K∑

i=1

w t−τi(t)

t−τi

ẋT(s)Giẋ(s)ds =

K∑
i=1
{2ξT(t)Mi

w t−τi(t)

t−τi

ẋ(s)ds +

(τi − τi(t))ξT(t)Yiξ(t)−
w t−τi(t)

t−τi

[ξT(t) ẋT(s)] ·
[

Yi Mi

MT
i Gi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds}, (14)

−
K∑

i=1

w t

t−τi

ẋT(s)Hiẋ(s)ds =

K∑
i=1
{2ξT(t)Ni

w t

t−τi

ẋ(s)ds + τiξ
T(t)Ziξ(t)−

w t

t−τi

[ξT(t) ẋT(s)]

[
Zi Ni

NT
i Hi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds}. (15)

其中:

ξT(t) = [xT(t) xT(t− τ1(t)) xT(t− τ1) · · ·
xT(t− τK(t)) xT(t− τK) ẋT(t)],

且Xi, Yi, Zi(i = 1, · · · ,K)是适当维数的矩阵.

利用牛顿–莱布尼茨公式, 对适当维数的矩阵
Li,Mi, Ni(i = 1, · · · ,K),下面的等式成立:

K∑
i=1

2ξT(t)Li[x(t)−
w t

t−τi(t)
ẋ(s)ds− x(t− τi(t))] = 0, (16)

K∑
i=1

2ξT(t)Mi[x(t− τi(t))−
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w t−τi(t)

t−τi

ẋ(s)ds− x(t− τi)] = 0, (17)

K∑
i=1

2ξT(t)Ni[x(t)−
w t

t−τi

ẋ(s)ds− x(t− τi)] = 0. (18)

另一方面,对适当维数的矩阵T ,下面的等式成
立:

2ξT(t)T [Ax(t) +
K∑

i=1
Bix(t− τi(t))− ẋ(t)] = 0.

(19)

结合(7)∼(19),有下面的结果:

V̇ (xt) 6

ξT(t)[Ξ11 +
K∑

i=1
τi(Xi + Yi + Zi)]ξ(t)−

K∑
i=1

w t

t−τi(t)
[ξT(t) ẋT(s)]

[
Xi Li

LT
i Gi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds−

K∑
i=1

w t−τi(t)

t−τi

[ξT(t) ẋT(s)]

[
Yi Mi

MT
i Gi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds−

K∑
i=1

w t

t−τi

[ξT(t) ẋT(s)]

[
Zi Ni

NT
i Hi

][
ξ(t)
ẋ(s)

]
ds. (20)

当选取

Xi = LiG
−1
i LT

i , Yi = MiG
−1
i MT

i ,

Zi = NiH
−1
i NT

i ,

能确保 [
Xi Li

LT
i Gi

]
> 0,

[
Yi Mi

MT
i Gi

]
> 0,

[
Zi Ni

NT
i Hi

]
> 0.

利用Schur补, 如果式(6)成立, 对任意的ξ(t) 6= 0,
则V̇ (xt) < 0,因此,标称系统(1)渐进稳定.

注注注 3 在定理1的证明中, 积分等式被用来处理

式(12)中的3个交叉项, 利用牛顿–莱布尼茨公式, 结合适

当维数的矩阵Li, Mi, Ni(i = 1, · · · , K),得到3个零项(16)∼
(18), 这3个零项被加入到Lyapunov-Krasovskii泛函沿着系

统(1)的导数中, 这样可以和积分等式(13)∼(15)中的3项相

抵消. 式(19)中自由权矩阵T被用来处理项ẋ(t), x(t)和x(t−
τi(t))(i = 1, · · · , K)之间的关系, 而且, 零项(19)也被加

入到泛函沿着系统(1)的导数中, 这样能够很好的分离了

Lyapunov矩阵和系统矩阵,这为利用参数依赖的Lyapunov-

Krasovskii泛函来讨论多胞不确定型系统提供了便利,最后

得到线性矩阵不等式(6).

当时变时滞的导数满足条件(3)时, 类似于定
理1的证明,可以得到下面的时滞相关和时滞变化
率无关的渐进稳定性条件.

推推推论论论 1 对给定的常量τi(i = 1, · · · ,K),标称
系统(1)满足条件(3)渐进稳定,如果存在矩阵

P = PT > 0, Gi = GT
i > 0,

Hi = HT
i > 0, Ri = RT

i > 0,

i = 1, · · · ,K

和任意适当维数的矩阵Li,Mi, Ni(i = 1, · · · ,

K)及T满足线性矩阵不等式(6)并恒取Qi ≡ 0(i =
1, · · · ,K).

下面, 考虑系统(1)存在多胞不确定型(4)的情
况下的鲁棒稳定性条件. 基于定理1, 能够得到下
面的结论.

定定定理理理 2 对给定的常量τi, µi(i = 1, · · · ,K),
系统(1)存在多胞不确定型(4),满足条件(2)鲁棒稳
定,如果存在矩阵

Pj = PT
j > 0, Gij = GT

ij > 0,

Hij = HT
ij > 0, Qij = QT

ij > 0,

Rij = RT
ij > 0,

i = 1, · · · ,K

和任意适当维数的矩阵Lij ,Mij , Nij(i = 1, · · · ,

K)及T ,对j = 1, 2, · · · , r,下面的线性矩阵不等式
成立: 



Ξ(j) L(j) M (j) N (j)

∗ G(j) 0 0
∗ ∗ G(j) 0
∗ ∗ ∗ H(j)


 < 0, (21)

其中:

Ξ(j) = Ξ
(j)
1 + Ξ

(j)
2 + (Ξ(j)

2 )T,

Ξ
(j)
2 = [

K∑
i=1

(Lij + Nij) M1j − L1j

−M1j −N1j · · · MKj − LKj

−MKj −NKj 0] + TA
(j)
d ,

A
(j)
d = [Aj B1j 0 · · · BKj 0 −I ],

TT = [TT
1 TT

2 · · · TT
2K+2 ],

L(j) = [τ1L1j τ2L2j · · · τKLKj ],

LT
ij = [LT

i,1,j LT
i,2,j · · · LT

i,2K+2,j ],

M (j) = [τ1M1j τ2M2j · · · τKMKj ],
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MT
ij = [MT

i,1,j MT
i,2,j · · · MT

i,2K+2,j ],

N (j) = [τ1N1j τ2N2j · · · τKNKj ],

NT
ij = [NT

i,1,j NT
i,2,j · · · NT

i,2K+2,j ],

G(j) = −diag{τ1G1j , τ2G2j , · · · , τKGKj},
H(j) = −diag{τ1H1j , τ2H2j , · · · , τKHKj}.

证证证 构造如下形式的参数依赖 Lyapunov-
Krasovshii泛函:

Vu(xt)=V1u(t)+V2u(t)+V3u(t)+V4u(t), (22)

其中:
V1u(t) =

r∑
j=1

xT(t)ζjPjx(t),

Ξ
(j)
1 =




K∑
i=1

(Qij + Rij) 0 0 · · · 0 0 Pj

∗ −(1− µ1)Q1j 0 · · · 0 0 0
∗ ∗ −R1j · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

∗ ∗ ∗ · · · −(1− µK)QKj 0 0
∗ ∗ ∗ · · · ∗ −RKj 0

∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗
K∑

i=1
τi(Gij + Hij)




,

V2u(t) =
r∑

j=1

K∑
i=1
{
w 0

−τi

w t

t+s
ẋT(v)ζj(Gij +

Hij)ẋ(v)dvds},

V3u(t) =
r∑

j=1

K∑
i=1
{
w t

t−τi(t)
xT(s)ζjQijx(s)ds},

V4u(t) =
r∑

j=1

K∑
i=1
{
w t

t−τi

xT(s)ζjRijx(s)ds},

正定矩阵Pj > 0, Gij > 0, Hij > 0, Qij >
0, Rij > 0(i = 1, · · · ,K; j = 1, · · · , r)是待定
矩阵. 这样选取的参数依赖Lyapunov-Krasovshii泛
函,能够使得定理的证明线性类似于定理1的证明,
这里不再赘述.

在定理2中, 给出了多胞不确定型系统(1)满足
条件(2)时的鲁棒稳定性条件,基于推论1, 容易给
出多胞不确定型系统(1)满足条件(3)时的鲁棒稳
定性条件.

推推推论论论 2 对给定的常量τi(i = 1, · · · ,K), 系
统(1)存在多胞不确定型(4),满足条件(3)鲁棒稳定,
如果存在矩阵Pj = PT

j > 0, Gij = GT
ij > 0, Hij =

HT
ij > 0, Rij = RT

ij > 0(i = 1, · · · ,K)和任意
适当维数的矩阵Lij ,Mij , Nij(i = 1, · · · ,K)及T ,
对j = 1, 2, · · · , r, 满足线性矩阵不等式(21)并恒
取Qij ≡ 0(i = 1, · · · ,K).

注注注 4 当K = 1,定理1退化为文献[17]Theorem 2,定

理2退化为文献[17]Corollary 2, 文中讨论了多时变时滞的

情况,在文献[17]中讨论的是单时变时滞的情况,是本文结

论的特例, 故在单时变时滞的情况下, 本文得到的稳定性

结论的保守性与文献[17]中的保守性相同, 但相对于之前

的积分不等式方法得到的一些稳定性条件的保守性有较

大的提高[17]. 对于单时滞情形,本文提出的积分等式方法

与2004年Y. He et al.[13]提出的自由权矩阵方法得到的稳定

性结论相同,本文利用积分等式方法得到的多时变时滞系

统的稳定性结论更具有一般性. 由于多时变时滞的算例很

少,难以作比较,在后面的数值算例中,主要验证标称系统

在多时变时滞情况下结论的可行性.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
算算算例例例 1 在定理1中取K = 2, 考虑标称系

统(1)的渐进稳定性, 其系统参数矩阵具有如下
形式:

A =

[
−0.5 − 2.0

1.0 − 1.0

]
,

B1 =

[
−0.5−1.0

0 0.6

]
, B2 =

[
−0.5−1.0

0 0.6

]
.

这里取B1, B2为相同的常数矩阵,在计算的时
候设置µ = µ1 = µ2, τ = τ1 = τ2, 利用LMI工
具箱中的求解器feasp进行求解. 计算可以得
到, 对µ = 0.0时, 允许的时滞上界τ = 0.6434,
类似地, µ = 0.1时, τ = 0.6149; µ = 0.5时,
τ = 0.4239; µ = 0.9时, τ = 0.3660. 笔者注意
到, 随着µ的增加, 允许的时滞上界τ相应的减少.
当µ = 0.5, τ = 0.4239时,通过求解LMI(6),相应的
矩阵变量为

P = 10000×
[

0.6541 0.7160
0.7160 2.8551

]
,
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G1 = G2 = 1000×
[

1.7240 1.3027
1.3027 0.9862

]
,

H1 = H2 =

[
8.4364 6.2537
6.2537 5.0756

]
,

Q1 = Q2 = 10000×
[

0.0028 0.0754
0.0754 2.0025

]
,

R1 = R2 =

[
0.1070 0.1948
0.1948 2.6866

]
.
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