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摘要:本文利用非光滑分析方法,讨论了线性控制系统的无界多面体不变集问题.当无界多面体的极方向满足一
定条件时,得到了该无界多面体为一类线性控制系统弱不变集的判别方法. 然后在更一般的线性控制系统下给出
了无界多面体为强不变集的充分条件.最后给出两个应用实例.
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Abstract: The nonsmooth analysis methods are applied to investigate the unbounded polyhedral invariant sets for linear
control systems. When the extreme directions of an unbounded polyhedron satisfy some conditions, we derive the criterion
for that unbounded polyhedron to be a weak invariant set for a class of linear control systems. The sufficient condition is
also obtained for the unbounded polyhedron to be the strong invariant set for more general linear control systems. Two
applied examples are given for illustration.
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1 引引引言言言(Introduction)
在许多实际系统中,特别是混杂系统,如电子振

荡器、行走机器人、人口动态变化等它们的稳定状

态往往不再是平衡点而是一个不变集, 并且系统平
衡点处的稳定性问题也可以看作系统的单点不变

集问题,所以不变集的研究在系统的稳定性分析与
设计以及吸引域的计算等方面都有广泛的应用[1∼3].
特别是系统强不变集的特点使得系统的稳定具有鲁

棒性, 所以系统的强不变集理论也常用于不确定系
统的稳定性分析和设计[4, 5]. 另外,在微分对策研究
中一个重要的问题即胜利域的确定问题本身可看作

系统强不变集问题[6, 7]. 因此,系统的不变集问题是
现代控制理论及应用中一个重要的研究课题.

系统不变集的判别和不变核的计算是不变性理

论研究中最重要的问题.目前,线性系统不变集主要
集中于椭圆不变集和多面体不变集的研究[8, 9]. 由于
许多实际控制问题在状态或控制向量上的线性限制

使得多面体不变集比椭圆不变集更方便地近似系统

的可达集和吸引域[10],而且使用多面体不变集所得

到的的优化问题较易处理[11],所以无论在理论研究
中还是在工程应用上, 多面体不变集具有重要的研
究价值.另外,当利用Lyapunov第二方法研究系统稳
定性时, 不变集还可以通过所构造的Lyapunov函数
的水平集得到[12]. 例如,文献[10]借助Lyapunov函数
的水平集得到不变集的思想以及通过一系列二次规

划方法, 给出了在已知椭圆不变集情况下得到多面
体不变集的算法.

在多面体不变集的研究中,通常的做法是采用多
面体的外部描述[1, 13], 即使用线性不等式约束描述
的形式,而文献[14, 15]采用内部描述,即用极点和极
方向表示多面体,给出了相应线性控制系统的不变
性判别方法,该方法与传统方法相比操作较简单. 在
此本文将其主要结论作一说明. 文献 [14]考虑了无
界生存域(又叫弱不变集)的情况, 指出若一个集合
是某系统的生存域,则该集合沿此系统矩阵的具有
非负特征值的特征向量方向移动得到的集合仍然是

一个生存域. 在文献 [15]中给出了当容许控制集也
为多面体时的线性控制系统关于有界多面体是否生
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存的判别方法. 综合文献[14,15]给出的结论,可以得
到容许控制集为有界多面体的线性控制系统关于一

类很特殊的无界多面体的不变性判别方法, 该无界
多面体的极方向为系统矩阵的属于非负特征值的特

征向量.

本文考虑更一般的无界多面体,该无界多面体的
极方向在系统矩阵作用下, 只要能变成各极方向的
非负线性组合即可,而不一定与系统矩阵的特征向
量有关. 本文使用微分包含以及切锥的计算等非光
滑分析手段, 得到这类无界多面体为线性控制系统
的弱不变集的判别方法. 该方法适用于更广泛的无
界多面体,而且不用计算系统矩阵的特征值和特征
向量. 同时还放宽了施加在线性系统上的约束条件,
即容许控制集为一般凸集而不只是多面体.另外,文
献 [14, 15]中并没提及强不变集问题,本文利用类似
系统的弱不变集讨论方法, 对容许控制为任意集合
的线性控制系统,给出了一类无界多面体强不变集
的判别方法. 由此可见,本文的工作不是对已有结果
的平凡推广, 而是在线性控制不变集判别方法和问
题的适应范围上都有了较大的改进, 并解决了一类
线性控制系统的无界多面体强不变集的判别问题,
具有重要的理论和实际意义.

2 不不不变变变集集集基基基本本本概概概念念念与与与性性性质质质(Basic concepts
and properties of the invariant set)
微分包含是研究系统不变集问题的最有力的工

具之一.考虑微分包含

ẋ(t) ∈ F (x), x ∈ Rn, (1)

这里F (x)为Rn到Rn子集的映射.

定定定义义义 1 设W ⊂ Rn,如果对任意初始条件x0 ∈
W , 都存在系统(1)的解x(t), 使得x(t) ∈ W,∀t >
0, 则集合W为微分包含式(1)的弱不变集, 这样的
解x(t)也称为弱不变解; 如果对任意初始条件x0 ∈
W和式(1)任意解x(t), 都有x(t) ∈ W,∀t > 0, 则称
集合W为微分包含式(1)的强不变集[16, 17].

定定定义义义 2 假设集合K ⊂ Rn非空, K在点x ∈ K

的切锥定义为[17]

TK(x) = {v ∈ Rn| lim
t→0+

inf
1
t

dK(x + tv) = 0},

其中dK(y)为点y ∈ Rn到集合K的距离,即

dK(y) = inf
s∈K

‖y − s‖ .

引引引理理理 1 W ⊂ Rn为微分包含式(1)的弱不变集
的充要条件是对任意x ∈ W ,有

F (x) ∩ TW(x) 6= φ, (2)

其中φ代表空集. W ⊂ Rn为微分包含式(1)的强不变
集的充要条件是对任意x ∈ W ,有

F (x) ⊂ TW(x). (3)

根据凸分析理论[18], 有界多面体中的任何点都
可以表示为该多面体的各极点的凸组合形式; 对无
界多面体中的任何点, 则都可以表示为该多面体的
极点的凸组合加上极方向的非负线性组合的形式.
极点和极方向的定义如下[15, 18]:

定定定义义义 3 设S ⊂ Rn为一非空凸集,如果x1, x2 ∈
S, 0 6 λ 6 1, 对x = λx1 + (1 − λ)x2, 必有x =
x1 = x2,则称x为S的极点.

定定定义义义 4 设S ⊂ Rn为一非空凸集, d ∈ Rn, 如
果对任意x ∈ S, λ > 0,都有x + λd ∈ S, 则d称

为S 的一个方向.设d1, d2为S的两个方向,如果对任
意α > 0 ,有d2 6= αd1,则称d1, d2为不同的方向.如
果S的方向d不能表示成S两个不同方向的正线性组

合, 即如果d = λ1d1 + λ2d2, λ1, λ2 > 0, 则存在某
个α > 0,使得d2 = αd1,则称d为S的极方向.

3 弱弱弱不不不变变变集集集充充充分分分条条条件件件(Sufficient condition of
the weak invariant set)
设W ⊂ Rp为一无界多面体, 其极点为ωi(i =

1, 2, · · · ,m),极方向为dj(j = 1, 2, · · · , n),则

W = co {ω1, ω2, · · · , ωm}+

cone {d1, d2, · · · , dn} , (4)

这里: co表示凸包, cone表示凸锥.故对任意x ∈ W ,

存在µi > 0(i=1, 2, · · · ,m),
m∑

i=1

µi =1, νj > 0(j =

1, 2, · · · , n),使得

x =
m∑

i=1

µiωi +
n∑

j=1

νjdj,

并由Caratheódory定理[18]知m + n 6 p + 1.

考虑如下的线性时不变系统:

ẋ = Ax + Bu, u ∈ U, (5)

其中: x∈Rp, A为p阶方阵, B为p×q阶矩阵, U⊂Rq.

下面给出无界多面体W为系统(5)的弱不变集的
判别定理.

定定定理理理 1 考虑系统(5), 其中U为凸集. W为一

无界多面体, 由式(4)给出. 如果对W的任意极方向

dj(j = 1, 2, · · · , n), 都存在λr > 0(r = 1, 2, · · · ,

n), 使Adj =
n∑

r=1

λrdr, 且在极点处满足弱不变性条

件,即
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ∩ TW(ωi) 6= φ, i = 1, 2, · · · ,m,

则W为线性控制系统(5)的弱不变集.

证证证 线性控制系统(5)可等价地表示为下面的微
分包含:
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ẋ ∈ F (x) =
⋃

u∈U

{Ax + Bu}. (6)

要证明W为线性控制系统(5)的弱不变集, 只要
证明W为微分包含式(6)的弱不变集即可, 且由引
例1, 只需证明式(2)成立. 当x为W的任意内点时,
TW(x) = Rp, 显然W为微分包含式(6)的弱不变集.
当x为W的任意边界点时,不防设

x =
m∑

i=1

µiωi +
n∑

j=1

νjdj,

这里µi > 0,
m∑

i=1

µi =1, νj > 0. 由无界多面体切锥[17]

的计算可知, y ∈ TW(x)当且仅当存在s > 0, ξ ∈ W ,
使得y = s(ξ−x),所以要证明W为微分包含式(6)的
弱不变集, 只需找到s > 0, ξ ∈ W, ū ∈ U , 使得
s (ξ − x) = Ax + Bū成立即可.

由已知条件

F (ωi) =
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ∩ TW(ωi) 6= φ,

对每个ωi,存在si > 0, ςi ∈ W,ui ∈ U ,使得

si(ςi − ωi) = Aωi + Bui.

不妨设ςi =
m∑

k=1

aikωk +
n∑

j=1

bijdj , 这里
m∑

k=1

aik = 1,

aik > 0, bij > 0(i = 1, 2, · · · ,m).
取s = max

16i6m
{si},令

ξi = ωi +
si

s
(ςi − ωi) =

m∑
k=1

siaik

s
ωk + (1− si

s
)ωi +

n∑
j=1

si

s
bijdj,

则ξi ∈ W . 事实上,由于所有ωi的系数之和

m∑
k=1

siaik

s
+ (1− si

s
) =

si

s

m∑
k=1

aik + (1− si

s
) =

si

s
+ (1− si

s
) = 1,

且
siaik

s
> 0, 1− si

s
> 0,

si

s
bij > 0,所以ξi可以表示

成W的极点的凸组合以及极方向的非负线性组合,
故ξi ∈ W . 这样便存在s > 0对每个ωi(i = 1, 2,

· · · ,m)都存在ξi ∈ W,ui ∈ U ,使得下式成立:

s(ξi − ωi) = Aωi + Bui. (7)

设

ξi =
m∑

k=1

µikωk+
n∑

j=1

νijdj,

其中:
m∑

k=1

µik = 1, µik > 0, νij > 0(i = 1, 2, · · · ,m).

式(7)成为

s(
m∑

k=1

µikωk +
n∑

j=1

νijdj − ωi) = Aωi + Bui.

对上式移项整理得

s(
m∑

k=1

µikωk +
n∑

j=1

νijdj) = (A + sI)ωi + Bui,

这里I为p阶单位阵. 上式两边同乘以µi, 并注意到

µi > 0,
m∑

i=1

µi = 1,再求和得

s(
m∑

i=1

(
m∑

k=1

µkµki)ωi +
n∑

j=1

(
m∑

i=1

µiνij)dj) =

(A + sI)
m∑

i=1

(µiωi) + B
m∑

i=1

(µiui). (8)

式(8)两边同时加上
n∑

j=1

A(νjdj),并考虑到Adj =

n∑
r=1

λrdr, λr > 0(j = 1, 2, · · · , n),所以

s[
m∑

i=1

(
m∑

k=1

µkµki)ωi +
n∑

j=1

(
m∑

i=1

µiνij)dj+
n∑

j=1

((
1
s

n∑
r=1

νr)λj + νj)dj − (
m∑

i=1

µiωi+
n∑

j=1

νjdj)]=A(
m∑

i=1

µiωi+
n∑

j=1

νjdj)+B
m∑

i=1

µiui.

因为
m∑

k=1

µik = 1, µik > 0,
m∑

i=1

µi = 1, µi > 0,

所以
m∑

k=1

µkµki > 0(i = 1, 2, · · · ,m),且

m∑
i=1

(
m∑

k=1

µkµki) =
m∑

i=1

(µi

m∑
k=1

µik) = 1.

若令ξ =
m∑

i=1

µ̄iωi +
n∑

j=1

ν̄jdj ,则ξ ∈ W ,这里

µ̄i =
m∑

k=1

µkµki,

ν̄j =
m∑

i=1

µiνij + (
1
s

n∑
r=1

νr)λj + νj > 0.

再令ū =
m∑

i=1

µiui,因为U为凸集,且
m∑

i=1

µi = 1,所以

ū ∈ U . 考虑到x =
m∑

i=1

µiωi +
n∑

j=1

νjdj , 这样找到

s > 0, ξ ∈ W, ū ∈ U ,使得s(ξ − x) = Ax + Bū. 所
以W为微分包含(6)的弱不变集,从而为线性控制系
统(5)的弱不变集.

证毕.

推推推论论论 1 考虑系统(5), 其中U为凸集. W为一

无界多面体, 由式(4)给出. 若W的所有极方向dj都

为A的属于非负特征值的特征向量, 且W在极点处

满足弱不变性条件,即
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ∩ TW(ωi) 6= φ, i=1, 2, · · · ,m,

则W为线性系统(5)的弱不变集.

这个结论是定理1的特殊情形, 也可由文献[14,
15]得到.
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4 强强强不不不变变变集集集充充充分分分条条条件件件(Sufficient condition of
the strong invariant set)
下面给出无界多面体W为系统(5)的强不变集的

充分条件.

定定定理理理 2 考虑系统(5), U ⊂ Rq. 设W为一无界

多面体,由式(4)给出.如果对W的任意极方向dj(j =
1, 2, · · · , n)都存在λ > 0(j = 1, 2, · · · , n),使Adj =
n∑

r=1

λrdr, 且W在极点处满足
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ⊂
TW(ωi)(i = 1, 2, · · · ,m), 则W为线性控制系统(5)
的强不变集.

证证证 由线性控制系统(5)与微分包含式(6)的等价
性, 只要证明W为微分包含式(6)的强不变集即可,
且由引理1只要证明式(3)成立. 不妨设W的任意边

界点x =
m∑

i=1

µiωi +
n∑

j=1

νjdj , 这里µi > 0,
m∑

i=1

µi =

1, νj > 0. 由式(3)知,若对∀u ∈ U ,都能找到s > 0,

ξ ∈ W使得Ax + Bu = s(ξ − x),则W为微分包含

式(6)的强不变集.

类似于定理1中式(7)的推导,因为

F (ωi) =
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ⊂ TW(ωi),

其中i = 1, 2, · · · ,m, 所以存在s > 0对每个ωi任意

u ∈ U ,存在ξi =
m∑

k=1

µikωk +
n∑

j=1

νijdj ∈ W使得

s(ξi − ωi) = Aωi + Bu, (9)

这里
m∑

k=1

µik = 1, µik > 0, νij > 0(i = 1, 2, · · · ,m).

对式(9)移项整理得

s(
m∑

k=1

µikωk +
n∑

j=1

νijdj) = (A + sI)ωi + Bu.

上式两边同乘以µi,并求和得
m∑

i=1

µi(
m∑

k=1

µikωk) +
m∑

i=1

µi(
n∑

j=1

νijdj) =

(A + sI)
m∑

i=1

µiωi + Bu.

上式两边同时加上
n∑

j=1

A(νjdj), 并考虑到Adj =

n∑
r=1

λrdr(j = 1, 2, · · · , n, λr > 0),所以

s[
m∑

i=1

(
m∑

k=1

µkµki)ωi +
n∑

j=1

(
m∑

i=1

µiνij)dj+

n∑
j=1

((
1
s

n∑
r=1

νr)λj +νj)dj−(
m∑

i=1

µiωi+
n∑

j=1

νjdj)]=

A(
m∑

i=1

µiωi +
n∑

j=1

νjdj) + Bu.

因为
m∑

k=1

µik = 1, µik > 0,
m∑

i=1

µi = 1, µi > 0,

所以
m∑

k=1

µkµki > 0(i = 1, 2, · · · ,m),且

m∑
i=1

(
m∑

k=1

µkµki) =
m∑

i=1

(µi

m∑
k=1

µik) = 1.

若令

ξ =
m∑

i=1

µ̄iωi +
n∑

j=1

ν̄jdj,

则ξ ∈ W ,这里

µ̄i =
m∑

k=1

µkµki,

ν̄j =
m∑

i=1

µiνij + (
1
s

n∑
r=1

νr)λj + νj > 0.

这样对∀u ∈ U , 找到了s > 0, ξ ∈ W , 使得s(ξ −
x) = Ax + Bu, 所以W为微分包含式(6)的强不变
集,从而为线性控制系统(5)的强不变集.

证毕.

推推推论论论 2 考虑系统(5), U ⊂ Rq. 设W为一无界

多面体,由式(4)给出.若W的所有极方向dj都为A的

属于非负特征值的特征向量,且W在极点处满足强

不变性条件,即
⋃

u∈U

{Aωi + Bu} ⊂ TW(ωi), i = 1, 2, · · · ,m,

则W 为线性控制系统(5)的强不变集.

注注注 1 由定理1, 2可知,在系统矩阵A的作用下,若无

界多面体W的极方向能变成各极方向的非负线性组合,则

线性系统关于W的弱(强)不变性判别问题可以转化为W在

极点处的弱(强)不变性判别.

注注注 2 定理1和定理2中极点满足的弱(强)不变性条件

显然也是无界多面体为弱(强)不变集的必要条件, 但是极

方向的条件不是必要的,这一点在下面的应用实例中也可

以看出.

注注注 3 虽然在讨论系统强不变性时对线性系统的容

许控制集没有任何限制,但极点处的条件是很强的,所以由

此限制了很大一部分多面体.系统强不变性的要求要比弱

不变性的要求强的多.

5 应应应用用用实实实例例例(Applied exemples)
5.1 例例例 1(Example 1)
考虑电流控制的磁浮轴承系统的简单线性化模

型

ẋ = Ax + Bu, (10)

其中:

A =

[
0 1
ω2 0

]
, B =

[
0
σ

]
,

这里σ, ω是由系统的物理参数确定的常量, 系统的
输入u为电机的控制电流. 如图1, 2分别判别无界多
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面体W1和W2是否为系统(10)的不变集.

图 1 单极点无界多面体

Fig. 1 Unbounded polyhedron with one extreme point

图 2 两极点无界多面体

Fig. 2 Unbounded polyhedron with two extreme points

先考虑W1:

W1 =conv{d1, d2}, d1 =(1, 0)T, d2 =(0, 1)T,

它的惟一极点为原点O. 因为

Ad1 =

[
0
ω2

]
= ω2d2, Ad2 =

[
1
0

]
= d1,

所以极方向条件满足; 由于u为电机的控制电流,所
以u > 0,又因为TW1(O) = W1,这样对任意u,

AO + Bu =

[
0

σu

]
∈ W1,

即W1在极点O处满足强不变性条件,由定理2知, W1

为系统的强不变集.

再考虑W2:

W2 = co{ω1,ω2}+ conv{d1, d2},
其中: ω1 = (0, 0)T, ω2 = (0, 1)T, d1 = (1, 1)T, d2 =
(1, 0)T. 本文先讨论系统的强不变性. 可以证明当且
仅当ω = σ = 0时, W2满足定理2的条件.

事实上,为使极方向的条件满足,令

Ad2 =

[
0
ω2

]
= δ1d1 + δ2d2 =

[
δ1 + δ2

δ1

]
,

这里δ1, δ2 > 0, 则当且仅当ω = 0时成立, 此时
Ad1 = (1, 0)T = d2.

∀u ∈ U,Aω1 + Bu =

[
0

σu

]
∈ W2,所以在ω1处

满足强不变性条件.

下面考虑极点ω2. 由ω = 0,得

Aω2 + Bu =

[
1

σu

]
,

由切锥的计算得∀x ∈ TW2(ω2),

x = (0, 1)T + λ1(0,−1)T + λ2(1, 1)T =[
λ2

1− λ1 + λ2

]
,

这里λ1, λ2 > 0.

若极点ω2满足强不变性条件,需对任意u > 0,都
要找到λ1, λ2 > 0,使得[

1
σu

]
=

[
λ2

1− λ1 + λ2

]
(11)

成立,这只有在σ = 0时满足.

可以证明只要σ = 0, ω2 6 1, W2便为系统(10)
的强不变集. 事实上,由以上对极点的讨论,已经知
道σ = 0. 为讨论系统关于W2的强不变集,如图2所
示, 只需考察W2的边界l1, l2, l3. 由引理1, 只要对任
意u和W2的任意边界点x,都存在s > 0, ξ ∈ W使得

Ax + Bu = s(ξ − x) (12)

成立即可.因为ω1 = (0, 0)T,不妨设

ξ = λ1ω2 + λ2d1 + λ3d2 =

[
λ2 + λ3

λ1 + λ2

]
,

这里0 6 λ1 6 1, λ2, λ3 > 0. 考虑到σ = 0,所以式
(12)成为 [

0 1
ω2 0

]
x = s(

[
λ2 + λ3

λ1 + λ2

]
− x), (13)

所以只要对边界上的所有点x, 都能找到合适的s,

λ1, λ2, λ3使得式(13)成立即可.下面分别讨论这3种
边界点.

1) 对∀x ∈ l1, x = (0, 1)T + λ(1, 1)T, λ > 0,这
里x的任意性由λ体现. 由式(13)可得[

1 + λ

λω2

]
= s

[
λ2 + λ3 − λ

λ1 + λ2 − 1− λ

]
,

即:

λ2 = 1− λ1 + λ +
λ

s
ω2,

λ3 =
s(λ1 − 1) + λ(1− ω2) + 1

s
.

因为这里0 6 λ1 6 1,且要求对任意λ > 0, λ2, λ3 >
0都存在, 这当且仅当ω2 6 1成立即可. 本文可取
s = 1, λ1 = 1, λ2 = λ + λω2, λ3 = λ(1− ω2) + 1.

2) 对∀x ∈ l2, x = λ(0, 1)T, 0 6 λ 6 1, 由
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式(13)得:

λ2 = λ− λ1,

λ3 = (
1
s
− 1)λ + λ1.

可取s = 1, λ1 = λ, λ2 = 0, λ3 = λ.

3) 对∀x ∈ l3, x = λ(1, 0)T, λ > 0,由式(13)得:

λ2 =
ω2

s
λ− λ1,

λ3 = (1− ω2

s
)λ + λ1.

可取s = 1, λ1 = 0, λ2 = ω2λ, λ3 = 1− ω2.

所以当且仅当σ = 0, ω2 6 1, W2为系统(10)的
强不变集.

再来考虑系统(10)关于W2的弱不变性. 先看满
足定理1条件的情况. 由上述对强不变集条件的讨
论,极方向要求ω = 0,并注意弱不变性只要求存在

某个u使式(11)成立即可,如当σ 6= 0时,可取u =
1
σ

,

则λ1 = λ2 = 1;若σ = 0,则任意u均可.所以若ω =
0,可由定理1知, W2为系统(10)的弱不变集. 但可以
证明只要ω2 6 1, W2便为系统(10)的弱不变集,下面
来详细说明.

同样只需考察边界l1, l2, l3. 由引理1, 只要找到
s > 0, ξ ∈ W2, u > 0使得Ax + Bu = s (ξ − x)成
立即可.设

ξ = λ1ω2 + λ2d2 + λ3d3 =

[
λ2 + λ3

λ1 + λ2

]
,

这里0 6 λ1 6 1, λ2, λ3 > 0. 这样只要找到u > 0,

s > 0, 0 6 λ1 6 1, λ2, λ3 > 0, 对W2的任意边界

点x,下式成立即可:[
0 1
ω2 0

]
x +

[
0

σu

]
= s(

[
λ2 + λ3

λ1 + λ2

]
− x). (14)

要分3种情况讨论,因为与讨论强不变集的方法
类似,本文仅就x ∈ l1的情况进行说明.

对∀x ∈ l1, x = (0, 1)T + λ(1, 1)T, λ > 0. 由
式(14)可得[

1 + λ

λω2 + σu

]
= s

[
λ2 + λ3 − λ

λ1 + λ2 − 1− λ

]
,

取s = 1, λ1 = 1得:

λ2 = (ω2 + 1) λ + σu,

λ3 = (1− ω2) λ + (1− σu) .

因为要求对任意λ > 0, λ2, λ3 > 0都存在,且u > 0,

所以需有ω2 6 1成立. 当σ 6= 0时,可取u =
1
σ

,则

λ2 =
(
ω2 + 1

)
λ + 1, λ3 = λ(1− ω2),

若σ = 0,则任意u均可.

综上所述,当ω2 6 1时, W2为系统(10)的弱不变
集, 而若同时σ = 0满足, 则W2还为系统(10)的强不
变集.

从例1的分析可以看出,定理1, 2的判别方法是较
简便的, 但是无界多面体的极方向条件不是它为系
统的弱(强)不变集的必要条件.

5.2 例例例 2(Example 2)
考虑如下单输入系统

ẋ = Ax + Bu, (15)

其中: u ∈ R, A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , B = [b1 b2 b3 ]T

为非负矩阵,即aij > 0, bi > 0(i, j = 1, 2, 3). 如图3,
W为R3空间上的立方体,极方向为:

d1 = (1, 0, 0)T, d2 = (0, 1, 0)T, d3 = (0, 0, 1)T.

图 3 立方体情况

Fig. 3 The cubic case

因为Adi = a1id1 + a2id2 + a3id3(i = 1, 2, 3),
而且多面体的惟一极点原点满足弱不变性条件,所
以由定理1知, W为系统(15)的弱不变集. 事实上,只
要u ∈ [0,+∞), 则对任意x ∈ W都有Ax + Bu ∈
TW(x). 但是当u ∈ (−∞, 0)时, Ax + Bu /∈ TW(x),
所以W不是系统(15)的强不变集.

该实例表明: 立方体区域是任意具有非负矩阵
对(A,B)的单输入线性系统的弱不变集, 这个结论
也可以推广到W ⊂ Rn的情况.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文讨论了线性控制系统的无界多面体不变集

的判别问题.当无界多面体的极方向在线性系统矩
阵作用下能变成各极方向的非负线性组合时, 本文
将容许控制集为凸集的线性控制系统关于该多面体

的弱不变性判别问题转化为判别多面体在极点处是

否满足弱不变性条件.同时得到极方向满足同样条
件的无界多面体为线性控制系统的强不变集的判别

方法, 即只需检验该多面体在极点处是否满足强不
变性条件.该判别方法操作简单,给出的两个实例也
验证了这一方法的可行性.
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