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摘要:对具有时空白噪声的1阶双曲系统的稳定性进行了分析.首先,利用Fourier变换将系统转化成一般抽象形
式的随机演化方程,然后利用随机分析的方法给出了系统的均方指数稳定和几乎必然指数稳定的充分条件,最后给
出实例说明方法的有效性.
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Stability analysis for first-order hyperbolic systems with
space-time white noise
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(College of Automation Science and Technology, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China)

Abstract: The stability of first-order hyperbolic system with space-time white noise is discussed. The system is trans-
formed into an abstract stochastic evolution equation using Fourier transformation; sufficient conditions are given for ex-
ponentially stable in mean-square and exponentially stable in almost sure. An example is provided to illustrate our theory.
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1 引引引言言言(Introduction)
在物理学中,常用双曲随机系统来描述连续介质

中带有随机扰动的波的传递[1]. 随机因素既与时间
有关,也和空间位置有关,即随机场,因此系统是随
机偏微分方程[2]. 随机偏微分方程的稳定性作为对
系统进行理论分析和实际控制应用首要的一步,目
前已经取得很大进展[3]. 但是,与随机偏微分方程对
应的是无穷维空间,关于解的稳定性理论的分析比
有限维系统要复杂得多. 众所周知, 在有限维情形
下许多学者借助于Itô公式,利用Lyapunov方法,得到
了很好的结果.而在无穷维空间, Itô公式仅适用于强
解,对适度解(mild solution)不能直接应用. 但与有限
维相对应的, Liu在文献[4]中利用强解逼近适度解的
方法对一类抽象的随机发展系统的稳定性进行了分

析, 建立了无穷维空间中基于Lyapunov泛函的稳定
性理论.文献[5]利用不动点方法对时滞偏微分随机
系统进行了分析,得到了矩指数稳定性的充分条件.
本文则利用文献[6]的思想对无界区域上的1阶双曲
抛物方程的稳定性进行了分析,得到了均方指数稳
定和几乎必然指数稳定的充分条件.

2 系系系统统统描描描述述述及及及准准准备备备(System statement and
preliminary)
记H为通常的L2空间, 其范数和内积分别为

(·, ·), ‖ · ‖, H = (H)n(这里上标为笛卡尔积). 对

任意的g, h ∈ H, 记(g, h) =
n∑

j=1

(gj, hj), ‖g‖2 =

n∑
j=1

‖gj‖2.设(Ω,F ,P)为满足通常条件的概率空间,

{wk
t }为一列独立同分布的Brown运动, Fw

t 为{w(s) :
0 6 s 6 t}生成的σ代数流. R为H上具有协方差函

数r(x, y)的迹算子,满足

trR =
∞∑

k=1

µk =
w

r(x, x)dx < ∞.

定义H值R--Wiener过程:

W (x, t) =
∞∑

k=1

√
µkw

k
t ek(x),

这里: {ek(x)}为H上的标准正交基, µk为R对应的

特征值, 用| · |表示矩阵范数, E{·}表示对某个随机
变量取数学期望.

本文考虑无界区域上半线性1阶双曲随机系统:
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∂ui

∂t
=

n∑
j=1

d∑
k=1

ak
ij

∂ui

∂xk

− αui+fi(u1,· · ·, un, x, t)+

Ṁi(u1, · · · , un, x, t), t > 0,

ui(x, 0) = hi(x), i = 1, 2, · · · , n, x ∈ Rd.

其中: α > 0, ak
ij为常数,

Ṁi(u1, · · · , un, x, t) =
m∑

i=1

σij(u1, · · · , un, x, t)Ẇj(x, t),

fi(u1, · · · , un, x, t), σij(u1, · · · , un, x, t)为 可 料 的
随机场. W1(x, t), · · · ,Wm(x, t)为H中独立同分布

且有具有相同协方差函数r(x, y)的维纳随机场.
Ẇ (x, t)为维纳随机场的形式导数. 设qij为Mi和Mj

的局部协方差算子Qij(t)的协方差函数(见文献[1]),
使得

qij(u1, · · · , un;x, y, t) =

r(x, y)×
m∑

k=1

σik(u1, · · · , un, x, t) ·
σjk(u1, · · · , un, y, t),

Qt为算子矩阵[Qij(t)]. 那么

trQt =
n∑

i=1

trQii(t) =

n∑
i=1

w
qii(u1, · · · , un, x, x, t)dx.

这里
w
及下文表示在全空间Rd上积分. 用矩阵符号

记上述系统为



∂u

∂t
=

d∑
k=1

Ak ∂u

∂xk

− αu + f(u, x, t)+

Σ(u, x, t)Ẇ (x, t), t > 0,

u(x, 0) = h(x), x ∈ Rd.

(1)

这里: u = (u1, · · · , un), h = (h1, · · · , hn), Ak =
[aij]为n × n矩阵, k = 1, 2, · · · , d, Σ = [σij]为n ×
m矩阵. 对系统(1)两边进行Fourier变换,有




∂û

∂t
(ξ, t) = [−iA(ξ)− αI]û(ξ, t)+

f̂(u, ξ, t) + ˙̂
M(u, ξ, t), t > 0,

û(ξ, 0) = ĥ(ξ), ξ ∈ Rd.

(2)

其中: A(ξ) =
d∑

k=1

ξkA
k, M̂(u, ξ, t)为M(u, x, t) =

Σ(u, x, t)Ẇ (x, t)的Fourier变换, I为单位矩阵. 如
果A(ξ)对|ξ| = 1时有n个不同的实特征值, 则称系
统(1)是强双曲的, 并设对应的特征向量为{φ1(ξ),
· · · , φn(ξ)}. 因此系统(2)的适度解为

û(ξ, t) =

K̂(ξ, t)ĥ(ξ) +
w t

0
K̂(ξ, t− s)f̂(u, ξ, s)ds +

w t

0
K̂(ξ, t− s) ˙̂

M(u, ξ, ds), (3)

其中:

K̂(ξ, t) = e−tB(ξ), B = {iA(ξ) + αI}.
由特征向量{φ1(ξ), · · · , φn(ξ)},得到

û(ξ, t) =
n∑

j=1

υ̂(ξ, t)φj(ξ), (4)

e−tB(ξ) = e−t[iλj(ξ)+α]φj(ξ), (5)

这里υ̂(ξ, t) = (û(ξ, t), φj(ξ)). 也即

υ̂(ξ, t) =

ĥj(ξ)e−βj(ξ)t +
w t

0
e−βj(ξ)(t−s)f̂j(u, ξ, s)ds+

w t

0
e−βj(ξ)(t−s)N̂j(u, ξ, ds), (6)

其中:

−βj(ξ) = iλj(ξ) + α, ĥj(ξ) = (ĥ(ξ), φj(ξ)), (7)

f̂j(u, ξ, s) = (f̂j(u, ξ, s), φj(ξ)), (8)

N̂j(u, ξ, ds) = (N̂(u, ξ, ds), φj(ξ)). (9)

对式(3)取Fourier逆变换,得到系统(1)的适度解为

u(x, t) = (Gth)(x) +
w t

0
(Gt−sf)(u, x, s)ds +

w t

0
(Gt−sΣ)(u, x, ds), (10)

这里Gt为如下定义的格林算子:

(Gtg)(x) = (
1
2π

)d/2
w

K(x− y, t)g(y)dy,

K(x, t) = (
1
2π

)d/2
w

eixξ−B(ξ)tdξ.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis )
本文主要讨论适度解的稳定性,关于解的存在性

见文献[1].

3.1 均均均方方方指指指数数数稳稳稳定定定(Exponentially stable in mean
square )
定定定义义义 1 设uh(x, t)为系统(1)在给定初值为

h(x)时的解,若存在a > 0, L > 1,对系统(1)的任意
另外一个解uh′(x, t)(对应于初值u(x, 0) = h′(x))满
足下面的不等式:

E‖uh
t − uh′

t ‖2 6 Le−at‖h− h′‖2, t > 0,

那么称uh(x, t)均方指数稳定.

定定定理理理 1 设下面的条件满足:

1) fi(u1, u2, · · · , x, t), σij(u1, u2, · · · , x, t)为可
料的H值过程,并且存在大于0的常数b1, b2使得
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|f(u, x, t)− f(u′, x, t)|2 =
n∑

i=1

|fi(u, x, t)− fi(u′, x, t)|2 6 b1|u− u′|2,

|Σ(u, x, t)−Σ(u′, x, t)|2 =
n∑

i=1

m∑
j=1

|σij(u, x, t)− σij(u′, x, t)|2 6

b2|u− u′|2, a.s..

2) 系统(1)是强双曲的, 并且对Wj(x, t), j =
1, 2, · · · ,m, 有同一协方差函数r(x, y), r(x, y) 6
r0. 那么下面的不等式成立:

E‖uh
t − uh′

t ‖ 6 3e−ρt‖h− h′‖2.

这里ρ = 2α − 3b1

α
− 3b2r0. 进一步, 如果2α2 >

3b1 + 3αb2r0,那么uh(x, t)是均方指数稳定的.

证证证 设uh(x, t), uh′(x, t)为系统(1)的2个适度解
(以下简记为u(x, t), u′(x, t)),则

uh(x, t) = (Gth)(x) +
w t

0
(Gt−sf)(u, x, s)ds +

w t

0
(Gt−sΣ)(u, x, ds),

uh′(x, t) = (Gth
′)(x) +

w t

0
(Gt−sf)(u′, x, s)ds +

w t

0
(Gt−sΣ)(u′, x,ds),

那么

E‖ut − u′t‖2 6
3E‖Gth−Gth

′‖2 +

3E‖
w t

0
Gt−s(fs(u)− fs(u′))ds‖2 +

3E‖
w t

0
Gt−s(σs(u)−σs(u′))dWs‖2 =

I1 + I2 + I3. (11)

注意到|K̂(ξ, t)| 6 e−αt, 利用Plancheral定理和
Parseval等式(向量形式也成立),有

‖Gth‖2 = ‖K̂(ξ, t)ĥ‖2 6 e−2αt‖h‖2, (12)

所以
I1 6 3e−2αt‖h− h′‖2. (13)

对I2,记µ(u, x, t) =
w t

0
Gt−sf(u, x, s)ds,则

µ̂(u, ξ, t) =
n∑

j=1

µ̂j(u, ξ, t)φj(ξ), (14)

其中

µ̂j(u, ξ, t) =
w t

0
e−βj(ξ)(t−s)f̂j(u, ξ, s)ds. (15)

利用Hölder不等式有

‖µ̂j(u, ·, t)‖2 =

w
|
w t

0
e−βj(ξ)(t−s)f̂j(u, ξ, s)ds|2dξ 6

w
|
w t

0
e−α(t−s)f̂j(u, ξ, s)ds|2dξ =

w
|
w t

0
e
−α
2 (t−s)e

−α
2 (t−s)f̂j(u, ξ, s)ds|2dξ 6

w
(
w t

0
e−α(t−s)ds

w t

0
(e

−α
2 (t−s)f̂j(u, ξ, s))2ds)dξ6

1
α

e−αt
w t

0
eαs‖f̂j(u, ·, s)‖2ds =

1
α

e−αt
w t

0
eαs‖fj(u, ·, s)‖2ds, (16)

所以,由定理条件1)得

I2 = 3E‖µ(u, ·, t)− µ(u′, ·, t)‖2 =

3E
n∑

j=1

‖µj(u, ·, t)− µj(u′, ·, t)‖2 =

3E
n∑

j=1

‖µ̂j(u, ·, t)− µ̂j(u′, ·, t)‖2 6

3
α

e−αt
w t

0
eαsE

n∑
j=1

‖fj(u, ·, s)−fj(u′, ·, s)‖2ds 6

3b1

α
e−αt

w t

0
eαsE‖u(s)− u′(s)‖2ds. (17)

类似地,对I3,记

η(u, x, t) =
w t

0
Gt−sΣ(u, x, ds) =

w t

0
Gt−sΣ(u, x, s)dWs,

则

η̂j(u, ξ, t) =
w t

0
e−βj(ξ)(t−s)N̂j(u, ξ, ds), (18)

且

N̂j(u, ξ, ds) = (M̂(u, ξ, ds), φj(x)) (19)

为鞅. 因此

‖η̂j(u, ·, t)‖2 =w
|
w t

0
e−βj(ξ)(t−s)N̂j(u, ξ, ds)|2dξ 6

w
|
w t

0
e−α(t−s)N̂j(u, ξ, ds)|2dξ. (20)

再由下面的不等式(文献[2], pp194,引理7.7):

E‖
w t

0
Φ(s)dWs‖p 6 cp(

w t

0
(E‖Φ(s)‖p)2/p)ds)p/2,

取p = 2,那么cp = 1,有

E‖η̂j(u, ·, t)‖2 6w t

0
e−2α(t−s)(

w
(q̂(u; ξ, ξ; s)φj(ξ), φj(ξ))dξ)ds.

注意到α > 0,就有

E‖η(u, ·, t)‖2 =
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E‖η̂(u, ·, t)‖2 =
n∑

j=1

‖η̂j(u, ·, t)‖2 6
w t

0
e−2α(t−s)

n∑
j=1

(
w

q̂(u; ξ, ξ; s)φj(ξ), φj(ξ))dξds6

e−αt
w t

0

w
eαs

n∑
j=1

(q̂(u; ξ, ξ; s)φj(ξ), φj(ξ))dξds=

e−αt
w t

0
eαstrQs(u)ds. (21)

故由定理条件(1),并注意到r(x, y) < r0,

I3 = 3E‖η(u, ·, t)− η(u′, ·, t)‖2 6

3e−αt
w t

0
eαs(tr Qs(u)− tr Qs(u′))ds =

3e−αt
w t

0

w
eαsr(x, x)|Σ(u, x, s)−

Σ(u′, x, s)|2dxds 6

3b2r0e−αt
w t

0
eαs‖us − u′s‖2ds. (22)

根据不等式(11)(13)(17)(22)有

E‖u(t)− u′(t)‖2 6

3e−2αt‖h−h′‖2+
b1

α
e−αt

w t

0
eαsE‖us−u′s‖2ds +

3b2r0e−αt
w t

0
eαsE‖us − u′s‖2ds. (23)

即

eαtE‖u(t)− u′(t)‖2 6

3e−αt‖h− h′‖2 + (
3b1

α
+ 3b2r0) ·

w t

0
eαs‖us − u′s‖2ds. (24)

由Gronwall不等式就有

eαtE‖u(t)−u′(t)‖2 63e−(α−3b1
α −3b2r0)t‖h−h′‖2,

所以

E‖u(t)− u′(t)‖2 6 3e−(2α− 3b1
α −3b2r0)t‖h− h′‖2.

证毕.

3.2 几几几乎乎乎必必必然然然指指指数数数稳稳稳定定定(Almost surely exponential
stable)
定定定理理理 2 假设定理1的条件成立, 有(沿用定

理1的记号)

‖u(t)− u′(t)‖2 6 δ‖h− h′‖2e−ρt/2,

这里δ = eρ/2. 且当ρ > 0时, u(x, t)是几乎必然指数
稳定的.

证证证 设N0 > 0,对任意自然数N > N0,记IN为

区间[N, N+1],并沿用定理1的记号,那么对t ∈ IN有

u(x, t) = Gt−Nu(N) +
w t

N
Gt−Nf(us, x, s)ds +

w t

N
Gt−NΣ(us, x, s)dWs,

u′(x, t) = Gt−Nu′(N) +
w t

N
Gt−Nf(u′s, x, s)ds +

w t

N
Gt−NΣ(u′s, x, s)dWs,

所以

‖u(t)− u′(t)‖ 6
‖Gt−N(u(N)− u′(N))‖+

‖
w t

N
Gt−N(f(us, x, s)− f(u′s, x, s))ds‖+

‖
w t

N
Gt−N(Σ(us, x, s)−Σ(u′s, x, s))dWs‖.

(25)

固定ε > 0,则

P[sup
t∈IN

‖u(t)− u′(t)‖ > ε] 6

P[sup
t∈IN

‖Gt−N(u(N)− u′(N))‖ >
ε

3
] +

P[sup
t∈IN

‖
w t

N
Gt−N(f(us, x, s)−f(u′s, x, s))ds‖>ε

3
]+

P[sup
t∈IN

‖
w t

N
Gt−N(Σ(us, x, s)−

Σ(u′s, x, s))dWs‖ >
ε

3
] 6

(
3
ε
)2E[Gt−N sup

t∈IN

‖u(N)− u′(N)‖2] +

(
3
ε
)2E[sup

t∈IN

‖
w t

N
Gt−s(f(us, x, s)−

f(u′s, x, s))ds‖2] +

(
3
ε
)2E[sup

t∈IN

‖
w t

N
Gt−s(Σ(us, x, s)−

Σ(u′s, x, s))dWs‖2] = J1 + J2 + J3, (26)

那么,由定理1有

J1 = (
3
ε
)2E[sup

t∈IN

‖Gt−N(u(N)− u′(N)‖2] 6

(
3
ε
)2E[sup

t∈IN

e−2α(t−N)‖(u(N)− u′(N)‖2] 6

(
3
ε
)2E‖(u(N)− u′(N)‖2 6

3(
3
ε
)2e−ρN‖h− h′‖2. (27)

类似于I2的估计,注意到

‖µ̂j(u, ·, t)− µ̂j(u′, ·, t)‖2 =w
|
w t

N
e−βj(ξ)(t−s)(f̂j(u′, ξ, s)−f̂j(u, ξ, s))ds|2dξ 6

w
|
w t

N
e−α(t−s)(f̂j(u, ξ, s)−f̂j(u, ξ, s))ds|2dξ6
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N
‖f̂j(u, ξ, s)− f̂j(u, ξ, s)‖2ds, (28)

所以

J2 =

(
3
ε
)2E[sup

t∈IN

‖
w t

N
Gt−s(f(us, x, s)−

f(u′s, x, s))ds‖2] 6

(
3
ε
)2E[sup

t∈IN

w t

N
‖f(us, x, s)− f(u′s, x, s)‖2ds] 6

b1(
3
ε
)2‖
w N+1

N
‖f(us, x, s)− f(u′s, x, s)‖2ds] 6

3b1(
3
ε
)2
w N+1

N
‖u− u′‖2ds 6

3b1(
3
ε
)2‖h− h′‖2

w N+1

N
e−ρsds 6

27b1

ρε2
e−ρN‖h− h′‖2. (29)

类似于对I3的估计,注意到式(20),有

J3 = (
3
ε
)2E[sup

t∈IN

‖
w t

N
Gt−s(Σ(us, x, s)−

Σ(u′s, x, s))dWs‖2] 6

r0b2(
3
ε
)2
w N+1

N
E‖u− u′‖2ds 6

27b2r0

ρε2
e−ρN‖h− h′‖2, (30)

因此

P[sup
t∈IN

‖u(t)− u′(t)‖ > ε] 6 C

ε2
‖h− h′‖2. (31)

其中C = 27(1 + b1 + b2r0)/ρ. 对每个N > N0,
令εN = e−ρN/4‖h− h′‖,则

P{sup
t∈IN

‖u(t)−u′(t)‖ > e−ρN/4‖h−h′‖}6Ce−ρN/2.

由Borel-Cantelli引理知存在T (ω) > 0, 使得对任意
t > T (ω),有

‖u(t)− u′(t)‖2 6 δe−ρt/2‖h− h′‖2.

证毕.

4 例例例子子子(Example)
考虑下面的系统(文献[1], pp136):

∂υ

∂t
+ υ0

∂υ

∂x
+

1
ρ

∂p

∂x
=

−αυ + f1(υ, p, x, t) + Ṁ1(υ, p, x, t),
∂p

∂t
+ υ0

∂p

∂x
+ κ2ρ

∂p

∂x
=

−αp + f2(υ, p, x, t) + Ṁ2(υ, p, x, t),

υ(x, 0) = h1(x), p(x, 0) = h2(x), x ∈ R, t > 0.

其中

Ṁi(υ, p, x, t)=
2∑

j=1

σij(υ, p, x, t)Ẇj(x, t), i=1, 2.

如果令u1 = υ, u2 = p,则对应于系统(1)中的d = 1,

n = 2的情形:



∂u

∂t
= A

∂u

∂x
+ f(u, x, t) + Σ(u, x, t)Ẇ (x, t),

u(x, 0) = h(x), x ∈ R, t > 0.

(32)

这里

A = −
[

υ0 1/ρ

κ2ρ υ0

]
,

有2个不相同的实特征值: λ1,2 = υ0 ± κ, 因此系
统(32)是强双曲的; 进一步如果f,Σ的Lipshitz常数
满足定理1的条件,则其适度解是均方指数稳定和几
乎必然指数稳定的.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文讨论了无界区域上1阶半线性双曲随机系统

的稳定性. 当系统是强双曲时,且漂移系数和扩算系
数满足通常的Lipschitz条件时,利用Fourier变换及随
机分析方法得到了解的均方指数稳定和几乎必然指

数稳定的充分条件.并举例说明了应用.
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