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摘要:对确定性离散时间动力学系统,提出了一种配置Lyapunov指数为正的混沌化和超混沌化方法. 得到的受控
系统所有Lyapunov指数均不为零,而其中至少一个为正,并且受控系统满足Devaney的混沌定义.此外说明了算法可
以配置至少两个或者更多个Lyapunov指数为正,并给出了证明和两个混沌化实例,仿真结果显示了算法的良好效
果.
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Placement of Lyapunov exponents in discrete-time dynamical systems
CHEN Xu, JIN Jian-xiu, QIU Shui-sheng

(School of Electronic and Information Engineering, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China)

Abstract: A new algorithm is proposed for the placement of Lyapunov exponents to make a deterministic discrete-
time dynamical system chaotic or hyperchaotic. The resultant controlled system with non-zero Lyapunov exponents is
chaotic in the sense of Devaney, with at least one positive Lyapunov exponent being greater than a given positive constant.
Besides, this algorithm can make two or more Lyapunov exponents positive, and two chaotised examples are given for the
illustration. Simulation results show the effectiveness of this algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
自20世纪70年代末在数学分析中正式引入“混

沌”这一术语以来, 混沌这个名词在学术界逐渐家
喻户晓. 混沌作为非线性科学的重要分支, 与其他
学科相互渗透,在数学、物理学、生命科学、地球科
学、信息科学等领域得到了广泛的重视. 混沌化即
混沌反控制是一个全新的控制问题,有助于加深对
混沌理论的认识,而且在高新技术的应用中有十分
广阔的前景. 陈关荣等人在离散系统反馈混沌化领
域做了开创性和奠基性的工作,首先给出了一般性
方法和严格的数学理论.
目前学术界接受用Lyapunov指数判定混沌的观

点, 即如果系统的轨线全局有界并且Lyapunov指数
全不为零, 其中至少一个为正, 那么系统就是混沌
的; 如果有两个以上为正, 那么系统就是超混沌的.
因此, 离散系统反馈混沌化的一种理论是Lyapunov
指数的配置算法. 一方面, 由于混沌只要求一个正
Lyapunov指数,所以只需配置一个Lyapunov指数;另
一方面, 配置了所有的正Lyapunov指数实际上得到

的是超混沌的系统. 此外, 要使得一个非混沌的离
散系统变成超混沌, 也不必配置所有的Lyapunov指
数, 事实上只需要配置两个正的Lyapunov指数就足
够了.

陈关荣和赖德健于 1996 年提出了Chen-Lai算
法[1∼3],该算法能够使受控系统的Lyapunov指数[4]全

部大于给定的正常数c, 并且可以产生Devaney意义
下的混沌[5]以及Li-Yorke意义下的混沌[6]. 随后, 汪
小帆和陈关荣又提出了Wang-Chen算法[7,8],该算法
利用线性状态反馈和对控制器进行取模运算,使得
受控系统的Lyapunov指数全部大于给定的正常数c,
同时利用小的控制幅值获得显著的控制效果. Chen-
Lai算法和Wang-Chen算法的思想都是通过引入反
馈,改变受控系统的雅可比矩阵,从而配置受控系统
的全部Lyapunov指数. Chen-Lai算法和Wang-Chen算
法关于配置Lyapunov指数的理论是完全一致的.

在Chen-Lai算法的启发下,笔者找到了一种新的
Lyapunov指数配置方法. 新方法的第1个目标是使
受控系统的Lyapunov指数全不为零, 其中至少一个
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大于给定的正常数c. 方法的核心理论是通过引
入反馈, 改变受控系统雅可比矩阵的子矩阵, 从
而配置Lyapunov指数. 考虑到1阶和2阶子矩阵以及
矩阵本身都是子矩阵, 所以不仅可以配置至少一
个Lyapunov指数为正,而且可以配置两个及以上、甚
至所有的 Lyapunov 指数为正. 当仅配置一个正
Lyapunov指数时,就得到了一个混沌化方案;当配置
两个及以上的正Lyapunov指数时, 就又得到了另外
一个超混沌化方案.

在探索配置Lyapunov指数新方法的过程中发现,
混沌控制与反控制的理论是相通的. 既然可以通
过引入反馈, 将Lyapunov指数配置为正, 那么也可
以通过引入反馈将Lyapunov指数配置为零、为负.
这样混沌控制与反控制要处理的问题就包括了混

沌化一个非混沌系统、超混沌化一个非超混沌系

统、控制超混沌到混沌、控制混沌到超混沌、控制

混沌到稳定不动点或者稳定周期解、控制超混沌

到稳定不动点或者稳定周期解, 等等. 此外, 对不
同系统的Lyapunov指数能否配置成不同的符号的
问题,做了相应的讨论.笔者发现, 如果系统的状态
变量不能解耦, 则对应的Lyapunov指数要么同时为
正,要么同时为负.因此,对于不能解耦的状态变量,
配置一个Lyapunov指数的符号就相当于配置所有
的Lyapunov指数的符号, 尽管具体数值可能会有区
别.

2 配配配置置置一一一个个个 Lyapunov 指指指数数数为为为正正正(Place one
Lyapunov exponent )
考虑n维非线性离散时间系统

xk+1 = fk(xk) + uk, (1)

式中: xk ∈ Rn为系统的状态, fk为n维连续可微

映射. 考虑如下的控制问题: 设计控制器uk使得

受控系统是混沌的, 即受控系统为全局有界且具
有正的 Lyapunov 指数, 并且满足常用的混沌定义
(Devaney混沌定义或者Li-Yorke混沌定义).

考虑简单的线性状态反馈

uk = Bkxk, (2)

其中Bk ∈ Rn×n为待定矩阵,则受控系统为

xk+1 = fk(xk) + Bkxk. (3)

受控系统(3)的Jacobi矩阵为

Jj(z) = f ′j(z) + Bj. (4)

记
Tj = Tj(x0, · · · , xj) =

Jj(xj)Jj−1(xj−1) · · ·J1(x1)J0(x0), (5)

并记

σj
i = µi[TT

j Tj] (6)

为第j个乘积矩阵TT
j Tj的第i个特征值,亦即矩阵Tj

的第i个奇异值的平方.

根据 Lyapunov指数的定义[4],系统 (3)的第 i个

Lyapunov指数为

λi = lim
k→∞

1
2k

ln
∣∣µi[TT

j Tj]
∣∣ , i = 1, 2, · · · , n, (7)

即{Tk}奇异值序列的极限.

考虑本文的第 1 个目标: 设计反馈增益矩阵
{Bk}∞k=0使得受控系统的Lyapunov指数均不为0, 其
中一个为正,即{

λi(x0) 6= 0, ∀i ∈ {1, · · · , n} ,

λi(x0) > c, ∃i ∈ {1, · · · , n} ,
(8)

其中c > 0为预先给定常数.

考虑到具体实现, 还要求控制增益矩阵一致有
界,即

sup
06k≺∞

‖Bk‖ 6 M < ∞, (9)

其中: M为一常数, ‖·‖ 为谱范数, 即矩阵最大奇
异值. 参考文献[1∼3]已经证明了式(9)是可以满足
的, 只要 {f ′k(xk)} 一致有界, 即存在常数 N , 使得
sup

06k<∞
‖f ′k(xk)‖ 6 N < ∞.

给定初始状态x0,对于控制系统

x0 = f0(x0) + B0x0, (10)

计算其Jacobi矩阵

J0(x0) = f ′0(x0) + B0, (11)

并记T0 = J0(x0). 取B0 =




σ01

. . .

σ0n


并选取σ01,

· · · , σ0n使得矩阵T0有限且非奇异.参考文献[1∼3],
其中的T0为对角占优是方便的但不是必须的.

对k = 0, 1, 2, · · · ,考虑控制系统
xk+1 = fk(xk) + Bkxk, (12)

式中Bk =




σk0

. . .

σkn


已由前一步求得.

现做如下计算:

Step 1 计算Jacobi矩阵

Jk(xk) = f ′k(xk) + Bk, (13)

记Tk = JkTk−1.
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Step 2 选取对角阵Bk, 使得矩阵Tk有限且非

奇异.参考文献[1∼3], 其中的Tk为对角占优容易验

证但不是必须的. 其中Bk的某个主对角元素取为

N + ec,这是对角占优的. 不妨取第1个主对角元素,
即

Bk =




N1 + ec

N2

. . .

Nn




, (14)

则系统的Lyapunov指数满足式(8)(后面将证明这一
点). 由于矩阵Tk有限,显然有 sup

06k≺∞
‖Bk‖ 6 M <

∞,即控制增益矩阵一致有界.

为证明, 可以配置一个Lyapunov指数, 下面引入
线性代数的一个结果[9].

引引引理理理 1 令A是一个m× n矩阵,其奇异值σ1 >
σ2 > · · · > σr, 其中r = min {m,n}. 若p × q矩阵

B是A的子矩阵, 其奇异值γ1 > γ2 > · · ·> γmin{p,q},
则σi > γi, i = 1, 2, · · · ,min {p, q}, 并且γi >
σi+(m−p)+(n−q), i 6 min {p + q −m, p + q − n}.

在上述引理1中取A = Tk, B为1 × 1矩阵, 取为
A = Tk的某主对角元素, 不妨取为第1个主对角
元素tk11. 则根据引理1, A = Tk的最大奇异值

σ1 > tk11.

根据Lyapunov指数的定义,

λi = lim
k→∞

1
2k

ln
∣∣µi[TT

j Tj]
∣∣ , i = 1, 2, · · · , n,

可以选取适当的{Tk}的主对角元素, 使得受控系
统的Lyapunov指数均不为0, 其中一个为正, 即满足
式(8).

由于Step 2已经使得{Tk}有限且非奇异,则{Tk}
的特征值均不为零,从而{Tk}的奇异值均不为零即
所有Lyapunov指数均不为零. 这表明式(8)的第1个
条件可以满足.

对于式(8)的第2个条件,今只需{Tk}的某个主对
角元素tkii > ekc,则 lim

k→∞
tkii > ekc. 从而对于某个i,

λi = lim
k→∞

1
2k

ln
∣∣µi[TT

j Tj]
∣∣ > c ,

∃i = 1, 2, · · · , n.

由式(5)(13)(14), 显然有tk11 > ekc. 这表明式(8)的
第2个条件可以满足.

于是证明了

命命命题题题 1 通过引入变量的反馈,并且严格指定某
个变量反馈的形式(14),至少可以配置n维非线性离

散时间系统(1)的一个Lyapunov指数为正.

3 配配配置置置两两两个个个或或或更更更多多多个个个 Lyapunov指指指数数数为为为正正正
(Place two or more Lyapunov exponents)
当需要配置两个及以上的Lyapunov指数为正时,

只需要考虑反馈系统雅克比矩阵的2阶子矩阵.

参考文献[1,8]证明了, 当选取如同式(15)的反馈
阵时,系统所有的k个Lyapunov指数均不小于c.

观察到式(14)(15)两式的差别,在式(14)中取形如
式(15)中只有2个主对角元素为N + ec的2阶子矩阵,
并选取其他主对角元素使矩阵Tk有限且非奇异.由
式(7)可见Lyapunov指数是矩阵Tk奇异值的函数, 所
以Lyapunov指数不小于c等价于矩阵Tk的奇异值不

小于ekc.

根据引理1,立即得到了至少2个Lyapunov指数大
于预先给定的正常数c.

Bk =




N + ec

N + ec

. . .

N




, (15)

于是证明了

命命命题题题 2 通过引入变量的反馈,并且严格指定某
个变量反馈的形式(15),至少可以配置n维非线性离

散时间系统(1)的两个Lyapunov指数为正.

当需要配置更多的 Lyapunov指数为正时, 只要
考虑更高阶的子矩阵即可. 而当需要配置所有的
Lyapunov指数为正,就必须考虑整个雅克比矩阵. 这
时本文的方法自然地演变成Chen-Lai算法或Wang-
Chen算法.

4 使使使得得得系系系统统统轨轨轨道道道全全全局局局有有有界界界的的的方方方法法法(Bound
the trajectory )
目前主要有两种方法可以使得系统轨道全局有

界.

第1种方法: 按照参考文献[1,9]给出的Chen-Lai
算法,接第1节中的Step 1和Step 2,有

Step 3 对控制系统采用如下的模运算:

xk+1 = fk(xk) + Bkxk(mod1).

上述算法的前两个步骤使得受控系统的

Lyapunov指数全不为零, 其中至少一个为正, 从而
系统轨道至少在一个方向上扩张. Step 3的模运算使
得整个系统轨道全局有界. 利用文献[10]的结果,文
献[11]证明了这两种效果的混合,使得系统轨道在有
界区域内产生混沌行为,满足Devaney意义下的混沌
以及Li-Yorke意义下的混沌.

第2种方法: 根据参考文献[7,8,11]给出的Wang-
Chen算法,考虑稳定的离散时间系统,仅对控制器取
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模,即uk = Bkxk mod(ε), ε > 0.

由于Chen-Lai算法采取了对整个系统取模的办
法, 因而Chen-Lai算法可用于很大一类离散时间系
统.而Wang-Chen算法只对控制器取模,因此为了保
证受控系统轨道有界, 只适用于本身渐近稳定、有
界输入有界输出稳定的系统.

从控制器对受控系统的影响来看, Wang-Chen算
法要好一些,由于只引入一个很小的扰动,不会对受
控系统造成灾难性的影响.另外根据文献[9∼11],控
制器采用锯齿函数、正弦函数或者对整个系统进行

锯齿、正弦运算都可以使受控系统产生混沌.

5 线线线性性性反反反馈馈馈混混混沌沌沌化化化的的的例例例子子子(Example of anti-
control via linear feedback )

考虑线性系统xk+1 = Axk, A =

[
2/3 1
0 2/3

]
,给

定初值x0 = [0.01 0.01]. 系统是渐近稳定的, 并且
系统的两个状态变量是可解耦的. 现用本文的算法,
使得受控系统是混沌的, 要求最大Lyapunov指数大
于1.5. 受控系统为

xk+1 = Axk + uk = Axk + Bkxk mod(1),

Bk =

[
N + ec

N

]
,

其中c = 1.5. 系统的谱范数‖A‖ = 4/3, 因此可以
取‖A‖ 6 N = 2. 由式(11)有Tk有限且对角占优. 可
以算得两个Lyapunov指数为λ1,2 = 2.21, 1.54. 仿真
结果如图1和图2所示. 实际上这样选取的N ,导致两
个Lyapunov指数均大于给定正常数, 实际上与参考
文献[1∼3]中的混沌化算法效果差不多.

当取N = 0, 可以算得λ1,2 = 1.63,−0.405. 这
时两个Lyapunov指数一个为负而一个大于给定正
常数. 而在Chen-Lai算法、Wang-Chen算法中, Lya-
punov指数配置为负值是不可能的. 当取N = 0的仿
真结果如图3和图4所示.

图 1 当N = 2时x1(k)

Fig. 1 x1(k) while N = 2

图 2 当N = 2时x2(k)

Fig. 2 x2(k) while N = 2

图 3 当N = 0时x1(k)

Fig. 3 x1(k) while N = 0

图 4 当N = 0时x2(k)

Fig. 4 x2(k) while N = 0

而当取N = 1,可以算得λ1,2 = 1.812, 0.518. 这
时两个Lyapunov指数均大于零而其中一个大于给定
正常数. 当取N = 1的仿真结果如图5和图6所示.

从上面Lyapunov指数的计算和仿真图可以看出,
系统的两个Lyapunov指数可以一个为正而另一个为
负,这是因为系统的两个状态变量是可以解耦的. 因
此可以得出结论:如果系统的状态变量可以解耦,那
么就可以分别配置Lyapunov指数的符号.
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图 5 当N = 1时x1(k)

Fig. 5 x1(k) while N = 1

图 6 当N = 1时x2(k)

Fig. 6 x2(k) while N = 1

6 微微微扰扰扰反反反馈馈馈混混混沌沌沌化化化稳稳稳定定定系系系统统统的的的例例例子子子

(Example of anticontrol via tiny feedback)

考虑 2 阶 Henon 映射

{
xk+1 = 1− ax2

k + yk,

yk+1 = 0.3xk.

给定初值x0 = [0.3 0.5]. 由于yk+1 = 0.3xk,显然两
个状态变量是不能解耦的. 系统的不动点为x1,2 =
−0.7±√0.49 + 4a

2a
,由于当0 < a < 0.35不动点是

渐近稳定的, 这里取a = 0.2. 未受控时的稳定轨道
如图7、图8所示.

图 7 未受控的x(k)

Fig. 7 x(k) without control

图 8 未受控的y(k)

Fig. 8 y(k) without control

现用本文的算法,使得受控系统是混沌的,并要
求最大Lyapunov指数大于1.4,且控制器

uk = Bkxk mod (ε) 6 ε = 0.05,

其中: Bk =
[
N1 + ec

N2

]
, c = 0.4. 由式(7)可知,

当N足够大时Tk有限且非奇异. 当取N1 = N2 =
3可以算得两个Lyapunov指数为λ1,2 = 1.6, 1.47, 当
然N1可以取得更大,而N2取得更小. 仿真结果如图9
和图10所示. 实际上这样选取的N1和N2, 导致两个
Lyapunov指数均大于给定正常数, 实际上与参考文
献[1∼3]中的混沌化算法效果差不多.

图 9 当N1 = N2 = 3时x(k)

Fig. 9 x(k) while N1 = N2 = 3

图 10 当N1 = N2 = 3时的吸引子

Fig. 10 Attractor while N1 = N2 = 3
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此外, 由于J0(x0)非奇异, 因此也可以取N1 =
3或更大以及N2 = 0,使得Lyapunov指数全不为零而
至少一个大于给定正常数. 例如,当取N1 = 3, N2 =
0, 可以算得λ1,2 = 1.6, 1.06. 这时两个Lyapunov指
数都不为零,且一个大于给定的正常数. 仿真结果如
图11和图12所示.

从上面的数据和仿真图可以看到, Henon映射的
两个Lyapunov指数要么同时为正,要么同时为负;这
是因为Henon映射不能解耦出两个互相独立的状态
变量.

图 11 当N1 = 3, N2 = 0时x(k)

Fig. 11 x(k)while N1 = 3, N2 = 0

图 12 当N1 = 3, N2 = 0时的吸引子

Fig. 12 Attractor while N1 = 3, N2 = 0

7 结结结论论论(Conclusions)
本文通过引入反馈改变受控系统的雅可比矩阵,

从而配置系统的Lyapunov指数, 得到了离散时间动
力系统混沌化和超混沌化的两个相关结果.文中的
算法可以有效配置受控系统的Lyapunov指数, 使得
受控系统的Lyapunov指数全不为零, 其中至少一个
或者若干个大于给定的正常数c. 数值仿真结果表明

了算法是有效的. 如果系统的状态变量可解耦,则可
以配置Lyapunov指数为不同的符号. 对于状态变量
不能解耦的系统,一般是不可能的.

致致致谢谢谢 陈关荣教授审阅了本文的初稿, 并提
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