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摘要:本文将最优控制理论用于微分算子广义插值样条构造性质的研究.通过将微分算子插值样条描述成线性
最优控制问题,用带状态约束的一类最优控制的必要条件推导出微分算子插值样条的构造与连续性质. 这一方法
不仅较容易地导出了微分算子插值样条熟知的构造和连续性质,而且还得到了样条经过微分算子作用后在节点处
的跃度公式. 进一步揭示了微分算子插值样条与最优控制理论的联系,为带障碍的算子插值样条构造性质的研究
提供了新的方法.
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Derivation of structural characteristics of differential operator
interpolating splines by the criteria of optimal control

ZHANG Xin-jian, LIU Xiong-wei
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Abstract: The optimal control theory is applied to investigate interpolating splines associated with arbitrary linear dif-
ferential operators. The differential operator interpolating splines are considered a linear optimal control problem; the
structure and the continuity property of differential operator interpolating splines are derived from the necessary conditions
of the optimal control with constrained states. This method not only facilitates the derivation of the well-known structure
and the continuity property of differential operator interpolating splines, but also obtains as well the jerk formula at nodes
of splines after the operation of the differential operator, further revealing the relation between the differential operator in-
terpolating splines and the optimal control and providing a new approach to the study of structural properties for obstructed
operator interpolating splines.
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1 引引引言言言(Introduction)
算子样条函数的理论已为某些最优控制问题提

供了新的描述和计算方法(例如文献 [1∼5]). 为了使
一般线性微分算子确定的样条更方便地用于最优控

制、概率统计和函数空间构造等方面的研究, 通常
将微分算子样条的极值性质直接作为样条的定义.
但这种定义为这类样条的构造与解析性质的研究带

来了困难.文献 [6]利用微分系统的逆系统方法研究
了一类常系数微分算子样条的连续性质. 文献 [7]利
用伴随函数和Green函数的方法,对一般的由微分算
子确定的插值样条给出了其解析性质证明的一种新

方法. 但这些方法都无法用于样条或其某些导数带
不等式约束(即所谓带障碍)的情形. 文献 [8]用优化
和最优控制理论得到了带障碍的三次插值样条函数

的构造和解析性质, 并在此基础上给出了三次样条
的一种新的算法. 近来,借助于最优化和最优控制方
法对样条曲线、曲面的研究也取得了不少成果, 例

如文献[9].
本文用优化和最优控制理论研究由一般微分算

子确定的插值样条的构造与连续性质, 首先讨论不
带障碍的情形,然后讨论带障碍的情形. 本文的研究
表明, 利用最优控制方法使得微分算子插值样条构
造性质的推导得到简化, 并可用统一的方法处理不
带障碍和带障碍的情形, 用经典的方法推导带障碍
的插值样条的性质是很困难的. 这些研究也更好地
揭示了样条与最优控制的联系,为进一步研究带障
碍的样条函数的理论和应用提供了新的启示.
笔者在以往的工作中讨论过经典的微分算子样

条[7]和更广义的积分–微分算子样条[10]的构造与连

续性质, 但这些研究没有用到最优控制原理. 另外,
笔者在文献 [11]中用Green函数和拉格朗日恒等式
讨论样条的构造与连续性质, 只在最后部分用到了
最优控制原理. 在用最优控制原理方面,本文与文献
[11]相比有3点主要进展:①文献 [11]讨论的是通常
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微分算子样条,即在各子区间内满足L∗s(t) = 0(其
中L是形如下述式(1)的微分算子), 本文讨论的实
际上是微分算子自然样条, 即在各子区间内满
足L∗Ls(t) = 0;②将单重节点插值推广到了EHB泛
函插值情形;③区分了带障碍与不带障碍的情形.

L = Dn + an−1(t)Dn−1 + an−2(t)Dn−2 + · · ·+
a1(t)D + a0(t), (1)

其中 aj(t) ∈ Cj[a, b]. 设函数空间

W n
2 [a, b] = {f(t), t ∈ [a, b] : f (n−1)(t)绝对连续,

f (n)(t) ∈ L2[a, b]},
再设 {lj}N

j=1(N > n)是W n
2 [a, b]上一组线性无关的

泛函, {rj}N
j=1是一组给定的实数,令

U(r)={f ∈W n
2 [a, b] : ljf =rj, 16j 6 N}. (2)

由微分算子样条理论知[10]: 若 {lj}N
j=1中有n个元素,

不妨设 {lj}n
j=1在kerL = {f ∈ W n

2 [a, b] : Lf = 0}
的核空间上线性无关,则极小问题w b

a
(Ls(t))2dt= min

f∈U(r)

w b

a
(Lf(t))2 dt, s∈U(r) (3)

有唯一解s(t). s(t)通常称为微微微分分分算算算子子子插插插值值值样样样条条条.

为了方便样条的连续性质的讨论和实际应用的

需要,通常取{lj}N
j=1为插值型的所谓EHB泛函:

ljf =
γj∑

k=1

αjkf
(k−1)(tj),

j = 1, 2, · · ·N, 1 6 γj 6 n, (4)

其中αjk为常数, a = t1 < t2 < · · · < tN = b. 根据
微分算子(1)定义微分算子列{

L∗0 = I,

L∗j =−DL∗j−1+an−j(t), j =1, 2, · · · , n,
(5)

I为恒等算子,算子{L∗j}n
j=1称为L的部分伴随算子,

L∗ = L∗n为L的伴随算子.

2 不不不带带带障障障碍碍碍的的的情情情形形形(No obstacle)
将微分方程Lf(t) = u(t)(f ∈ W n

2 [a, b])写为状
态方程形式{

ẋ(t) = A(t)x(t) + bu(t),
f(t) = cx(t),

(6)

其中:



A(t) =

(
0 In−1

−a0(t) −a1(t) · · · − an−1(t)

)
,

b = (0, · · · , 0, 1)T, c = ( 1, 0, · · · , 0),

x(t) = (x1(t), x1(t), · · · , xn(t))T,

(7)

In−1表示n− 1阶单位矩阵,上标T表示转置.

按照最优控制的观点来说, 极小问题(3)就是求
满足一定分段光滑的函数u(t),使指标泛函

J(u) =
1
2

w b

a
u2(t)dt (8)

在约束条件:

ẋ(t) = A(t)x(t) + bu(t), (9)

Γj(x(tj)) =
γj∑

k=1

αjkxk(tj)− rj = 0, j = 1, 2, · · · , N (10)

下达到极小.

由带状态约束的最优控制的必要条件[8]知道,
存在分段连续可微的Lagrange乘子λ(t) = (λ1(t),
λ2(t), · · · , λn(t))和常数ν1, ν2, · · · , νN ,使得Hamil-
tonian函数

H =
1
2

u2(t) + λ(t)(A(t)x(t) + bu(t)) (11)

和状态约束(10)满足:

a) 伴随方程.

λ̇(t) = −∂H

∂x
= −(

∂H

∂x1

,
∂H

∂x2

, · · · ,
∂H

∂xn

),

t 6= tj, j = 1, 2, · · · , N. (12)

b) 横截条件.



λ(a) = − ∂

∂x(a)
[ν1Γ1(x(a))],

λ(b) =
∂

∂x(b)
[νNΓN(x(b))],

(13)

λ(t+j ) = λ(t−j )− ∂

∂x(tj)
[νjΓj(x(tj))],

j = 2, 3, · · · , N − 1. (14)

c) 极小原理. 设满足式(8)∼(10)的解为u∗(t),
x∗(t),且由式(12)∼(14)得到λ∗(t),则

u∗ = min
u∈R

H(t, x∗(t), u, λ∗(t)). (15)

利用以上必要条件a)b)和c),可以较容易地推导出算
子插值样条s(t)的构造和连续性质, 其主要推导过
程如下.

由式(7)(11)得

H =
1
2
u2 + λnu− a0λnx1 −

n∑
j=2

(aj−1λn − λj−1)xj, (16)

则
∂H

∂u
= u + λn. 由必要条件c)知, u∗(t)是

∂H

∂u
= 0

的解,因此得

u∗(t) = −λ∗n(t), s(t) = cx∗(t) = x∗1(t), (17)

即u∗(t) = −λ∗n(t) = Ls(t) = Lx∗1(t).

由必要条件a)和式(16),得

λ̇1(t) = a0λn, λ̇j(t) = aj−1λn − λj−1,

j = 2, 3, · · · , n, (18)

再由式(5),有
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L∗1λn = λn−1, L∗2λn = λn−2, · · · ,

L∗n−1λn = λ1, L∗λn = 0.
(19)

将式(10)代入横截条件(13)(14),得



λ(a) = −ν1(α11, α12, · · · , α1γ1 , 0, · · · , 0),

λ(b) = νN(αN1, αN2, · · · , αNγN
, 0, · · · , 0),

λ(t+j ) = λ(t−j )− νj(αj1, · · · , αjγj
, 0, · · · , 0),

j = 2, 3, · · · , N − 1.

(20)

结合式(17)(19),得知

L∗0u
∗(a)=0, L∗1u

∗(a)=0, · · · , L∗n−γ1−1u
∗(a)=0,

L∗0u
∗(b) = 0, L∗1u

∗(b) = 0, · · · ,

L∗n−γN−1u
∗(b) = 0, L∗i (u

∗(t+j )− u∗(t−j )) = 0,

i = 0, 1, · · · , n− γj − 1, j = 2, 3, · · · , N − 1.

再由L∗j的递推关系(5),容易知道

u∗(i)(a) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γ1 − 1,

u∗(i)(b) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γN − 1,

u∗(i)(t+j )− u∗(i)(t−j ) = 0,

i=0, 1, · · · , n− γj − 1, j =2, 3, · · · , N − 1.

由式(17)(20),还可以得到

L∗n−i(u
∗(t+j )− u∗(t−j )) = νjαji,

i = 1, 2, · · · , γj, j = 2, 3, · · · , N − 1,

由上综合出下述结论.

定定定理理理 1 由式(3)定义的满足EHB插值泛函的微
分算子插值样条s(t)具有性质:

i) 当t 6= tj(j = 1, 2, · · · , N)时, L∗Ls(t) = 0;

ii) s(i)(t+j ) − s(i)(t−j ) = 0, i = 0, 1, · · · , 2n −
γj − 1, j = 2, 3, · · · , N − 1;

iii) 记u∗(t) = Ls(t),则

u∗(i)(a) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γ1 − 1,

u∗(i)(b) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γN − 1,

L∗n−i(u
∗(t+j )− u∗(t−j )) = νjαji,

i=1, 2, · · · , γj, j =2, 3, · · · , N − 1. (21)

上述定理除了给出微分算子插值样条熟知的

性质外, 还得到了新的性质式(21). 根据样条的经
典理论知, 微分算子插值样条s(t)在内节点tj处具

有2n − γj − 1阶连续导数, 但更高阶导数的连续
性和跳跃情况一般是不清楚的. 式(21)进一步描述
了s(t)在内节点tj处2n − i(1 6 i 6 γj)阶导数的连
续与跳跃情况. 例如由式(21)知,当EHB泛函式(4)中
的系数αji为零, 也即在tj处对s(t)的i − 1阶导数没
有插值约束时,则s(t)的2n − i阶导数在tj处是连续

的.

3 带带带障障障碍碍碍的的的情情情形形形(With obstacles)
以下考虑对样条s(t)或它的某些导数的符号(或

它的取值范围)有限制的情形,通常称为带障碍的情
形. 这等价于对系统(6)的状态变量x(t)的某些分量
施加不等式约束. 例如x1(t) > 0,则要求s(t)是非负
的; x2(t) > 0,则要求s(t)是单调的. 本文以s(t) > 0
为例,即考虑下述最优控制问题.

求满足一定分段光滑的函数u(t), 使指标泛函
(8)在约束条件:

ẋ(t) = A(t)x(t) + bu(t), (22)

Γj(x(tj)) =
γj∑

k=1

αjkxk(tj)− rj = 0, (23)

G(x(t)) = −x1(t) 6 0 (24)

下达到极小. 同样, 设式(8)(22)∼(24)的解为u∗(t),
x∗(t). 现在考虑新的划分

a = τ 1 < τ 2 < · · · < τ p = b, (25)

其中τj(1 6 j 6 p)是由原有节点tj(1 6 j 6 n)和
s(t)的所有孤立零点(也称为附加节点或s(t)的孤
立接触点)共同组成. τ称为s(t)的孤立零点是指
s(τ) = 0, 但τ的任意邻域内均存在t, 使 s(t) > 0.
本文考虑s(t)的孤立零点只有有限个的情形, 这样,
在式(25)的两个相邻节点之间, s(t)要么恒为零, 要
么恒大于零.

设∆ = {t∈ [a, b] : G[x∗(t)] = −x∗1(t) = 0} 6=∅,

假设∆可分成 l个紧子区间,即∆=
l⋃

i=1

∆i,∆i是紧区

间, ∆i ∩∆j = ∅(i 6= j).

若∆i = {τi0}, 表示∆i只包含唯一一个附加节

点τi0, τi0称为接触点; 若∆i = [τi1, τi2], 则x∗1(t) =
0(τi1 6 t 6 τi2),此时称∆i为有界子弧.

问题(8), (22)∼(24)的Hamiltonian函数为

H =
1
2
u2(t) + λ(t) (A(t)x(t) + bu(t)) +

µ(t) (−x1(t)) =
1
2
u2 + λnu− a0λnx1 −

n∑
j=2

(aj−1λn − λj−1)xj − µx1, (26)

此时,除与问题(8)∼(10)满足同样的伴随方程、横截
条件和极小原理外,还应满足下述连结条件和符号
条件:

d) 连结条件.设τik(k = 0, 1, 2, i = 1, 2, · · · , l)
为附加节点,则存在常数lik,使

λ(τ+
ik) = λ(τ−ik)− likGx(x(τik)) =

λ(τ−ik)− lik · (−1, 0, · · · , 0)T. (27)

e) 符号条件.
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µ(t)

{
= 0, x1(t) > 0,

> 0, x1(t) = 0,
lik > 0, (28)

综合必要条件a)∼e)可以较方便地得到微分算子非
负插值样条的构造与连续性质. 由式(26)和伴随方
程可以得到

L∗λn(t) = −µ(t), 即L∗u∗(t) = µ(t), (29)

由必要条件a)和b)得到的其他结果与前面的结果是
一样的.

根据必要条件d),得到

L∗i [u
∗(τ+

jk)− u∗(τ−jk)] = 0, i=0, 1, · · · , n− 2,

j =1, 2, · · · , l, k=0, 1, 2,

L∗n−1[u
∗(τ+

jk)− u∗(τ−jk)] = ljk, j = 1, 2, · · · , l,

k = 0, 1, 2.

于是

u∗(i)(τ+
jk)− u∗(i)(τ−jk) = 0, i = 0, 1, · · · , n− 2,

j = 1, 2, · · · , l, k = 0, 1, 2,

u∗(n−1)(τ+
jk)− u∗(n−1)(τ−jk) = ljk,

j = 1, 2, · · · , l, k = 0, 1, 2.

设∆i为有界子弧,则x∗1(t)=0(t∈∆i),于是由式(17)
知u∗(t)=−λn(t) = 0,再由必要条件式(29)知µ(t)=
0(t ∈ ∆i). 当x∗1(t) > 0时,由必要条件e)知µ(t) = 0.
故L∗u∗(t) = 0, t 6= τi(i = 1, 2, · · · , p). 综上,得到
下面的定理.

定定定理理理 2 由式(8)(22)∼(24)确定的解(即带障碍
的微分算子非负插值样条)s(t)满足:

i) 当t 6= τj(j = 1, 2, · · · , p)时, L∗Ls(t) = 0;

ii) 在原有节点处,

s(i)(t+j )− s(i)(t−j ) = 0,

i = 0, 1, · · · , 2n− γj − 1, j = 2, 3, · · · , N − 1,

u∗(i)(a) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γ1 − 1,

u∗(i)(b) = 0, i = 0, 1, · · · , n− γN − 1,

L∗n−i(u
∗(t+j )− u∗(t−j )) = νjαji,

i = 1, 2, · · · , γj, j = 2, 3, · · · , N − 1.

iii) 在附加节点处

s(i)(τ+
jk)− s(i)(τ−jk) = 0, k = 0, 1, 2,

i = 0, 1, · · · , 2n− 2, j = 1, 2, · · · , l,

s(2n−1)(τ+
jk)− s(2n−1)(τ−jk) = ljk > 0,

j = 1, 2, · · · , l, k = 0, 1, 2,

本文用线性系统的带状态约束的最优控制的必

要条件比较容易地导出了经典的和带障碍s(t) > c0

的微分算子插值样条的构造和连续性质, 这一方法

可以直接推广到带有障碍s(t) > c0或 c1 6 s(t) 6
c2的情形, 也为s(t)的导数s(k)(t)带障碍, 即状态变
量xk+1带约束情形的研究提供了有力的方法. 按照
这一方法, 可望能发现带障碍的样条函数的更深刻
的结果,也可为某些带状态约束的线性二次最优控
制问题的研究提供新的启示.
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