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摘要:在探讨粒子轨迹的随机过程的基础上,用根轨迹特征值的谱半径来描述粒子群优化的PSO动态系统的稳
定性区域;提出并结合实例用群活性刻画了PSO稳定区域中不同参数区间上群行为的动态特征,利用不动点技术通
过数值实验描绘出PSO群活性谱及性能图,解释了先前一些文献上提出的典型参数集之所以能够取得满意性能的
理由,利用PSO稳定三角中线提出保证PSO收敛性能的参数设置指导策略.
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Stability analysis of particle swarm optimization using swarm activity
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Abstract: In the analysis of particle swarm optimization(PSO), particle trajectories are considered stochastic processes,
and the stability region of the PSO dynamic system is illustrated by the eigenvalues and the spectrum radius. Through
practical applications, we propose a new term, swarm activity, to characterize the dynamic behaviors of the swarm with
different parameters in the stability region. By applying the fixed-point technique, we depict the swarm activity spectral-
based performance maps of the PSO from numerical experiments. These maps account for the typical parameter sets put
forth in existing literature for realizing desirable performances, and reconfirm the strategies of using the median of PSO
stability triangle in adjusting parameters to ensure the convergence of the PSO.
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1 引引引言言言(Introduction)
粒子群优化算法(particle swarm optimization,

PSO)是目前群智能计算领域的重要研究课题之一,
算法模拟鸟群觅食行为,通过个体之间的集体协作
和竟争来实现全局搜索. 由于PSO算法简单、参数
少、易于实现和较强的全局优化能力, 迅速发展成
为处理困难寻优问题的最强有力的全局优化工具,
PSO计算理论与方法在系统控制、模式识别、生产
调度、VLSI、机器人等科学研究和实际工程应用领
域中取得了广泛成功.
尽管PSO的研究与应用已取得了一些成果,但它

在基础理论、模型改进、实际应用、硬件实现以及

智能融合等方面都存在着问题, Particle的位置和速
度的构造、算法收敛性及其稳定性分析、参数的设

计理论尚处于经验水平, 缺乏本质意义上的认识与
理论支持, 算法实用性还需进一步提高[1]. 稳定性

是PSO系统的重要性能之一, 它是PSO实际应用的
重要保证. 一些文献采用忽略随机和时变因素的
简化模型,把PSO表述为线性的、确定性的、时不变
的、离散的动态系统, 从而用标准特征值法分析其
稳定性. 目前有关PSO的全局收敛性及其稳定性研
究,大多是针对具体问题进行数值优化仿真实验,给
出数值最优解以及相应的参数选择,理论性的研究
结果主要有: Clerc和Kennedy[2]在假设全局最优、个

体最优及加速度和惯性权重都保持不变的前提下,
引入收缩因子以避免算法不稳定, 文献[3∼5]等用
线性系统理论分析了PSO粒子的定性轨迹及其收
敛性, Trelea[3]分析了PSO模型的稳定区域和不稳
定区域以及相应的运动轨迹; Van den Bergh等[4]引

用Solis和Wets关于随机性算法的收敛准则, 动态系
统的特征值分析方法, 给出粒子行为的几种动态特
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征分类及参数设置的稳定范围, Zhan等[6]采用精英

学习策略自动控制算法参数调整; Yasuda等[7]用群

活性通过数值实验分析了收缩因子法(CM)、随机
惯性权重法(RIWM)等PSOs的稳定范围, Kadirkam-
nathan等[8,9]分别利用Lyapunov方法证明了基于连续
系统的PSO模型的稳定性, 冯等[9]利用误差动力系

统的Lyapunov函数分析了一种变采样周期的PSO优
化行为的稳定性, 并得出轨迹收敛的采样时间约束
条件.文献[10∼12]利用随机过程的抽样分布、统计
动差分析方法分别从不同角度讨论了PSO稳定性和
参数设置. 由于简化模型与真正的随机时变PSO的
稳定区域是有很大不同的, 因此对随机时变PSO稳
定性的理论分析和数值研究是很不够的. 本文在探
讨粒子轨迹的随机过程的基础上, 用根轨迹特征值
描绘了PSO不动定形式的渐近收敛速度; 提出用群
活性来分析PSO系统中群(swarm)行为在不同参数
选择区域内群活性的动态特征, 从而获得对参数选
择规律性的理论认识.

2 PSO粒粒粒子子子轨轨轨迹迹迹的的的随随随机机机过过过程程程及及及其其其稳稳稳定定定范范范围围围
(Stochastic process of PSO trajectories and
stable region)
PSO初始化为一群随机粒子,优化问题的解看作

搜索空间的一个粒子, 所有粒子都由被优化函数来
决定其适应值,每个粒子的速度决定其飞行方向和
距离, 粒子追随当前的最优粒子在解空间中反复迭
代搜索,每次(t)迭代,粒子通过跟踪两个“极值”即
粒子本身所经历的局部最优l(t)和群体找到的全局
最优g(t)来动态更新自身速度和位置.在PSO算法演
化中,粒子速度和位置的更新方程为




v(t + 1) = ωv(t) + c1r1(g(t)− x(t))+

c2r2(l(t)− x(t)),

x(t + 1) = x(t) + v(t + 1).

(1)

其中: v 表示粒子速度, c1, c2 为加速因子, r1, r2 为

(0,1)上一致分布的随机数, ω为惯性权重.

2.1 PSO粒粒粒子子子轨轨轨迹迹迹的的的随随随机机机过过过程程程(Stochastic process
of PSO trajectories)
为简化分析, 假定维是相互独立的, 不妨考虑

问题空间是一维的, 将v(t) = x(t) − x(t − 1)代入
式(1)可得

x(t + 1) = (1 + ω − (c1r1 + c2r2))x(t)−
ωx(t−1)+c1r1g(t)+c2r2l(t). (2)

由于r1和r2是随机权值, x(0), x(1)也是随机数,
因此x(t)可看作随机变量, 而迭代过程中粒子的轨
迹{x(t)}便可看作随机过程, 可以确定地计算每个
随机变量x(t)的期望和方差, 从而分析随机过程的

收敛性质. 一般地PSO收敛是指其位置序列x(t)收
敛到其均平方p(如 lim

t→∞
E |x(t)− p|2 = 0), 显然同

时x(t)的期望Ex(t)收敛到p且方差Dx(t)收敛到0,
迭代序列{Ex(t)}:

Ex(t + 1) = (1 + ω − c1 + c2

2
)Ex(t)−

ωEx(t−1)+
c1g(t)+c2l(t)

2
. (3)

令ϕ1 = r1c1, ϕ2 = r2c2,则ϕ1, ϕ2也是随机变量,且
c1, c2为ϕ1, ϕ2的上界, 考虑PSO系统的平均状态, 于
是随机迭代过程收敛于振荡中心o(t):

o(t) = lim
t→∞

x(t) =

ϕ1g(t) + ϕ2l(t)
ϕ1 + ϕ2

=
c1g(t) + c2l(t)

c1 + c2

. (4)

2.2 PSO差差差分分分模模模型型型及及及其其其稳稳稳定定定区区区域域域(Difference
Equations and stability region for PSO)
令ξ(t) = x(t) − o(t),由于ϕ1, ϕ2服从均匀分布,

由式(2)易得随机差分方程:



ξ(t+1)+(ϕ−1−ω)ξ(t)+ωξ(t−1)=β(o),

β(o)=o(t)−o(t + 1)+ω(o(t)−o(t−1)),

ξ(0) = ξ0, ξ(1) = (1− ϕ)ξ0 + ωv0.

(5)

其中: ϕ = (ϕ1+ϕ2),当振荡中心稳定在β(o) = 0时,
式(5)简化为

ξ(t + 1)− (1 + ω − ϕ)ξ(t) + ωξ(t− 1) = 0,

ξ(0) = ξ0, ξ(1) = (1− ϕ)ξ0 + ωv0.
(6)

因E(ϕ1) = c1/2, E(ϕ2) = c2/2, 当随机变
量ϕ的均值ϕ = ϕ̄ = (c1 + c2)/2时, 式(6)就刻画了
随机轨线{E( ξ(t+1))}的平均状态,考虑其零解稳定
性, PSO的稳定区域(ω, ϕ)参数范围是特征方程(7)的
根在单位圆内的区域SD,

λ2 + (ϕ− ω − 1)λ + ω = 0, (7)

SD ={(ω, ϕ) : |ω| < 1, 0<ϕ<2(ω + 1)}. (8)

特征方程(7)实复根边界线为抛物线:

(ϕ− ω − 1)2 − 4ω = 0, 0 6 ω < 1. (9)

根据特征方程(7)的特征根, 式(8)(9)形成了PSO
稳定范围SD, 一些文献[3∼5]用代数解析等不同方法

也得到了类似的结果, 并且分析了稳定范围内PSO
的粒子行为, 但文献[12]指出了稳定三角由4个不
同区域构成(如图1所示),参数集(ω, ϕ)落在不同区域
时,粒子轨迹的动态特征分别表现为复对称振荡、实
对称振荡、实数不对称振荡、实数无振荡,而在这个
三角形上方区域中包括稳定三角的边界线上任何参

数对(ω, ϕ)都不能保证PSO系统稳定,而使得粒子轨
迹发散、振幅不减、不能收敛.
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图 1 PSO定性稳定范围的4个参数区间

Fig. 1 PSO deterministic stability region for parameter zones

2.3 PSO不不不动动动点点点形形形式式式与与与谱谱谱半半半径径径(Fixed-point for-
mative and spectral radius)
由式(1)(2), PSO可以写成根据其绝对位置和速

度(x, v)迭代的随机动态系统:(
x(t + 1)
v(t + 1)

)
= MPSO

(
x(t)
v(t)

)
+ bPSO, (10)

其中: 



MPSO =

(
1 + ω − ϕ ω

ω −ϕ

)
,

bPSO =

(
ϕ1g(t) + ϕ2l(t)
ϕ1g(t) + ϕ2l(t)

)
.

(11)

考虑随机变量ϕ,ϕ1, ϕ2, 对迭代系统式(10)应用
不动点(fixed point)方法, 可确定(x(t+1), v(t+1))系
统的定性稳定区域,式(10)收敛的充分必要条件是迭
代矩阵MPSO的谱半径ρ(MPSO)必须小于1, 从而得
到PSO稳定区域与式(8)表示的SD相同.使用稳定(收
敛)区域的参数集(ω, ϕ), 可以直接证明算法收敛于
式中心吸引子(不动点): (o(t), 0). 根据ρ(MPSO)可得
关于渐近收敛速度vc( ω, ϕ):

vc(ω, ϕ) = − log ρ(MPSO). (12)

图2显示了PSO的谱半径等值线图(接近抛物线
顶点的黑色区域表示空谱半径),其轮廓线为三角形,
在复数区域接近实复根边界线(抛物线)时收敛速度
高(谱半径低); 同时, 由垂直等值线可知, 参数复根
渐近速度对加速度ϕ的变化不敏感(可用PSO动态系
统的相图实验测试了在稳定范围第3区上渐近速度
对ϕ的敏感性),而在抛物线的顶点(ω, ϕ) = (0, 1)处,
速度趋于无穷大,特征值为零,越到中心收敛速度越
快. 有趣的是一些文献也得到了类似的结果[2,3,9,10],
却都把惯性权值ω限制在[0,1]上,本文实验和分析证

实ω在(−1, 0]上具有类似的性质.

图 2 PSO稳定区域内的谱半径

Fig. 2 Spectral radius for PSO on stable region

3 群群群活活活性性性(Swarm activity)
3.1 群群群活活活性性性的的的定定定义义义(Definition of swarm activity)

PSO搜索空间中粒子的运动就好像物理空间中
气态分子的热运动,搜索空间中各粒子(气态分子)的
速度表示单个粒子当前活跃程度,而速度均方根正
是搜索空间中所有粒子的平均活跃程度的量化表

示,定义PSO群中粒子的速度均方根为“群活性”,
经历t次迭代后,群活性定义为

Act(t) =

√
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

(v2
ij(t)), (13)

其中: m为群中粒子数, n为问题维数. 由群活性定义
可知,群活性和粒子多样性依赖于种群规模大小、搜
索空间维数. Act(t)越小,群探测和开采能力越弱,种
群粒子多样性也越差,表示群中粒子越集中.

PSO动态系统的稳定性就是群粒子收敛于最优
点的接近程度,也就是粒子速度是否保持在边界范
围内, 同时, 既然群活性定义为群粒子速度的均方
根,要求群活性保持在边界范围内就等同于要求个
体粒子速度保持在约束范围内,因此,考察群活性变
化以便量化评估PSO模型的稳定性.

3.2 PSO稳稳稳定定定区区区域域域的的的群群群活活活性性性动动动态态态(Dynamics of
swarm activity in PSO stability region)
在PSO定性稳定范围的4个区域分别选取4个参

数对(ω, ϕ) = (0.9, 22), (0.105, 2), (−0.301, 1.02),
(0.5, 0.01), 通过实验考察群活性动态变化特征, 如
图3所示. PSO在复对称振荡(1)区内内群活性值呈锯
齿状波动,粒子轨迹关于时间轴对称振荡,群活性振
荡频率高、振幅随进化逐渐减小,如图3(a)所示.

在实对称振荡(2)区内,特征根均为实数,粒子轨
线成Z字形,与复根区的主要不同在于振荡频率是常
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量, 在实对称振荡区和实根不对称振荡区内PSO进
化初期群活性有振荡但迅速消失、易于早熟, 如
图3(b)∼(c)所示; 在实根无振荡区PSO群活性值较
小、不利于全局探测且变化缓慢, 如图3(d)所示. 同

样方法可选取若干参数对以测试表明, PSO在不稳
定区域中进化初期群活性剧增达到较大的活性值,
而后保持不变甚至继续呈指数性增长,粒子轨迹发
散不能收敛(限于篇幅,图略).

图 3 PSO定性稳定范围的4个区域中群活性动态
Fig. 3 Dynamics of swarm activity in PSO stable areas

3.3 PSO群群群活活活性性性谱谱谱(Swarm activity map for PSO)
为了全面描述稳定区域内参数集对PSO性

能、以及移动中心的随机性对PSO算法收敛性能
的影响作用, 不妨令中心o(t) = 0, 则得到一个简
化的PSO模型,不使用目标函数,设计如下测试实
验,用群活性来考察PSO的收敛性能,测试算法步
骤如下:
算算算法法法 1 PSO群活性谱测试算法.
dr = 0或1分别表示确定性或随机情况;
S1:给定最大迭代次数itmax;设置参数范围,参

数对(ω, ϕ)∈ [−1, 1]×[0, 4],给定网格步长(∆ω, ∆ϕ)
= (0.02, 0.03)并据此产生(ω, ϕ)参数集, 记为(ω(i)
ϕ(j))表示第i, j个(ω, ϕ)的参数网格划分;

S2: 确定PSO群规模大小和搜索空间, 如给定
粒子数np = 50, 初始化np个粒子ξ0 = (x0, y0)随机
(初始化)分布在2–维空间[–100,100]×[–100,100];

S3: 群中每个粒子对每个参数对(ω(i), ϕ(j)),
根据式(6) PSO轨迹运行迭代itmax次后终止;

S4: 使用参数对(ω(i), ϕ(i))迭代itmax次后, 按
照式(13)计算群活性Act((ω(i), ϕ(j))); 而在随机
情况(dr = 1)下, 定义重复运行的次数, 然后取所
得Act((ω(i), ϕ(j)))的中值(median).

S5: 重复S3, S4,直到遍历参数网格上的所有参
数集(ω(i), ϕ(j));

S6:在参数范围上为所有log(Act((ω(i), ϕ(j))))作
等值线.
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运行算法PSOSAM(0), PSOSAM(1)得到PSO稳
定区域的性能谱如图4所示. 由群活性定义可知,
活性值越大群系统越不稳定, 活性值太小又不
利开采能力和探测能力的平衡, 图中显示群活
性值大小分布情况. 如图4(a)所示, 其形状很类
似于稳定区域的谱半径, 抛物线顶点黑色周围为
空值, 群活性最小, 外层三角群活性逐渐增大; 对
照Clerc[2]稳定区域收敛速度性能谱, 群活性同样
表示了稳定区域的收敛性能, 中心深色三角区域
群活性最小, 收敛速度最快, 易于陷入局部最优,
不利于全局开采;随着群活性减小,粒子频数分布
越接近最优位置.由图4(b)知,在随机情况下,区间
内的高振幅和高频率导致右上角变成非收敛三角

区域,移动中心吸引性消失,这就解释了一些文献
上给出的要求ϕ<2能够使得PSO达到满意收敛性
能的理由.

(a) PSO:确定性情况

(b) PSO:随机情况

图 4 PSO群活性谱
Fig. 4 Swarm activity spectral map for PSO

为避免对初始位置的依赖性,可用该算法来描
述任意中心的吸引性. 算法是确定性的, 不使用
任何目标评估函数, 这表明用群活性描述PSO模
型的稳定性和性能是可行的、有效的. 实验发

现PSOSAM()方法对初始位置不敏感,具有较好的
鲁棒性. 文献[11]曾引入边界控制指数α = c1

√
ϕ,

以确定二阶动差的PSO稳定区域的边界线,其形式
如下:

ϕh(ω, α)=
12(1−ω)(1+ω)

4+4(1−ω)+α(α−2)(1+ω)
. (14)

从而得到PSO的随机稳定区域RPSO:

RPSO ={(ω, ϕ) : −1<ω < 1, 0<ϕ<ϕh(ω, α)}.
(15)

显然区域RPSO实际上包含在图4(b)分析的
PSO定性稳定范围之内, 同时根据式(14)知, 如果
α = 1(c1 = c2)时,稳定区域RPSO能达到其最大.

4 基基基准准准函函函数数数测测测试试试结结结果果果(Test results for bench-
marks)
为了进一步评估PSO在不同优化目标函数上

的群活性动态关系,选用多个基准测试函数,进行
大量测试,实验结果如图5,6所示. 图5(a)(c)分别描
述了PSO在Alpine,Rosenbrock函数上的群活性及
其对应的函数适应值演化特征. 如图5(b)(d)所示,
随着群活性减小,优化目标函数逐渐接近最优解.
用不同参数集(ω, ϕ)在4个测试函数的PSO粒子频
数分布如图6所示, 先前一些文献给出的能够获
得满意性能的PSO参数集如(0.729,1.496)[2],(0.60,
1.70)[3],(0.714,1.714)[12]等正在稳定区域的边界附
近, 如图6所示, 不过他们其实是通过数值实验或
经验而得到. 4个基准测试函数如下:

1) Alpine:

f(x) =
n∑
i
|xi sin xi + 0.1xi|,

x∗ = (0, · · · , 0), f(x∗) = 0.

2) Rosenbrock:

min f(x) =
n−1∑
i=1

(100(x2
i − xi+1)2 + (1− xi)2),

s.t. − 5 6 xi 6 5, i = 1, · · · , n,

x∗ = (1, 1, · · · , 1), f(x∗) = 0.

3) Rastrigin:

min f(x) =
n∑

i=1
(x2

i − 10 cos(2πxi) + 10),

s.t. − 5 6 xi 6 5, i = 1, · · · , n,

x∗ = (0, 0, · · · , 0), f(x∗) = 0.

4) Griewank:

min f(x) =
1

4000

n∑
i=1

x2
i −

∏
cos

xi

i
+ 1,

s.t. − 50 6 xi 6 50, i = 1, 2, · · · , n,

x∗ = (0, 0, · · · , 0), f(x∗) = 0.
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图 5 两个基准函数的群活性及其适应值演化曲线

Fig. 5 Swarm activity and fitness evolution plots for benchmarks

5 关关关于于于PSO的的的参参参数数数设设设置置置(Parameters setting)
5.1 局局局部部部加加加速速速度度度和和和总总总加加加速速速度度度(Local acceleration

and total acceleration)
PSO算法中, 惯性权重ω使粒子保持运动惯

性、保持扩展搜索空间的趋势, 使粒子有能力
探测搜索空间; 加速度c1, c2为将粒子推向pbest和

gbest位置的统计加速项的权重, 其值低时表示粒
子在目标外徘徊, 其值高则导致粒子突然冲向或
越过目标.总加速度ϕ起到了调整算法全局和局部

搜索能力的平衡作用. 若c1 = c2, 允许粒子自由
搜索,探测能力增强,减小了陷入局部最优的可能,
相反地, 若c1 > c2, 由于粒子的全局导向,收敛性
增长. 在c1 = c2的情况,总加速度ϕ的随机线更集

中在均值ϕ = c1 = c2周围.振幅减小到几乎接近
于(0,1)时,渐近收敛速度趋向无穷大;复数区间内
振幅减小仅依赖于惯性权重ω, 不依赖于ϕ. 经不
同难度基准函数实验表明, PSO参数从复杂的稳
定区域、惯性权重从(0.5, 0.9)、中高总加速度(1.7,
2.2)可使系统得到更好的结果;在多局部最小的情

况下,惯性权重的真正稳定区域在(– 0.6, 0.5)和总
加速度(0.6, 0.7)具有更高成功率.

5.2 收收收敛敛敛三三三角角角中中中线线线(Median in convergence area)
实验表明稳定三角4个区域中PSO性能表现

差异较大, 选择中线附近参数对可获得更满意
的结果. 如图6中虚线所示, 稳定三角的中线为:
(ϕ = ω + 1, 0 6 ω < 1),选取中线附近的一些参数
集做实验,其群活性轨线非常相似或相同,说明中
线状态实际上是群多样性、密集性、方差等各种

状态及各种影响因素相互补充的综合结果, 中线
和随机稳定区域边界线的交界处及其附近, 具有
最大群活性、最大方差和离差,其交集应该是参数
对的理想选择,由ϕ = (1 + ω)和式(14)求解得交点
坐标如下:

(ω, ϕ) = (
4 + 2α− α2

8− 2α + α2
,

12
8− 2α + α2

). (16)

如α = 0.5时, 这个交点(ω, ϕ) = (0.76, 1.92); 在
α = 1时, PSO随机稳定区域最大,这个交点坐标就
是先前不少文献使用的满意参数对(ω, ϕ) = (5/7,

12/7) = (0.714, 1.714).
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若给定惯性权重ω和加速度c1, 选择c2, 则ϕ =
c1+c2)/2,落在中线上,这可保证ϕ = r1c1+r2c2线

始终位于稳定区域内. 对加速度ϕ也是如此, ϕ在

中线之下, 但其探测能力低于先前情况, 若ϕ在

中线上, 那么有些(点)落在稳定区域外, 轨线不
收敛. 进一步测试得到启示, 调整PSO参数可使
得算法具有更好的性能并保证收敛, 先前一些
文献中提出的满意的参数对(ω, ϕ)都落在这个范
围内如图6所示, 其中有(ω, c1, c2)=(0.729, 1.495,

1.495)[1,2], (ω, c1, c2)=(0.6, 1.7, 1.7)[3], (ω, c1, c2)=
(0.729, 2.0412, 0.9477)[3], (ω, c1, c2)=(0.729, 1.495,

1.495)[2], (ω, c1, c2) = (0.6, 1.7, 1.7)[4]等都是接近

于中线的参数集, 不过它们是从不同的数值实验
中推断而来. 这些参数集被多种应用所采纳并取
得了满意的效果. 综合表明, 如图6中线附近的深
色区域及其附近, ω在[0.45, 0.9]之间并随迭代次数
线性减小、总加速度ϕ在[0.5,2]之间是获得PSO综
合性能最佳的参数选择.

图 6 PSO在4个基准函数上的稳定区域
Fig. 6 Stable regions of PSO tested on benchmarks

6 结结结语语语(Conclusion)
在探讨粒子轨迹的随机过程的基础上,结合实

例用群活性刻画PSO稳定区域中不同参数区间上
群(swarm)行为的动态特征, 实验描绘出PSO群活
性谱及随机振幅对PSO算法性能的影响作用,解释
了对先前一些文献上提出的典型参数集之所以能

够取得满意性能的理由, 给出了保证算法性能的
参数选择设置指导策略. 群活性与群多样性和密
集性间的量化关系还有待进一步研究, 可以构造
群活性反馈控制策略,使PSO能够根据群活性自适
应改变粒子的“exploitation”和“exploration”行
为(能力), 据此可进一步提出具有群活性反馈控
制策略的自适应鲁棒PSO,以拓展PSO的实际工程
应用.
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