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摘要: 针对数据包在网络中传输的一步随机时延情形, 研究任意切换律作用下的离散切换系统的H∞滤波问
题.时延数据包包含系统的测量输出信号和切换信号,其时延由一个满足Bernoulli分布的随机变量来描述. 选用切
换Lyapunov函数,设计全阶和降阶的切换滤波器使得滤波误差系统在均方意义下指数稳定且具有扰动衰减度γ. 滤
波器的参数通过求解一组线性矩阵不等式获得. 数值仿真表明了所提出设计方法的有效性.
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H-Infinity filtering for networked switched systems with
random communication time-delays

CAI Feng-huang, WANG Wu, LIN Qiong-bin, LI Yu-rong
(College of Electrical Engineering and Automation, Fuzhou University, Fuzhou Fujian 350108, China)

Abstract: To deal with random communication time-delays, the H-Infinity filtering problem is investigated for a class
of discrete-time switched systems with arbitrary switching laws. The delayed data packets include the measured output
and the switched signal; and the delay-time satisfies the Bernoulli random binary distribution. By using the switched
Lyapunov function, we obtain the full and reduced-order switched filters. The systems of filtering errors are exponentially
mean-square stable and satisfy the prescribed H-Infinity performance constraint. The filter parameters can be obtained by
solving a set of linear matrix inequalities(LMIs). Finally, a numerical example is provided to illustrate the application of
the proposed design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
切换系统是一种由子系统以及在这些子系统间

的切换规则组成的混杂系统,其在工程实践中大量
存在,如汽车引擎控制、机器人行走控制等. 由于切
换系统的实用性,近年来对它的分析与设计引起了
学者们的广泛兴趣, 并在稳定性、鲁棒控制方面取
得了许多的研究成果,见文献[1]及其参考文献.

对切换系统的研究,很大部分的文献是研究如何
在任意切换律下降低系统稳定的保守性. 研究结果
表明在任意切换律下,采用切换Lyapunov方法(也称
多Lyapunov方法) 比共同Lyapunov方法具有更小的
设计保守性. 学者们利用切换Lyapunov方法进行
了稳定性[2]、H∞控制[3]、H2控制

[4]、H∞滤波[5,6]、

l2-l∞滤波[7]以及混合H2/H∞滤波[8]的研究, 取得了
很多优越的结果.

近来由于网络技术的飞速发展, 对网络化系统

的控制和滤波研究成为新的研究热点[9,10]. 由于网
络的引入, 出现了数据包丢失、时延等情况的发生,
这给设计带来了新的挑战.学者对网络的建模提出
了多种的建模方法, 其中的一种Bernoulli序列的建
模方法,简单并且物理意义明确,被广为采用. 学者
们利用满足Bernoulli性质的随机变量来描述随机时
延, 解决了线性离散系统、线性离散不确定时滞系
统等许多系统的滤波器设计问题,但据作者所知对
于切换系统的研究还未见报道,特别由于切换系统
不仅具有测量数据包的延迟,同时切换信号传输给
滤波器也会出现延迟, 因此更具挑战性. 本文延续
文献[11 ∼ 13]的网络建模方法, 采用取值为0和1的
Bernoulli序列来描述数据包网络传输的一步通讯时
延,同时考虑测量信号和切换信号的一步随机通讯
时延,研究了任意切换律作用下的网络化切换系统
的H∞滤波问题.
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基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60604027);福建省自然科学基金资助项目(2008J0191, 2009J01279);福州大学科技发展基金资助
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下离散切换系统:




xk+1 = Aαxk + Bαwk,

zk = Lαxk + Tαwk,

yk = Cαxk + Dαwk,

(1)

其中: xk ∈ Rn为系统状态, wk ∈ Rr为外部扰动输

入, 且wk ∈ l2[0,∞), yk ∈ Rp为系统输出信号, zk ∈
Rq为待估计状态;切换信号α : [0,∞)→I= {1, · · · ,

N}, α = i表示第i个子系统被激活, Ai, Bi, Ci, Di,

Li, Ti(i ∈ I)为系统相应维数的定常矩阵.

对∀i = 1, · · · , N , α
(k)
i = 1表示第k时刻第i个子

系统被激活, 否则α
(k)
i = 0, 那么k时刻有

N∑
i=1

α
(k)
i =

1. 则系统(1)可写为



xk+1 =
N∑

i=1

α
(k)
i (Aixk + Biwk),

zk =
N∑

i=1

α
(k)
i (Lixk + Tiwk),

yk =
N∑

i=1

α
(k)
i (Cixk + Diwk).

(2)

假设切换信号α可以实时得到, 那么利用测量输
出yk,可以构造如下的nk阶切换滤波器(当nk = n时

为全阶滤波器,当1 6 nk < n时为降阶滤波器):{
x̂k+1 = Afαx̂k + Bfαyk,

ẑk = Cfαx̂k + Dfαyk.
(3)

利用文献[5]的方法就可以得到滤波器存在的充
分条件. 在本文中, 系统(2)和滤波器(3)之间是通过
受限的通讯网络进行信号传递的,也就是系统(2)的
切换信号α和测量输出yk是通过该受限网络传输给

滤波器(3). 由于网络本身的特性, 数据包传输会出
现时延,这里假设测量信号和切换信号在网络中传
输所具有的一步随机时延满足以下关系:{

ŷk = βkyk + (1− βk)yk−1,

α̂(k) = βkα
(k) + (1− βk)α(k−1),

(4)

其中: ŷk ∈ Rp为传感器测量输出信号, α̂(k)为经过

传感器得到的切换信号, α(k)和α(k−1)分别表示第k,
k−1时刻的切换律.随机变量βk ∈ R描述了测量信号
和切换信号的一步随机延迟, 假设它满足Bernoulli
分布的序列,取值为0和1,且概率为{

P{βk = 1} = E{βk} := β̄,

P{βk = 0} = 1− E{βk} := 1− β̄,
(5)

其中β̄为已知的正数. 此时, nk阶切换滤波器形式如

下:

{
x̂k+1 = Afα̂x̂k + Bfα̂ŷk,

ẑk = Cfα̂x̂k + Dfα̂ŷk,
(6)

其中: x̂k ∈ Rnk为滤波器状态, ẑk ∈ Rq为zk的估计

值, Afα̂, Bfα̂, Cfα̂, Dfα̂, α̂ ∈ I为待设计的滤波器参
数. 由式(5)以及βk(1−βk)=0, β2

k =βk, (1−βk)2 =
1− βk,式(6)可写为




x̂k+1 = Afα̂x̂k + Bfα̂ŷk =

βk

N∑
i=1

α
(k)
i (Afix̂k + Bfiyk)+

(1− βk)
N∑

i=1

α
(k−1)
i (Afix̂k + Bfiyk−1),

ẑk = Cfα̂x̂k + Dfα̂ŷk =

βk

N∑
i=1

α
(k)
i (Cfix̂k + Dfiyk)+

(1− βk)
N∑

i=1

α
(k−1)
i (Cfix̂k + Dfiyk−1).

(7)

注注注 1 在网络环境下, 切换律在传输中发生延迟, 那

么文献[5, 6]所设计的切换滤波器就无法实现了,此时一种

解决方案就是采用单一的滤波器,这样可以消除这种因切

换信号延迟而产生的切换信号无法实时获取的困扰,但是

该方法要牺牲设计的保守性.

定义ηk = [xT
k x̂T

k ]T, vk = [wT
k wT

k−1 ]T, ek =
zk − ẑk,由式(2)和式(7)得滤波误差系统为



ηk+1 =
N∑

i=1

α
(k)
i

N∑
l=1

α
(k−1)
l {Aclηk+AdclKηk−1+Bclvk},

ek =
N∑

i=1

α
(k)
i

N∑
l=1

α
(k−1)
l {Cclηk+CdclKηk−1+Dclvk},

(8)

其中:
K = [In×n 0n×n ],

Acl =
[

Ai 0
βkBfiCi βkAfi + (1− βk)Afl

]
,

Adcl =
[

0
(1− βk)BflCl

]
,

Bcl =
[

Bi 0
βkBfiDi (1− βk)BflDl

]
,

Ccl = [Li − βkDfiCi − βkCfi − (1− βk)Cfl ],
Cdcl = (βk − 1)DflCl,

Dcl = [Ti − βkDfiDi (βk − 1)DflDl ].

本文的设计目标是为切换系统(1)设计切换滤波
器(6),对于所有可能出现的传感器测量随机时延(4),
以任意切换律同时满足Q1)和Q2),即:
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Q1) 在外部扰动v(k) = 0情况下, 滤波误差系
统(8)是均方指数稳定的;

Q2) 零初始条件下,滤波误差系统(8)具有H∞性

能γ,
∞∑

k=0

E{‖ek‖2} < γ2
∞∑

k=0

E{‖vk‖2}, (9)

对于任意的非零vk ∈ l2[0,∞), γ > 0为给定的数.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定义:

Ã =

[
Ai 0

β̄BfiCi β̄Afi + (1− β̄)Afl

]
,

Ã1 =

[
0 0

BfiCi Afi −Afl

]
,

Ãd =

[
0

(1− β̄)BflCl

]
, Ãd1 =

[
0

−BflCl

]
,

B̃ =

[
Bi 0

β̄BfiDi (1− β̄)BflDl

]
,

B̃1 =

[
0 0

BfiDi −BflDl

]
,

C̃ = [Li − β̄DfiCi − β̄Cfi − (1− β̄)Cfl ],

C̃1 = [−DfiCi − Cfi + Cfl ],

C̃d = (β̄ − 1)DflCl, C̃d1 = DflCl,

D̃ = [Ti − β̄DfiDi (β̄ − 1)DflDl ],

D̃1 = [−DfiDi DflDl ],

那么

Acl = Ã + (βk − β̄)Ã1, Adcl = Ãd + (βk − β̄)Ãd1,

Bcl = B̃ + (βk − β̄)B̃1, Ccl = C̃ + (βk − β̄)C̃1,

Cdcl = C̃d + (βk − β̄)C̃d1, Dcl = D̃ + (βk − β̄)D̃1.

首先给出滤波误差系统(8)均方指数稳定且具
有H∞性能γ的充分条件.

定定定理理理 1 给定γ > 0以及滤波器参数{Afi, Bfi,

Cfi, Dfi}N
i=1. 滤波误差系统(8)均方指数稳定且具有

H∞性能γ的充分条件存在矩阵{Pi = PT
i > 0}N

i=1,
{Ql = QT

l > 0}N
l=1,满足








KTQiK−Pi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −Ql ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗

PjÃ PjÃd PjB̃ −Pj ∗ ∗ ∗
aPjÃ1 aPjÃd1 aPjB̃1 0 −aPj ∗ ∗

C̃ C̃d D̃ 0 0 −I ∗
aC̃1 aC̃d1 aD̃1 0 0 0 −aI




<0,

{i, j, l} ∈ I = {1, · · · , N},
(10)

其中a = β̄(1− β̄).

证证证 对系统(8)构建如下切换Lyapunov函数:

Vk = ηT
k (

N∑
i=1

α
(k)
i Pi)ηk +

ηT
k−1K

T(
N∑

i=1

α
(k−1)
i Qi)Kηk−1, (11)

其中P1, · · · , PN和Q1, · · · , QN均为正定对称阵. 那
么引入

∆Vk = Vk+1 − Vk, Wk = −eT
k ek + γ2vT

k vk,

则

∆Vk −Wk =
N∑

i=1

α
(k)
i

N∑
j=1

α
(k+1)
i

N∑
l=1

α
(k−1)
i ξT

k T0ξk,

其中:

ξk = [ηT
k (Kηk−1)T vT

k ]T,

T0 = diag{KTQiK−Pi,−Ql,−γ2I}+

ΠT
1 PjΠ1 + aΠT

2 PjΠ2 +

ΠT
3 Π3 + aΠT

4 Π4,

Π1 = [Ã Ãd B̃ ], Π2 = [Ã1 Ãd1 B̃1 ],

Π3 = [C̃ C̃d D̃ ], Π4 = [C̃1 C̃d1 D̃1 ].

由式(10)通过Schur补引理可知

∆Vk −Wk < 0. (12)

a) 当v(k)=0时,

∆Vk < Wk = −eT
k ek < 0,

即Vk+1 <Vk,因此滤波误差系统(8)是均方指数稳定
的.

b) 式(12)成立,即:

E{Vk+1} − E{Vk}+ E{eT
k ek} − γ2E{vT

k vk} < 0,
∞∑
k=0

{E{Vk+1}−E{Vk}+E{eT
k ek}−γ2E{vT

k vk}}<0.

由零初始及Vk > 0,有
∞∑

k=0

E{‖ek‖2} < γ2
∞∑

k=0

E{‖vk‖2} − E{V∞} <

γ2
∞∑

k=0

E{‖vk‖2}.

证毕.

注注注 2 如果对系统(8)选择共同的Lyapunov函数

Vk = ηT
k Pηk + ηT

k−1Qηk−1, (13)

可以得到滤波误差系统(8)均方指数稳定且具有H∞性

能γ的充分条件. 显然这个条件比定理1的条件有更大的

保守性.
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定理1中,由于Lyapunov矩阵{Pi}N
i=1和{Qi}N

i=1与

系统矩阵耦合, 无法进行滤波器的设计. 参考文
献[8]的方法,通过引入一个自由矩阵G,可得到以下
定理.

定定定理理理 2 给定γ > 0以及滤波器参数{Afi, Bfi,

Cfi, Dfi}N
i=1. 滤波误差系统(8)均方指数稳定且具有

H∞性能γ的充分条件: 存在矩阵{Pi = PT
i > 0}N

i=1,

{Qi = QT
i > 0}N

i=1, G满足







KTQiK−Pi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −Ql ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗

GTÃ GTÃd GTB̃ P̄j ∗ ∗ ∗
aGTÃ1 aGTÃd1 aGTB̃1 0 aP̄j ∗ ∗

C̃ C̃d D̃ 0 0 −I ∗
aC̃1 aC̃d1 aD̃1 0 0 0 −aI




<0,

{i, j, l} ∈ I = {1, · · · , N},
(14)

其中:
P̄j = Pj −GT −G, a = β̄(1− β̄).

下面给出滤波器存在的充分条件和设计方法.

定定定理理理 3 给定γ > 0. 对于系统(1)存在滤波器
(6)使得滤波误差系统(8)均方指数稳定且具有H∞性

能γ的充分条件是存在矩阵

{P1i = PT
1i > 0}N

i=1 ∈ Rn×n,

{P3i = PT
3i > 0}N

i=1 ∈ Rnk×nk ,

{Qi = QT
i > 0}N

i=1 ∈ Rn×n,

{P2i}N
i=1 ∈ Rn×nk , V1 ∈ Rn×n,

V2 ∈ Rnk×nk , V3 ∈ Rn×nk ,

{Āfi}N
i=1 ∈ Rnk×nk , {B̄fi}N

i=1 ∈ Rnk×p,

{C̄fi}N
i=1 ∈ Rq×nk , {Dfi}N

i=1 ∈ Rq×p

满足[
Ξ1 ∗
Ξ2 Ξ3

]
<0, {i, j, l} ∈ I={1, · · · , N}. (15)

其中:

Ξ1 =




Qi − P1i ∗ ∗
−PT

2i −P3i ∗
0 0 −Ql


 ,

Ξ2 =




0 0 0
0 0 0
Υ1 Υ2 (1− β̄)EB̄flCl

Υ3 aE(Āfi − Āfl) −aEB̄flCl

aB̄fiCi a(Āfi − Āfl) −aB̄flCl

Υ4 Υ5 (β̄ − 1)DflCl

−aDfiCi −aC̄fi + aC̄fl aDflCl




,

Ξ3 =




−γ2I ∗ ∗ ∗
0 −γ2I ∗ ∗

V T
1 Bi + β̄EB̄fiDi (1− β̄)EB̄flDl P̄1j ∗
V T

3 Bi + β̄B̄fiDi (1− β̄)B̄flDl P̄2j P̄3j

aEB̄fiDi −aEB̄flDl 0 0
aB̄fiDi −aB̄flDl 0 0

Ti − β̄DfiDi (β̄ − 1)DflDl 0 0
−aDfiDi aDflDl 0 0

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

aP̄1j ∗ ∗ ∗
aP̄2j aP̄3j ∗ ∗

0 0 − I ∗
0 0 0 − aI




.

其中:

E =

[
Ink×nk

0(n−nk)×nk

]
, P̄1j = P1j − V1 − V T

1 ,

P̄2j = PT
2j − V T

3 − V T
2 ET, P̄3j = P3j − V2 − V T

2 ,

a = β̄(1− β̄), Υ1 = V T
1 Ai + β̄EB̄fiCi,

Υ2 = β̄EĀfi + (1− β̄)EĀfl, Υ3 = aEB̄fiCi,

Υ4 = Li − β̄DfiCi, Υ5 = −β̄C̄fi − (1− β̄)C̄fl.

进而,控制器参数可由下式求取:

Afi = V −1
2 Āfi, Bfi = V −1

2 B̄fi,

Cfi = C̄fi, Dfi = Dfi.
(16)

证证证 由定理2知滤波误差系统(6)均方指数稳定
且具有H∞性能γ的充分条件是式(14)成立.

选取G为以下形式:

G =

[
V1 V3M

−1G22

MET G22

]
, (17)

其中:

E =

[
Ink×nk

0(n−nk)×nk

]
, V1 ∈ Rn×n,

V3 ∈ Rn×nk , M ∈ Rnk×nk , G22 ∈ Rnk×nk .

令

V2 = MTG−1
22 M, J =

[
I 0
0 G−1

22 M

]
,

JTPiJ =

[
P1i ∗
PT

2i P3i

]
, Āfi = MTAfiG

−1
22 M,

B̄fi = MTBfi, C̄fi = CfiG
−1
22 M.

选择变换阵diag{J, I, I, J, J, I, I}, 对式(14)进行合
同变换,整理即可得式(15).
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由滤波器传递函数

Tf = Cfi(zI −Afi)−1Bfi + Dfi =

C̄fi(zMTG−1
22 M − Āfi)−1B̄fi + Dfi =

C̄fi(zI − V −1
2 Āfi)−1V −1

2 B̄fi + Dfi, (18)

那么滤波器参数可按式(16)求取. 证毕.

注注注 3 在式(15)中,令

P1 = PT
1 = {P1i = PT

1i > 0}N
i=1 ∈ Rn×n,

P2 = PT
2 = {P2i}N

i=1 ∈ Rn×nk ,

P3 = PT
3 = {P3i = PT

3i > 0}N
i=1 ∈ Rnk×nk ,

Q = QT = {Qi = QT
i > 0}N

i=1 ∈ Rn×n,

那么式(15)就退化为基于共同Lyapunov函数方法设计的滤

波器存在条件.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Design example)
假设系统有两个子系统,参数如下:

A1 =

[
0.6 0.01
0 −0.5

]
, B1 =

[
1
0.6

]
,

C1 = [0.4 1], D1 = 0.01,

L1 = [0.3 0.1], T1 = 0,

A2 =

[
0.8 0
0.1 0.2

]
, B2 =

[
0.3

−0.2

]
,

C2 = [−0.2 −0.7], D2 = 0.4,

L2 = [0.2 0.8], T2 = 0,

并假设传感器随机时延 β̄ = 0.8. 采用MATLAB

LMI 工具箱, 取 E =

[
1 0
0 1

]
, 应用定理3, 可得最优

γ = 0.7487,以及全阶滤波器

Af1 =

[
0.5857 −1.0985
0.1176 −0.6914

]
, Bf1 =

[
−0.6388

0.1359

]
,

Cf1 = [−0.1994 0.0265], Df1 = 0.2562,

Af2 =

[
0.7637 −1.2669
0.1467 −0.2296

]
, Bf2 =

[
0.8402
0.0917

]
,

Cf2 = [−0.1366 − 0.3219], Df2 = −0.5643.

此时, 取系统的初始状态x0 = [1 −1]T和滤波器初
始状态x̂0 = [0 0]T. 假设传感器的随机时延β̄ =0.8
的实现如图1,切换律如图2,外部扰动wk = 1/(2k),
那么系统状态xk和滤波器状态x̂k的响应见图3和
图4,估计误差ek见图5. 从这些图可见所设计的H∞
滤波器满足要求并工作良好.

为了比较各种设计方法的保守性, 在一定的数
据包时延概率 1 − β̄ = 0.2下,表1给出了采用切换
Lyapunov和共同Lyapunov函数方法的最小H∞性能

的比较.

图 1 传感器随机时延 βk

Fig. 1 The random sensor delays βk

图 2 切换律
Fig. 2 The switch rule

图 3 状态响应xk(1)和x̂k(1)

Fig. 3 State response of xk(1) and x̂k(1)

图 4 状态响应xk(2)和x̂k(2)

Fig. 4 State response of xk(2) and x̂k(2)
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图 5 估计误差ek

Fig. 5 Filter error ek.

表 1 切换Lyapunov和共同Lyapunov函数方法下
最小H∞性能的比较

Table 1 Comparison of minimum H-infinity
performances for switched and
common Lyapunov function method

方法 滤波器(nk) γ

定理3 全阶 0.7487
定理3 降阶 0.7572
注3 全阶 0.9149
注3 降阶 0.9172

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了具有传感器随机时延的非线性离散

切换系统的H∞滤波问题. 采用切换Lyapunov方法,
给出了低保守性滤波器的LMI条件和设计方法, 所
设计的滤波器保证滤波误差系统在任意切换律下均

方指数稳定且满足H∞性能.基于文献[12]的多包数
据丢失描述方法, 可以用本文的方法研究具有测量
数据多包丢失情形下的离散切换系统的H∞滤波问

题.
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