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摘要:混沌系统参数估计本质上是一多维参数优化问题.为精确估计混沌系统的未知参数,本文提出一种混合量
子进化算法(HQEA)用于求解该优化问题,该方法采用实数量子角形式表示染色体,用量子比特的概率作为个体的
当前位置信息;提出由差分进化计算更新量子位置状态的量子差分进化算法(QDE),并将其与实数编码量子进化算
法(RQEA)相融合,以便令算法在解空间的全局探索和局部开发能力之间取得平衡. 算法还引入量子非门算子,对当
前最佳个体中按某个概率选中的量子比特位,进行变换操作,以便增强算法跳出局部最优解的能力. 基准函数测试
表明混合算法的全局搜索能力及可靠性都有很大改善. 通过Lorenz混沌系统进行数值仿真,结果表明了该混合算法
的有效性.
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Hybrid quantum-inspired evolutionary algorithm-based
parameter estimation for chaotic systems

REN Zi-wu, XIONG Rong
(Institute of Cyber-Systems and Control, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China)

Abstract: Parameter estimation of chaotic systems is essentially a multidimensional optimization problem. To estimate
the unknown parameters of chaotic systems precisely, we present an effective hybrid quantum-inspired evolutionary algo-
rithm (HQEA), in which the real-valued quantum angle is used to express the Q-bits of chromosome, and the probability
of each Q-bit is considered the position information of the chromosome. Combining the quantum differential evolutionary
algorithm (QDE) which uses differential evolution to update the state of Q-bits with the real-coded quantum evolutionary
algorithm (RQEA) which employs quantum rotation gate to update the state of Q-bits, we make a balance between the
global exploration and the local exploitation. In addition, the HQEA performs the quantum non-gate operation in which
the Q-bits selected from the current best chromosome with a certain probability are transformed to get rid of the premature
local optimum. The experimental results of benchmark function tests show that the HQEA algorithm greatly improves the
global optimization performance as well as the reliability performance. Numerical simulation results of the Lorenz system
also demonstrate its effectiveness.
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1 引引引言言言(Introduction)
自20世纪90年代初混沌系统控制与同步提出以

来,其理论与方法已得到充分研究[1∼3];然而现有许
多方法需依靠于混沌系统参数已知前提下给出;由
于混沌系统的复杂性, 在实际应用中一些参数很难
提前确定或者某些参数并不可知, 因此混沌系统参
数估计已成为混沌系统控制与同步先要解决的关键

问题.通过构造一适当的适配函数,混沌系统参数估
计可转化为一多维函数的参数优化问题,近年来已
有一些启发式搜索算法如遗传算法[4]、混沌蚁群算

法[5]、粒子群优化[6]及差分进化算法[7]等方法相继

应用于混沌系统的参数估计中.

量子计算是信息科学和量子力学相结合的新兴

交叉学科, 自20世纪80年代初Benioff和Feynman提
出以来[8,9], 量子计算就以其独特计算性能引起诸
多学者广泛兴趣. 量子进化算法(quantum-inspired
evolutionary algorithm, QEA)是量子计算与进化计算
相融合的产物[10], 是近年来新兴的研究热点, 它利
用量子理论中量子态叠加、纠缠及相干特性, 通过
量子比特编码染色体,利用量子旋转门更新完成进
化搜索, 具有种群规模小、收敛速度快和计算效率
高特点, 因此已成功应用于背包问题[10]、旅行商问
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题[11]及信号处理[12]等领域中.

QEA算法在实际优化问题中得到较多的应用,但
常规QEA算法中, 量子旋转门旋转角的取值直接影
响到算法的收敛速度和搜索能力, 基于查询表方式
给出的旋转角由于离散,对问题解空间搜索具有跳
跃性,影响了算法的搜索效率;另外QEA算法染色体
量子比特位转换为经典比特位时由于频繁涉及到基

于概率运算操作过程,具有较大的随机和盲目性[13],
因此单纯的QEA算法不适宜处理一些复杂且要求精
度高的连续数值优化问题.

针对上述问题, 本文提出一种实数编码的混合
量子进化算法(HQEA), 该方法采用实数量子角形
式编码染色体, 将染色体量子比特位概率幅值直
接描述个体的位置信息,通过融合量子差分进化算
法(QDE)及实数编码量子进化算法(RQEA)来平衡算
法对解空间的全局探索和局部开发能力. 典型基
准函数测试结果表明该方法优化性能及可靠性优

于RQEA和QDE方法;将其应用于Lorenz混沌系统参
数估计中,数值仿真结果表明了该方法有效性.

2 算算算法法法原原原理理理及及及描描描述述述(The principle and descrip-
tion of algorithm)

2.1 量量量子子子染染染色色色体体体编编编码码码及及及解解解空空空间间间变变变换换换(Encoding
and solution space transform for quantum chro-
mosome)
量子进化算法中最小的信息单位是量子比特,一

个量子比特状态可表示为

|φ〉 = α |0〉+ β |1〉 . (1)

式中α和β分别表示量子态|0〉和|1〉的概率幅, 其满
足归一化条件|α|2 + |β|2 = 1.

在HQEA算法中, 量子比特概率幅用量子角形
式[θ] = [cos θ sin θ]T表示, 其|0〉态和|1〉态概率幅
满足|cos θ|2 + |sin θ|2 = 1; HQEA算法将量子比特
的概率幅直接表示个体当前位置信息,因此变量维
数为m的量子染色体编码可描述为[

cos θ1

sin θ1

cos θ2

sin θ2

· · ·
· · ·

cos θm

sin θm

]
. (2)

用量子角形式可简化表达为[θ1|θ2| · · · |θm], 每条染
色体包含2条并列的基因链,每条基因链代表优化问
题的一候选解.
为评价量子个体的优劣程度, 需要对个体基因

链进行解空间变换. 设优化问题第 j个变量xj ∈
[xmin

j , xmax
j ], 量子个体qi第j个量子位为(αij βij)T,

则基因链解空间变换式为:

x
(u)
ij = xmin

j +
1
2

(αij + 1)
(
xmax

j − xmin
j

)
, (3)

x
(l)
ij = xmin

j +
1
2

(βij + 1)
(
xmax

j − xmin
j

)
. (4)

式中: i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m, n表示群体

规模, m表示量子位数. HQEA算法选用单基因链解
变换评价量子个体的适应度值.

2.2 实实实数数数量量量子子子进进进化化化算算算法法法量量量子子子染染染色色色体体体更更更新新新

(Quantum chromosome update for RQEA)
量子进化算法(QEA)采用量子旋转门作为种群

更新策略,旋转门更新量子位状态操作可表示为[
αj
′

βj
′

]
=

[
cos(∆θj) − sin(∆θj)
sin(∆θj) cos(∆θj)

][
αj

βj

]
. (5)

式中∆θj为旋转角. RQEA算法采用实数量子角形
式[θ1| θ2| · · · | θm]编码染色体,因此RQEA算法中量
子旋转门旋转操作可表达为[θj

′] = [θj + ∆θj].
量子旋转门旋转目的是为使当前个体逼近当前

全局最佳个体, RQEA算法中旋转角∆θ方向由以下

定理确定:

定定定理理理 1[13] 设P0(α0, β0) 是当前搜索到全局最
佳解中某量子位的概率幅, P1(α1, β1)是某当前解中
相应量子位的概率幅,记

A =

∣∣∣∣∣
α0 α1

β0 β1

∣∣∣∣∣ . (6)

当A 6= 0时, 旋转角方向为sgn ∆θ = −sgn A;
当A = 0时,旋转角方向取正负均可.

对于旋转角∆θ大小, RQEA算法将考虑目标函
数在搜索点的梯度信息,当搜索点处目标函数的梯
度较大时, 减少转角步长, 反之适当加大转角步长,
由此设计如下形式的旋转角步长函数[13]:

∆θij=−sgn A·∆θ0 exp(−|∇f (xij)| −∇fj min

∇fj max−∇fj min

). (7)

其中: 矩阵A如式(6)所示, ∆θ0为旋转角迭代

初值, ∇f (xij)为适配函数f (x)在点xij处梯度,
∇fj max与∇fj min分别为:

∇fj max =max{|∂f(x1)
∂x1j

|, · · · , |∂f(xn)
∂xnj

|}, (8)

∇fj min =min{|∂f(x1)
∂x1j

|, · · · , |∂f(xn)
∂xnj

|}. (9)

式中xij(i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m)为候选
解xi第j维变量. 当目标函数不可导时, 将采用相邻
两代的一阶差分代替梯度信息.

2.3 量量量子子子差差差分分分进进进化化化算算算法法法量量量子子子染染染色色色体体体更更更新新新

(Quantum chromosome update for QDE)
QDE算法采用差分进化[14](DE)更新染色体量子

比特的状态. 算法在每次迭代中,对当前量子群体利
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用差分进化变异和交叉操作,产生一临时种群;然后
再利用基于贪婪思想的选择操作对这两群体进行一

对一的选择,从而实现量子群体的更新.

设染色体量子位数为m, 群体规模为n, 对当前
代采用量子角形式编码的每一个量子染色体 qt

i =
(θt

i1, θ
t
i2, · · · , θt

im)按下式实施DE/best/1/bin变异操
作,得到对应变异个体vt

i

vt
i = qt

gbest + F
(
qt

r1 − qt
r2

)
. (10)

式(10)中r1, r2 ∈ {1, 2, · · · , n}互不相同且与目标序
号i也不同, qt

gbest为群体中适应度值最优量子个体,
F ∈ [0, 2]为缩放因子. 然后对qt

i和变异个体vt
i按下

式实施交叉操作,生成试验个体ut
i:

ut
ij =

{
vt

ij, rand(·) 6 CR|j = randn,

xt
ij, 其他.

(11)

式(11)中rand(·)为[0 ,1]间均匀分布随机数, CR ∈
[0, 1]为交叉概率, randn为{1, 2, · · · ,m}中选取随机
量. 最后对试验个体 ut

i和qt
i进行竞争, 选择适应度

更优的个体作为新一代量子个体qt+1
i ,即

qt+1
i =

{
ut

i, f (ut
i)优于f (qt

i) ,

qt
i , f (qt

i)优于f (ut
i) .

(12)

QDE算法中采用DE/best/1/bin差分形式, 即由种
群当前最佳个体对应的量子位状态做引导实现个体

自身变异,可避免量子位更新过程中出现“摆动”现
象.

2.4 混混混合合合量量量子子子进进进化化化算算算法法法(HQEA)
由上过程可以看出, RQEA算法与QDE算法均采

用了基于实数量子角形式对染色体进行编码. 但
从量子比特状态更新机制上看, RQEA与QDE采用
两种完全不同的更新机制, RQEA算法通过量子旋
转门对量子位进行更新, 其群体具有多样性, 对解
空间具有较强的全局探索能力, 但该方法收敛速度
较慢; QDE算法采用差分进化更新个体量子位状态,
其变异操作由种群最佳量子个体qt

gbest做引导, 因
而对解空间局部开发能力强, 精度高, 收敛速度快.
为平衡算法对解空间的全局探索和局部开发能力,
结合两种方法的特点,发挥各自优势,将RQEA算法
与QDE算法结合构建一种混合量子进化算法[15]. 算
法框图如图1所示.

框图中对qt
gbest量子非门变换操作按下式进行:[

0 1
1 0

][
cos θ

sin θ

]
=

[
cos (θ + π/2− 2θ)
sin (θ + π/2− 2θ)

]
. (13)

其中θ为当前最佳个体qt
gbest以概率Pm选中的量子

位所对应量子角. 该操作能使种群量子个体在其

它搜索区域可能发现更优的全局最佳量子个体,并
指导RQEA算法与QDE算法更新群体量子比特状态,
从而增强算法跳出局部最优解能力.

图 1 混合量子进化算法基本框架

Fig. 1 The basic framework of the HQEA

算法中种群的最佳个体qt
gbest即可能由量子差分

进化操作产生, 也可能由实数编码量子进化操作或
量子非门变换算子生成; 结合两种不同优化机制算
法混合搜索, 能更大概率地在优化空间中搜索到性
能更优的全局最佳量子个体,避免单一搜索机制在
解决复杂优化问题时可能存在的早熟问题.

另HQEA算法对最佳个体qt
gbest采用信息共享机

制, qt
gbest即为RQEA算法中由量子旋转门更新量子

个体提供位置信息,也为QDE算法中由qt
gbest引导量

子个体实现差分变异操作.

2.5 基基基准准准函函函数数数测测测试试试(Benchmark function tests)
为测试本文HQEA算法的搜索性能,以QDE算法

及RQEA算法作为参照, 对以下两基准函数寻优最
小值对算法性能进行测试, 其中f1为Spherical函数,
f2为Rosenbrock函数:

f1(x)=
D∑

i=1

x2
i , xi ∈ [−100, 100], (14)
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f2(x)=
D−1∑
i=1

(100(xi+1 − x2
i )

2+(xi − 1)2),

xi ∈ [−100, 100]. (15)

测试函数全局最小值均为min fi = 0(i = 1, 2).
各方法参数设置如下: 维数D = 15, 最大进化代
数T = 500; RQEA算法中∆θ0 = 0.05π; QDE算法

中F = 0.75, CR = 0.90; HQEA算法中∆θ0 = 0.05π,
F =0.75, CR=0.90, Pm =0.10. 为公平比较算法性
能, HQEA算法种群规模n = 30 , RQEA及QDE算法
种群规模是HQEA算法两倍,即n=60 . 将测试函数
作为算法适应度函数;表1为两基准函数分别独立运
行20次所对应的寻优结果.

表 1 基准函数独立运行20次寻优结果比较
Table 1 Results of 20 independent runs for two functions

f 算法 最优 平均 最差 标准差

RQEA 2.6166E−01 1.0552 2.1055 4.7842E−01

QDE 3.6230E−15 1.3487E−06 2.6952E−05 6.0264E−06f1

HQEA 3.2206E−16 9.1679E−11 1.0146E−09 2.5608E−10

RQEA 1.2732E+03 1.8663E+04 1.4747E+05 3.2826E+04

QDE 3.2569 2.0573E+01 1.7695E+02 3.8766E+01f2

HQEA 7.4137E−04 1.4198E+01 6.3692E+01 1.3634E+01

从上表中可看出, HQEA算法对函数f1, f2寻优

解精度高于QDE和RQEA算法,说明HQEA混合算
法优化性能强于另两种方法, 算法有效平衡对解
空间的全局探索和局部开发能力; 另外从20次优
化解的标准差值比较, HQEA算法得到优化解的适
应度标准差值也最小,说明在求解质量上HQEA算
法更具有稳定性.

图2为采用RQEA, QDE和HQEA算法对上两基
准函数分别独立运行20次时平均最佳适应度值进
化比较曲线.从图2中可看出,采用HQEA算法全局
搜索能力及收敛速度上均优于RQEA与QDE算法,
说明HQEA算法减弱了算法早熟、易陷入局部极
值点缺陷,改善算法优化性能,验证HQEA算法有
效性.

图 2 不同算法平均进化曲线比较图

Fig. 2 Mean evolution curves of different algorithms

3 HQEA算算算法法法用用用于于于混混混沌沌沌系系系统统统参参参数数数估估估计计计(Para-
meter estimation of chaotic systems using
HQEA)

3.1 混混混沌沌沌系系系统统统参参参数数数估估估计计计的的的思思思想想想(Basic ideas of pa-
rameter estimation for chaotic systems)
考虑如下n维混沌系统:

ẋ = G(x,x0,θ0). (16)

式中: x = [x1 x2 · · · xn]T ∈ Rn表示系统n维

状态变量, x0表示系统初始状态, θ0 = [θ10 θ20 · · ·
θd0]T表示系统参数的真实值.

当对系统参数进行估计时,假定系统的结构已
知,则估计系统可描述如下:

ẏ = G(y,x0,θ). (17)

式中: y = [y1 y2 · · · yn]T ∈Rn表示估计系统状态

变量, θ = [θ1 θ2 · · · θd]
T表示其参数估计值.

如图3所示, 混沌系统参数估计就是寻优一组
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最优或接近最优系统未知参数组合θ,使系统状态
变量x和估计系统状态变量y构成的误差函数值最

小.

图 3 混沌系统参数估计原理图

Fig. 3 Parameter estimation principle for chaotic systems

3.2 适适适配配配函函函数数数的的的选选选取取取(The selection of fitness func-
tion)
设xk为真实系统在时间时状态变量, yk为估计

系统在时间k时状态变量, M为用于参数估计状态

变量序列的长度,则适配函数可为

min f (K) =
1
M

M∑
k=1

‖xk − yk‖2. (18)

式中K表示个体θ = [θ1 θ2 · · · θd],适配函数值越
小,混沌系统参数估计值的精度越高.
显然,混沌系统的参数估计可转化为一多维函

数数值优化问题, 由于混沌系统不稳定性及目标
函数存在有局部极值点等, 常规优化方法难以得

到高精度参数估计值, 本文采用混合量子进化算
法求解此优化问题.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation)

本文以典型的Lorenz混沌系统为例,说明基于
HQEA算法的混沌系统参数估计, Lorenz混沌系统
可用如下状态方程表达:




ẋ1 = θ1 (x2 − x1) ,

ẋ2 = θ2x1 − x1x3 − x2,

ẋ3 = x1x2 − θ3x3.

(19)

式中系统参数真实值分别为θ1 = 10, θ2 = 28,
θ3 = 8/3. 采用4阶Runge-Kutta法求解常微分方程,
步长h = 0.01, Lorenz系统先自由演化经历暂态后
任意选取一点作为0时刻, 并连续演化至300 h时
刻, 即用于计算适配函数值的状态变量数. 采
用RQEA , QDE和HQEA算法估计系统参数都未知
情形下的3个参数值,其中θ1, θ2与θ3搜索空间分别

为[9, 11], [20, 30]和[2, 3]; HQEA算法种群规模n=
60, T = 100, ∆θ0 = 0.02π, F = 0.75, CR = 0.90,
Pm = 0.15; QDE与RQEA算法种群规模n = 120,
进化代数T = 100 ; RQEA算法参数∆θ0 = 0.02π;
QDE算法参数F =0.75, CR=0.90. 每种算法独立
运行20次, 并将其与PSO[6], DE[7]和HQEDE[15]估

计结果进行比较,结果如表2所示.

表 2 各算法参数估计结果比较

Table 2 Results comparison of different algorithms for parameter estimation

算法 θ1 θ2 θ3 f

HQEA 10.000000 28.000000 2.666667 7.1327E−19

QDE 10.000000 28.000000 2.666667 1.8992E−17

RQEA 9.999955 27.999621 2.666921 7.5696E−06
最优

PSO[6] 9.995332 28.007146 2.667013 0.048645
DE[7] 10.000096 27.999999 2.666664 0.0000002

HQEDE[15] 10.000000 28.000000 2.666667 7.0870E−14

HQEA 10.000000 28.000000 2.666667 4.3880E−16

QDE 10.000000 28.000000 2.666667 1.3379E−13

RQEA 10.116259 27.984267 2.660043 3.2972E−03
平均

PSO[6] 10.018417 27.993390 2.666281 4.182781
DE[7] 10.010050 27.993870 2.666551 0.00036

HQEDE[15] 10.000000 28.000000 2.666667 2.3559E−13

HQEA 10.000000 28.000000 2.666667 3.6779E−15

QDE 10.000000 28.000000 2.666667 2.5271E−12

RQEA 10.772376 27.967165 2.613776 1.9920E−02
最差

PSO[6] 10.608212 27.704424 2.657231 39.406026
DE[7] 10.054064 27.971791 2.665526 0.0016939

HQEDE[15] 10.000000 28.000000 2.666667 2.0005E−12
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从表2中可看出, HQEA算法参数估计值几乎接
近于其参数的真实值, 参数估计精度高; 与另5种
方法估计结果进行比较, HQEA算法20次独立
运行的最优、平均及最劣估计结果都优于其

它算法的相应值; 另除QDE算法最优估计结果
外, HQEA算法最劣估计结果都比RQEA, PSO[6],
DE[7]和HQEDE[15]算法的最优结果还好. 由上说
明, HQEA算法对Lorenz混沌系统的参数估计效果
更具有有效性.

为了进一步说明HQEA算法对Lorenz混沌系统
的参数估计过程, 图4和图5分别给出一个典型的
适配函数和参数估计的进化过程. 从图中可看出,
适配函数值f快速逼近至0,参数θ1, θ2 与θ3估计值

在相对较小进化代数内也迅速收敛至真实值, 显
示HQEA算法高效的全局搜索能力及快速收敛速
度.

图 4 HQEA算法典型适配函数的进化曲线

Fig. 4 Typical evolution curve of fitness value for HQEA

图 5 HQEA算法典型参数估计的进化曲线
Fig. 5 Typical evolution curve of parameter estimation

for HQEA

5 结结结论论论(Conclution)
混沌系统的参数估计可以转化为一多维变量

的数值优化问题, 本文将实数编码量子进化算
法(RQEA)和量子差分进化算法(QDE)相结合, 提
出一种基于混合量子进化计算(HQEA)的混沌系
统参数估计方法,该方法具有如下特点:

1) 该方法对RQEA算法和QDE算法均采用基
于实数编码的量子角形式对量子个体进行编码;

2) 该方法将染色体量子比特位概率幅直接表
达个体的位置信息,减少了染色体编码串的长度,
而且不用涉及量子比特同经典比特转换间的概率

运算及解码运算等;

3) RQEA算法采用量子旋转门更新量子比
特状态, 对解空间全局探索能力强; QDE算法采
用DE/best/1/bin差分计算形式更新量子比特状态,
对解空间的局部开发能力强;混合构成的HQEA算
法结合两种方法各自的优点, 可有效平衡算法对
解空间的全局探索和局部开发能力;

4) 引入的量子非门操作增强了算法跳出局部
最优解能力.

将来工作可将其进一步应用于实际领域中其

它优化问题,如混沌系统的控制与同步、非线性系
统的参数辨识及神经网络学习等领域中.
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