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摘要:本文对粒子群优化算法的全局收敛性进行了分析,给出了粒子速度和位置的一步转移概率,然后从粒子状
态所构成的马尔科夫链着手,分析了此马尔科夫链的一系列性质,证明了粒子状态空间的可约性和非齐次性,并验
证粒子状态空间是非常返态的,最后表明马尔科夫链不存在平稳过程的条件,继而从转移概率的角度证明了算法不
是全局收敛的.
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The global convergence analysis of
particle swarm optimization algorithm based on Markov chain
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Abstract: We analyze the global convergence of particle swarm optimization(PSO) algorithm. The one-step transition
probabilities of particle velocity and particle position are calculated. Several properties about this Markov chain are inves-
tigated. The reducibility and nonhomogeneity are proved. It is shown that the particle state space is non-recurrent. These
properties show the nonexistence of conditions for this Markov chain to be a stationary process. Thus, we confirm from the
transition probability that the PSO algorithm is not global convergent.
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1 引引引言言言(Introduction)
粒子群优化(particle swarm optimization, PSO)是

由Kennedy和Eberhart等人[1]提出的一类模拟群体

(swarm)智能行为的优化算法. 其思想来源于对鸟
群捕食行为的研究, PSO以模拟鸟的群体智能为特
征,以求解连续变量优化问题为背景. 在PSO中,每
只鸟被称为一个粒子, 每个粒子用其几何位置和
速度向量表示,在问题的求解中,每个粒子参考自己
的既定方向,所经历的最优方向和整个鸟群所公共
认识到的最优方向来确定自己的飞行. 目前对PSO
算法的理论分析还不是很多,也不是很完善. Ozcan
和Mohan[2]在一组假设的前提下, 提出了在这组假
设下粒子的位置和速度可近似为一正弦波的形状,
瞬间不同的参数决定了波的频率和振幅; Clerk和
Kennedy[3]在文献[2]的基础上, 给出了construction
factor method的3种模型并给出了仿真结果; Trelea[4]

在文献[2]的基础上给出了PSO模型的稳定区域和
不稳定的区域并对粒子的运动轨迹进行了分析;
Van Den等[5, 6]分析了基本PSO算法的全局收敛性和
局部收敛性,并提出了一种新的PSO算法,并证明此
算法是局部收敛的; Emara和FattahA[7]提出了一种

基于连续系统的PSO模型, 并用李雅普诺夫方法证
明了该算法的稳定性; 曾建潮等[8]在文献[5]的基础
上给出了以概率1收敛于全局最优的PSO算法,对已
有的PSO算法给出了一种统一的模型, 通过线性系
统理论分析了其收敛性[9]; Jiang和Luo等[10]从粒子

群优化的随机过程着手,通过分析其位置的方差和
期望收敛来确定参数之间的关系;金欣磊等[11]在随

机系统理论的基础上对PSO算法均方收敛的稳定性
进行了分析推导, 给出了其以均方收敛的一个充分
条件; Zhang[12]在分析粒子群算法中加速因子对粒

子位置的期望和方差的影响,并在此基础上给出了
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认知系数和社会系数的一组值用来提高算法的稳定

性;潘峰等[13]对粒子群算法的模型进行了分析研究,
说明了参数的选择与粒子群体陷入局部极值点导

致的早熟收敛情况有关, 分析了PSO算法中的三种
粒子模型的运动特性, 给出了PSO模型渐进稳定的
充分条件;李宁[14]从差分方程分析的角度对粒子群

算法中粒子的轨迹进行了分析研究.文献[15∼18]给
出了一种新的自适应的PSO算法, 但作者并没对其
收敛性进行理论的分析,仅仅是从数值实验的角度
验证了新算法收敛性; 文献[19]针对非凸问题, 提
出了一种改进的PSO算法, 其中应用了混沌序列结
合线性递减和交叉策略来平衡粒子的全局搜索能

力和局部搜索能力, 从而达到快速收敛的效果; 文
献[20]提出一种变采样周期的粒子群优化模型, 利
用误差动力系统的李雅普诺夫函数分析优化行为的

稳定性,通过粒子的轨迹分析,得出轨迹收敛的采样
时间约束条件.但是上述的这些大部分都是基于随
机过程和线性时变离散系统的收敛性分析,并没有
从PSO算法中粒子状态空间构成的Markov链来考虑
算法的收敛性, 本文恰恰是从这个角度进行分析推
理,最后得出PSO算法并非全局收敛的结论.

2 基基基本本本的的的PSO算算算法法法(The basic particle swarm
optimization algorithm)
PSO采用下列的公式对粒子群进行操作:

vi,d = ωvi,d + c1r1(pi,d − xi,d) + c2r2(pg,d − xi,d),

(1)

xi,d = xi,d + vi,d. (2)

其中: i = 1, 2, · · · ,m; d = 1, 2, · · · , D;学习因子c1,

c2是非负常数; r1, r2是 [0,1]间的随机数; vi,d ∈
[−vmax, vmax], vmax是常数; ω为惯性系数.

不考虑式(1)(2)中的粒子数和维数,得到:

Vt+1 = ωVt + c1r1,t(Pi −Xt) + c2r2,t(Pg −Xt),

(3)

那么有式(4)成立:

Xt+1 = (1 + ω − (c1r1,t + c2r2,t))Xt − ωXt−1 +

c1r1,tPi + c2r2,tPg. (4)

迭代终止条件根据具体问题一般选为最大迭代

次数或粒子群迄今为止搜索到的最优位置满足预定

最小适应阀值,方程(1)和(2)是基本的PSO算法.

3 PSO状状状态态态空空空间间间的的的Markov链链链(The Markov
chain of PSO state space)
在式(1)(2)中, c1r1, c2r2取固定值, 设ω ∈ (0, 1),

r1, r2 ∈ [0, |ω|], 这有助于说明粒子的状态空间构
成Markov链, 这样r1, r2实际上还是(0,1)间的随机

数那么在式(1)(2)构成的随机系统中, 系统在t时

刻所处的状态ξ(t) 转移到t + 1时刻所处的新状
态ξ(t + 1)完全是由它在t时刻的状态、t的值和随

机因子ω完全确定的, 且ω与系统在时刻t之前(包
括t)的状态无关,这样PSO算法中粒子状态构成的系
统就构成了一个有随机影响的系统Ω. 于是t + 1时
刻的状态ξ(t + 1)可用式(5)表示:

ξ(t + 1) = f(t, ξ(t), ω), (5)

于是系统Ω就能够从状态ξ(t)出发表示出系统Ω在

任意时刻T (T > t)的状态. 因为PSO算法中粒子
的速度和位置都与过去的速度、位置、个体极值

和全局极值有关, 所以单单是粒子的速度和位置
的状态构不成Markov链. 在此设粒子的速度、位
置、个体极值和全局极值组合共同构成的状态称为

一个Markov状态,即状态ξ(t) = (Vt, Xt, PLi, Pgt)
称为粒子在t时刻的一个Markov状态,其中Xt, PLi,

Pgt ∈ A,A表示问题的可行域.这主要是因为粒子
的状态空间满足马尔科夫链定义,即粒子的下一时
刻的状态空间仅仅与前一时刻的状态空间有关, 且
状态空间为可列集,故而其构成一个马尔可夫链. 由
此粒子的状态空间可表示为

Ξ = {ξ = (V, X, PL, Pg)|X, PL, Pg ∈ A,

f(Pg) 6 f(PL) 6 f(X), V ∈ [Vmin, Vmax]}.
(6)

需要注意的是本文所讨论的问题都是指极小化

问题,讨论的PSO算法均指基本的PSO算法.下面参
考文献[14],给出一些相关的定义.

定定定义义义 1 状态等价. 设在系统Ω中粒子群的状

态集合为S = (Ξ1, Ξ2, · · · , ΞN),则若ξ ∈ S, ζ ∈ ξ,

记ϕ(ξ, ζ) =
N∑

i=1

χ|ζ|(ζi)表示粒子群状态ξ包含粒子状

态ζ的个数, 其中χ|B|表示集合B的示性函数. 如果
∃ξ1, ξ2 ∈ S, 使得对∀ζ ∈ Ξ , 有ϕ(ξ1, ζ) = ϕ(ξ2, ζ),
则称ξ1, ξ2等价,记作ξ1 ∼ ξ2.

定定定义义义 2 状态等价类. 由等价关系“∼”在S上

诱导的粒子群状态等价类记作L = S/∼,简称粒子
群等价类. 粒子群等价类存在以下性质:

1) 某等价类L内任意粒子群状态之间都是等价

的,即ξ1 ∼ ξ2, ∀ξ1, ξ2 ∈ L;

2) L内任意粒子群状态与L外的任意粒子群状

态不等价,即ξ1 � ξ2, ∀ξ1 ∈ L, ξ2 6∈ L;

3) 任意两个不同等价类没有交集,即L1 ∩ L2 =
∅, ∀L1 6= L2.

下面讨论粒子从状态ξ(i)转移到状态ξ(j)的转
移概率, 即p(ξi → ξj) 为粒子从状态ξ(i)转移到状
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态ξ(j)的一步转移概率:

p(ξi → ξj) = p(Vi → Vj)× p(Xi → Xj)×
p(PLi→PLj)×p(Pgi→Pgj). (7)

由粒子的迭代公式和位置的更新准则可以得到下面

的两个式子,即

p(PLi → PLj) =

{
1, f(PLj) 6 f(PLi),

0, 其他,
(8)

p(Pgi → Pgj) =

{
1, f(Pgj) 6 f(Pgi),

0, 其他.
(9)

根据图1,能够给出速度从i状态转移到j状态的一步

转移概率.

图 1 速度更新公式示意图

Fig. 1 The sketch map of velocity renewal

实际上假设粒子共有n维,那么概率测度为:

K(Vi → Vj) =w vj1

vi1

w vj2

vi2

· · ·
w vjn

vin

dv1dv2 · · ·dvn =

(vj1 − vi1)(vj2−vi2) · · · (vjn − vin) =w
|∆1|

dv = |∆1|, (10)

于是有

p(Vi→Vj)=





1
|∆1| , Vj ∈ [ωVi, ωVi + c1

′(PLi−

Xi) + c2
′(Pgi−Xi)],

1, j = i + 1,

0, 其他.

(11)

同理根据图2,能够计算出粒子的位置从i状态转

移到j状态的一步转移概率.

图2中粒子位置的一步转移概率具体表达式如
下:

p(Xi → Xj) =



1
|∆2| , Xj∈ [ωVi + Xi, ωVi + Xi + c1

′(PLi−

Xi) + c2
′(Pgi −Xi)],

1, j = i + 1,

0, 其他,

(12)

p(Xi → Xj) =



1
|∆1| , Vj∈ [ωVi+Xi, ωVi+Xi+c1

′(PLi−

Xi) + c2
′(Pgi −Xi)],

1, j = i + 1,

0, 其他.

(13)

其中: c1
′ = c1r1, c2

′ = c2r2都为定值; |∆1|, |∆2|分
别表示图1和图2中超立方体的体积,因为从第一步
迭代开始,粒子的速度和位置都是有限制的,一旦迭
代结果超出了规定的范围,根据式(11)∼(13)可以知
道其一步转移概率也为零, 这样与后面的证明并不
是矛盾的, 也就是说即使迭代的速度和位置超过了
规定的范围,也不会影响后面的结论,所以在此就没
有讨论其范围.

图 2 位置更新公式示意图

Fig. 2 The sketch map of position renewal

结合参考文献[14],给出一些相关的定义.

定定定义义义 3 粒子群状态转移.粒子群状态由ζi一步

转移到状态ζj ,其中ζi, ζj ∈ Ξ ,记作TΞ(ζi) = ζj ,其
一步转移概率表示为

p(TΞ(ζi) = ζj) =
N∏

i=1

p(TΞ(ζik) = ζjk), (14)

也就是说粒子群状态由ζi一步转移到状态ζj的概率

为粒子群ζi内的所有粒子的状态同时转移成粒子

群ζj内所有粒子的状态.

定定定义义义 4 粒子群等价类间的转移. 假设由等价
关系“∼”在S上诱导的两个粒子群状态等价类

Li = (ξi1, ξi2, · · · , ξin), Lj = (ξj1, ξj2, · · · , ξjn),

则Li一步转移到Lj记为TL(Li) = Lj ,相应的一步转
移概率为

p(TL(Li = Lj)) =
n∑

x=1

m∑
y=1

p(TS(ζix) = ζjy). (15)

这说明粒子群等价类间的转移包括等价类Li中的所

有粒子群转移到等价类Lj中的所有粒子群.

定定定义义义 5 粒子最优状态集. 定义粒子的最优解
为g∗,那么粒子的最优状态集为

M = {s∗ = (X, V, PL, Pg)} =

{s∗ = (g∗, V, g∗, g∗)},
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其中s∗ ∈ S. 若M = S,则在可行解空间中,每个解
不仅仅是可行解而且是最优解, 此时进行优化是无
意义的,所以下面的讨论都是在M ⊂ S的情形下的.

定定定理理理 1 由粒子的最优状态构成的粒子最优状

态集M是闭集.

证证证 由定义3,对∀ξi ∈ M, ξj 6∈ M且ξi ∈ S,有
TS(ζi) = ζj的概率为

p(TS(ζi) = ζj) =
N∏

k=1

P (TS(ζik) = ζjk),

那么在M中至少有一个粒子的状态达到了最优,
设∃ξ∗ ∼ ζi0k为最优状态,即至少∃ξi0k ∈ M ,那么至
少存在p(TS(ζi0k) = ζjk) = 0,故此时p(TS(ζi)) = 0,
这说明粒子最优状态集M是闭集.

4 基基基于于于Markov链链链的的的PSO算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析
(The convergence analysis of PSO algorithm
based on Markov chain)
下面对PSO状态空间的性质先进行研究.

定定定理理理 2 PSO算法中粒子状态空间是可约的.

证证证 要证粒子的状态空间可约,则需证明在此状
态空间内至少存在着一个闭集. 由定理1可知,粒子
的最优状态集是闭集,故粒子的状态空间是可约的.

定定定理理理 3 PSO算法中粒子状态空间是非齐次的.

证证证 因ξ(t−1)与X, V, PL, Pg有关,而这些量的
值均与t−1有关, p(TS(ξ(t−1)) = ξ(t))与ξ(t−1)中
所有粒子的状态有关,而粒子的状态与粒子所处的
时刻有关,尽管p(PL(t − 1) → PL(t))和p(Pg(t −
1) → Pg(t))与t− 1无关,但是p(X(t− 1) → X(t))
和p(V (t− 1) → V (t))与X, V, PL, Pg都有关,所以
p(TS(ξ(t − 1)) → ξ(t))是与时刻t − 1有关的,故粒
子状态空间是非齐次的.

定定定理理理 4 PSO算法中粒子状态空间是非常返态
的.

证证证 记粒子从i状态转移到j状态的k步转移概率

是p(T (k)
S (i, j) = p(k)(i, j)), k = 1, 2, · · · ,∞, 根据

前面的推导有:

p(i, i) =
∑
k=1

p(k)(i → i) =
∑
k=1

p(k)(i, i) =

p(1)(Xi, Xi)p(1)(Vi, Vi) +

p(2)(Xi, Xi)p(2)(Vi, Vi) + · · ·+
p(n)(Xi, Xi)p(n)(Vi, Vi) + · · ·+
p(∞)(Xi, Xi)p(∞)(Vi, Vi). (16)

根据定义1知道, 粒子的任意两种状态间是可达的,
故p(i → i)的最大值是从状态i一步转移到状态i的

一步转移概率, 其值为式(17), p(i → i)的最小值是
指中间通过无穷步的转移才还原到原来的状态, 其
值为式(18), 因为公式右面的式子的每项构成等比

数列,故有min p(i, i) =
|∆1|2 − 1
|∆1|4 .

max p(i, i) =
1

|∆1∆2| < 1, (17)

min p(i, i) =
1

|∆1∆2| +
1

|∆2
1∆

2
2|

+
1

|∆n
1∆n

2 |
+· · ·+ 1

|∆∞
1 ∆∞

2 |
.

(18)

需要注意的是单单从以上的一些粒子状态空间

的性质并不能保证其不具有平稳分布. 假设状态
ξ(j)是最优的, 如果算法收敛, 那么经过∞次状态
转移后, 粒子转移到最优状态的概率应该为1, 因为

p(n)(ξi → ξj) =
N∑

k=1

p(n)(ξik → ξjk), 再结合前面

的式子, 可以得到粒子从状态ξ(i)转移到状态ξ(j)
的n步转移概率为

p(n)(ξi → ξj) =
1

|∆1||∆2
1| · · · |∆n

1 |
, (19)

或者为零. 又因为 lim
n→∞

p(n)(ξ(i) → ξ(j)) = 0,所以

PSO算法不收敛. 需要注意的是从这里得到的是指
基本的PSO算法不收敛, 那么对于PSO算法的改进
算法是不是也不收敛还不能过早的下结论,这需要
对具体算法进行分析研究才能确定.

5 结结结论论论与与与展展展望望望(Inclusion and prospect))
本文对粒子的状态空间进行了叙述, 给出了其

构成Markov链的一种形式,给出了Markov链的一系
列的定义,同时对此Markov链的几种性质进行了分
析与证明, 展示了其转移概率的具体表达式, 最后
对粒子从一般状态转移到最优状态的转移概率进行

了计算, 此概率几乎为零说明了PSO算法不是全局
收敛的. 本文的结果为PSO算法的改进提供了理论
指导, 并为更好的解决实际问题提供了算法改进的
基础和依据. 下一步作者将对PSO算法进行更加深
入的理论研究,并针对PSO的缺陷,提出一种改进的
更优的算法. 并对算法进行数值验证和理论的分析.
如可以利用鞅序列收敛理论和非线性动力学的理

论对PSO算法的收敛性和稳定性进行进一步的研究,
因为PSO算法中粒子的轨迹就构成了一个下鞅序列,
而PSO算法中整个粒子的运动系统可以看作是一个
非线性的动力学系统,通过对算法中粒子轨迹的研
究和粒子整个运动系统的研究, 对PSO算法进行改
进. 针对PSO算法中粒子状态步转移概率的情况及
粒子轨迹的收敛情况, 下一步拟将改变PSO的基本
运动方程,提高粒子轨迹的收敛速度,同时改变粒子
的状态转移概率,最终达到加快算法收敛的目的,且
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对这种新的PSO算法进行理论的分析, 并应用在实
际的工程问题中.
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