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摘要:本文研究在柔性机械臂的末端具有未知扰动的边界控制,以降低机械臂的振动.柔性机械臂的动态特性由
偏微分方程表示的分布参数模型描述. 在机械臂的末端边界基于Lyapunov直接法进行控制,以调节机械臂的振动.
应用本文所提出的边界控制方法,可达到外界干扰下的指数稳定性. 所提出的控制方法与系统参数无关,可确保在
参数变化下系统具有鲁棒性. 最后对所提控制方法的有效性进行了数值模拟.
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Robust boundary control of a distributed-parameter flexible
manipulator with tip unknown disturbance
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Abstract: A boundary control for a distributed-parameter flexible manipulator with tip unknown disturbance is devel-
oped to reduce the manipulator vibrations. The dynamic behavior of the flexible manipulator is described by a distributed
parameter model in terms of partial differential equations(PDEs). The control is applied to the tip boundary of the manipu-
lator based on the Lyapunov direct method to regulate the manipulator vibrations. With the proposed boundary control, the
exponential stability under external disturbances is achieved. The proposed control is independent of system parameters,
ensuring the robustness of the system performances to variations in parameters. Numerical simulations for demonstrating
the effectiveness of the proposed control are presented.
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1 引引引言言言(Introduction)
柔性机械臂由于具有重量轻,能耗低,仅需用较

少的动力而能获得较大的机动性,运动速度快,有较
高承载能力,较大的操作空间和很高的效率等优点,
因而取代刚性机械臂广泛应用于机器人、机械工程

和航天技术等领域[1]. 但由于其具有弹性变形, 会
引起机械臂的振动,进而影响操作精度,阻碍了其在
工程中的广泛应用. 因此,为保持上述优点,须开展
对柔性机械臂的结构设计及控制方法的研究.国内
外学者已做了许多工作,其研究内容主要分为4个方
面: 1) 柔性机械臂动力学模型的建立; 2) 柔性机械
臂数值仿真的实验研究; 3)柔性机械臂控制方法的
研究及控制器的实现; 4)柔性机械臂控制的优化设
计问题.其中2)和3)的研究是两大主要方面,其目的

是抑制柔性机械臂在运动中产生的变形和振动,以
保证机械臂末端准确的位姿或在运动过程中精确的

轨迹.

柔性机械臂是典型的机电耦合的动力系统,也是
带有分布参数的强耦合、非线性、时变系统,且具有
逆运动学不确定性, 所以本质上要由无限维分布参
数模型来描述[2]. 但描述实际系统的变量的能量总
是有限的,从模态分析考虑,只有n个低阶模态可以

被激励. 在保证精度的前提下高阶模态的影响可以
忽略,从而可把间题简化为有限维.

柔性连杆机械臂的动力学建模的方法很多,发展
也比较成熟.一般说来,柔性连杆机械臂因为连杆柔
性会在运行过程中产生挠曲变形、轴向变形和剪切

变形,因而从动力学角度看,每根柔性连杆都可视为

收稿日期: 2009−12−29;收修改稿日期: 2010−11−15.
基金项目: 2010年广东省安全生产专项资金资助项目(2010–95);国家自然科学基金主任资助项目(61040011);华南理工大学中央高校基本

科研业务费专项基金资助项目(2011zz0020).



512 控 制 理 论 与 应 用 第 28卷

一段Timoshenko梁. 考虑到机械臂连杆的长度总比
其截面尺寸大得多, 运行过程中所产生的轴向变形
和剪切变形相对于挠曲变形而言非常小, 因而在动
力学模型过程中常常可忽略二者的影响,将每根柔
性连杆简化为Euler-Bernoulli梁处理. 对柔性臂的建
模方法主要有模态展开法[3]、有限元法[4]、集中质量

法[5]和有限段法[6]等. 忽略高频模态得到的截断模
型其存在的问题有: 1)当模态数增加时,控制器的阶
次也增加; 2)由于忽略的高频模态,控制器和观测器
可能会产生溢出问题; 3)从工程角度看,控制器可能
难以实现,因为经常需要全状态测量观测器. 对此的
改进方法是直接基于PDEs进行系统分析和控制器
设计[7].

柔性机械臂控制方法分为被动控制和主动控制.
被动控制方法是通过在柔性机械臂上粘贴粘弹性大

阻尼材料来增大其结构阻尼,从而达到减小臂在运
动和定位时的弹性振动的目的[8]. 该方法对高频振
动具有较好的阻尼作用, 但是对于低频振动的阻尼
效果不佳,甚至不起作用. 主动控制方法是通过改变
作用在柔性机械臂上的驱动力或力矩来阻止臂在运

动中和定位时的弹性振动,从而达到提高臂的定位
精度和轨迹跟踪平稳性的目的[8]. 主动控制能够有
效地降低柔性臂的各阶弹性模态的振动,尤其是对
臂的低频模态的振动具有较好的阻尼作用, 这是被
动阻尼控制所无法比拟的. 主动控制的难点在于实
时计算问题.

主动控制的方法有PID控制[9]、前馈控制[10]、最

优控制[11]、自适应控制[12]、假设模态法[13]、变结构

控制[14]、滑模控制[15]、基于H∞理论方法[16]、边界

控制[17∼21]等. 其中边界控制利用由偏微分方程组描
述的分布参数模型来消除控制的溢出不稳定性, 需
要相对较少的传感器和执行器. 文献 [22]分析了假
设模态的数目对系统响应的影响,导出了模态截断
与系统惯性矩阵的关系. 文献 [23]提出了单柔性机
械臂振动的脉冲控制方法, 正确地选择脉冲形式可
达到很高的闭环控制精度.脉冲控制策略不需要在
机械臂上施加额外的作用器, 以转动铰处脉冲力矩
形式出现, 算法简单, 易于实现实时控制.可向多臂
情况推广. 文献 [24]基于最优控制模拟思想提出了
柔性机械臂的两点边值逆动力学方法. 文献 [25]使
用压电驱动器作为执行机构,利用H∞控制理论设计
柔性机械臂的振动主动控制系统, H∞控制方法是控
制系统设计的一种通用方法,具有很强的鲁棒性. 文
献[26, 27]将系统的输出重新定义为关节电机转角和
柔性模态变量的线性组合,提出了终端滑模控制策
略, 使整个系统渐进稳定. 虽然这种输出重新定义
的方法较简单,但输出位置选择比较困难,跟踪精度
也难以保证. 如果不采用端点位移, 而以易于控制

的关节电机转角作为系统输出,则难以抑制柔性模
态振动,带来很大的端点轨迹跟踪误差. 文献 [28]综
述了对柔性臂的控制方法, 包括PD控制, 自适应控
制,神经网络方法,超前/滞后控制,输出重定义方法,
奇异摄动,滑模变结构方法,边界控制等21种控制方
法. 文献 [29]综述了与柔性机械臂动态特性分析相
关的433篇文献,文献 [30]也对柔性机械臂建模理论
与控制方法进行了研究综述.

在实际柔性机械臂系统中, 由于边界驱动器模
型的不确定性, 存在边界扰动. 相对于早期的柔性
机械臂研究工作,大多数系统并没有考虑到边界的
未知扰动情况. 本文以单柔性机械臂为研究对象,
基于其分布参数模型设计了边界控制准则,通过在
末端的控制器对柔性机械臂末端进行控制,控制目
标是设计一个控制器来降低柔性机械臂的振动.本
文考虑柔性机械臂在分布式扰动下的横向小变形

振动, 可将其视为Euler-Bernoulli梁模型. 本文采用
Hamilton原理对系统进行建模, 得到了用PDEs描述
的分布参数模型, 并设计了边界控制减小机械臂振
动. 应用所提控制方法, 系统可以实现有界稳定性,
并利用经典的Lagrange乘子法[31, 32]和Lyapunov直接
方法给予数学证明. 数字仿真实验的结果较好的验
证了控制器的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)

2.1 动动动力力力学学学分分分析析析(Dynamics analysis)
如图1所示为一个典型的具有末端未知扰动的柔

性机械臂示意图, 其中: y(L, t), ẏ(L, t)和ÿ(L, t)分
别表示末端有效载荷的偏移量、速度和加速度, L表

示臂的长度, M表示末端有效载荷的质量, u(t)是动
力定位推进器的控制力, d(t)表示作用于载荷未知
的但一致有界的外部环境干扰力.

图 1 一个典型的具有末端未知扰动的柔性梁

Fig. 1 A typical flexible beam with tip unknown disturbance

此柔性臂系统的动能Ek可表示为

Ek =
1
2
M [

∂y(L, t)
∂t

]2 +
1
2
ρ
w L

0
[
∂y(x, t)

∂t
]2dx,

(1)

其中: x和t分别表示独立的空间和时间变量, y(x, t)
在时间t时在柔性臂位置x处的偏移量, ρ > 0为柔性
臂单位长度的均匀质量.
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由弯曲变形导致的势能Ep可用下式表示:

Ep =
1
2
EI
w L

0
[
∂2y(x, t)

∂x2
]2dx+

1
2
T
w L

0
[
∂y(x, t)

∂x
]2dx,

(2)

其中: EI是柔性臂的弯曲刚度, T是柔性臂的张力.
本文假设EI为常数. 式(2)的第1项是由于弯曲导致
的,第2项是由于张力导致的.

外界干扰对有效载荷所做的功可表示为Wf =
d(t)y(L, t).
阻尼对柔性臂和载荷所做的功表示为

Wd =

−
w L

0
c[

∂y(x, t)
∂t

]y(x, t)dx−ds

∂y(L, t)
∂t

y(L, t).

其中: c > 0表示结构分布阻尼系数, ds表示荷载的

阻尼,本文假设c和ds为常数.

在柔性臂的顶端边界处引入边界控制u(t)产生
一个横向运动以减弱振动.控制力所做的功可表示
为Wm = u(t)y(L, t).
作用于系统的总功,以W表示为

W = Wf + Wd + Wm =
w L

0
−c[

∂y(x, t)
∂t

]y(x, t)dx +

[u(t) + d(t)− ds

∂y(L, t)
∂t

]y(L, t). (3)

基于Euler-Bernoulli梁的假设和小偏移, Hamilton
原理允许以变分的形式对运动方程求导. Hamilton
原理表示为[33]

w t2

t1
δ(Ek − Ep + W )dt = 0. (4)

其中: t1和t2是两个时刻, t1 < t < t2是操作间隔,
δ表示变分操作符.将式(1)∼(3)代入式(4),应用变分
和分部积分,可得系统的控制方程如下:{

ρÿ(x, t) + EIy(4) − Ty′′ + cẏ = 0,

∀ (x, t) ∈ (0, L)× [0,∞).
(5)

系统的边界条件为



y′(0, t) = 0, y′′(L, t) = 0, y(0, t) = 0,

−EIy(3)(L, t)+Ty′(L, t)=

u(t)+d(t)−dsẏ(L, t)−Mÿ(L, t),

∀ t ∈ [0,∞).

(6)

其中第4项同时为系统的载荷运动方程.

注注注 1 使用如下记号降低符号的复杂性:

y′(x, t) =
∂y(x, t)

∂x
, y′′(x, t) =

∂2y(x, t)

∂x2
,

y(3)(x, t) =
∂3y(x, t)

∂x3
, y(4)(x, t) =

∂4y(x, t)

∂x4
,

ẏ(x, t) =
∂y(x, t)

∂t
, ÿ(x, t) =

∂2y(x, t)

∂t2
.

假假假设设设 1 对末端有效载荷的干扰d(t),假设存在
常数d̄ ∈ R+,有|d(t)| 6 d̄, ∀ (x, t) ∈ [0, L]× [0,∞).
这种假设是合理的, 因为时变干扰d(t)的影响是外
源的,具有有限能量,因而是有界的,即d(t) ∈ L∞.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
为方便稳定性分析,本文列出如下有界输入有界

输出的引理和性质.

引引引理理理 1[34] 令y1(x, t), y2(x, t) ∈ R, 其中x ∈
[0, L], t ∈ [0,∞),有如下不等式成立:

|y1y2| 6 |( 1√
δ
y1)(

√
δy2)| 6 1

δ
y2
1 + δy2

2,

∀ y1, y2 ∈ R, δ > 0.

引引引理理理 2[35] 令y(x, t) ∈ R为定义在x ∈ [0, L],
t ∈ [0,∞)上的函数,且满足如下边界条件:

y(0, t) = 0, ∀ t ∈ [0,∞), (7)

则有如下不等式组成立:w L

0
y2dx 6 L2

w L

0
[y′]2dx, ∀ x ∈ [0, L], (8)

y2 6 L
w L

0
[y′]2dx, ∀ x ∈ [0, L]. (9)

如果除式(7)外,函数y(x, t)还满足如下边界条件:

y′(0, t) = 0, ∀ t ∈ [0,∞),

则有如下不等式组成立:w L

0
[y′]2dx 6 L2

w L

0
[y′′]2dx, ∀ x ∈ [0, L], (10)

y2 6 L3
w L

0
[y′′]2dx, ∀ x ∈ [0, L], (11)

[y′]2 6 L
w L

0
[y′′]2dx, ∀ x ∈ [0, L]. (12)

性性性质质质 1[35] 如果由式(1)定义的系统(5)(6)的动能
在∀ (x, t) ∈ [0, L]× [0,∞)是有界的,那么对∀ (x, t)
∈ [0, L]× [0,∞), ẏ(x, t), ẏ′(x, t), ẏ′′(x, t)是有界的.

性性性质质质 2[35] 如果由式(2)定义的系统(5)(6)的势能
在∀ (x, t) ∈ [0, L]× [0,∞)是有界的,那么对∀ (x, t)
∈ [0, L] × [0,∞), y′′(x, t), y(3)(x, t), y(4)(x, t)是
有界的.

3 控控控制制制设设设计计计(Control design)
控制目标是减小柔性机械臂的振动,即在有效载

荷上的时变干扰d(t)下使y(x, t)最小化.

为使由控制方程(5)描述且具有式(6)边界条件的
系统稳定,本文提出以下控制律:

u =−EIy(3)(L, t) + Ty′(L, t)− sgn vd̄ +

dsẏ(L, t) + Mẏ(3)(L, t)− kv. (13)

其中: sgn(·)表示sign函数, k是一正常数,辅助信号v
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定义为

v = ẏ(L, t)− y(3)(L, t). (14)

对上式求导,将结果方程乘以M ,代入系统载荷运动
方程,有

Mv̇ = EIy(3)(L, t)− Ty′(L, t) + d−
dsẏ(L, t)−Mẏ(3)(L, t) + u. (15)

将式(13)代入式(15),有Mv̇ = −kv + d− sgn vd̄.

注注注 2 边界控制中的所有信号均可由传感器测得,或

由向后差分算法获得. y(L, t)可由机械臂顶端的激光位移

传感器测得, y′(L, t)可由倾角计测得, y(3)(L, t)可由剪力传

感器测得, ẏ(L, t)和ẏ(3)(L, t)可分别对y(L, t)和y(3)(L, t)应

用后向差分算法计算得到. 此控制器设计不需知道扰动量

的精确模型,因此对系统参数的变化具有稳定鲁棒性. 控制

设计是基于由式(5)(6)描述的分布参数模型.

考虑候选Lyapunov函数

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t). (16)

其中能量项V1(t),附加项V2(t)和小交叉项V3(t)分别
定义为:

V1 =
β

2
ρ
w L

0
[ẏ]2dx +

β

2
EI
w L

0
[y′′]2dx +

β

2
T
w L

0
[y′]2dx, (17)

V2 =
1
2
Mv2, (18)

V3 = αρ
w L

0
xẏy′dx. (19)

其中: k为控制参数, α和β是两个正的权重小常数.

引引引理理理 3 由式(16)给定的候选Lyapunov函数具
有如下上下界:

0 6 λ1(V1 + V2) 6 V (t) 6 λ2(V1 + V2).

其中λ1和λ2是两个正常数.

证证证 由式(19)可得|V3|6αρL
w L

0
([y′]2+[ẏ′]2)dx

6 α1V1.其中

α1 =
2αρL

min(βρ, βT )
,

有−α1V1 6 V3 6 α1V1.考虑α是满足

0 < α <
min(ρ, T )

2ρL

的正的权值小常数,有

α2 = 1− α1 = 1− 2αρL

min(βρ, βT )
> 0,

α3 = 1 + α1 = 1 +
2αρL

min(βρ, βT )
> 1.

进一步,有0 6 α2V1 6 V1 + V3 6 α3V1.给定如式

(16)所示的候选Lyapunov函数,有

0 6 λ1(V1(t) + V2(t)) 6 V (t) 6 λ2(V1(t) + V2(t)).

(20)

其中λ1 = min(α2,
1
2
M)和λ2 = max(α3,

1
2
M)是正

常数. 证毕.

引引引理理理 4 由式(16)给定的候选Lyapunov函数对
时间的导数具有如下上界: V̇ (t) 6 −λV (t) + ε.其

中: λ > 0, ε > 0.

证证证 将式(16)对时间求导,有

V̇ (t) = V̇1 + V̇2 + V̇3. (21)

式(21)的第1项为

V̇1 = A1 + A2 + A3. (22)

其中:

A1 = βρ
w L

0
ẏÿdx, (23)

A2 = βEI
w L

0
y′′ẏ′′dx, (24)

A3 = βT
w L

0
y′ẏ′dx. (25)

将控制方程(5)代入A1,有

A1 = β
w L

0
ẏ(−EIy(4) + Ty′′ − cẏ)dx. (26)

应用边界条件,且对式(24)分部积分,有

A2 = βEI
w L

0
y′′d(ẏ′) =

βEIy′′ẏ′ |L0 −βEI
w L

0
ẏ′y(3)dx =

−βEIy(3)ẏ |L0 +βEI
w L

0
ẏy(4)dx =

−βEIy(3)(L, t)ẏ(L, t) + βEI
w L

0
ẏy(4)dx. (27)

应用边界条件,且对式(25)分部积分,有

A3 = βT
w L

0
y′d(ẏ) =

βTy′(L, t)ẏ(L, t)− βT
w L

0
ẏy′′dx. (28)

将方程(26)∼(28)代入方程(22),有

V̇1 = β[−EIy(3)(L, t) + Ty′(L, t)]ẏ(L, t)−
βc
w L

0
ẏ2dx. (29)

将式(14)代入式(29),有

V̇1 = −βEI

2
[[ẏ(L, t)]2+[y(3)(L, t)]2]+

βEI

2
v2+

βTy′(L, t)ẏ(L, t)− cβ
w L

0
ẏ2dx.

应用不等式(8)(9),有

V̇1 6−βEI

2
[[ẏ(L, t)]2 + [y(3)(L, t)]2] +



第 4期 吴忻生等: 末端有未知扰动的分布参数柔性机械臂的鲁棒边界控制 515

βEI

2
v2 + βTδ1[y′(L, t)]2 +

βT

δ1

[ẏ(L, t)]2 − βc
w L

0
[ẏ]2dx.

其中δ1是一任意的正常数.

应用不等式(12),可得

V̇1 6 −βEI

2
[[ẏ(L, t)]2 + [y(3)(L, t)]2] +

βEI

2
v2 + βTLδ1

w L

0
[y′′]2dx +

βT

δ1

[ẏ(L, t)]2 − βc
w L

0
[ẏ]2dx. (30)

式(21)的第2项为

V̇2 = Mvv̇ = −kv2 + dv − sgn v · vd̄ =

−kv2 + dv − |v|d̄ 6 −kv2. (31)

式(21)的第3项为

V̇3 = αρ
w L

0
(xÿ2y′ + xẏẏ′)dx =

α
w L

0
xy′[−EIy(4) + Ty′′ − cẏ]dx +

αρ
w L

0
xẏẏ′dx.

应用边界条件和分部积分,可以得到

V̇3 6 αEIL2δ2

w L

0
[y′′]2dx+

αEIL

δ2

[y(3)(L, t)]2−
3αEI

2

w L

0
[y′′]2dx +

αTL2

2

w L

0
[y′′]2dx−

αT

2

w L

0
[y′]2dx +

αcL

δ3

w L

0
[ẏ]2dx + αcLδ3

w L

0
[y′]2dx +

αρL

2
[ẏ(L, t)]2 − αρ

2

w L

0
[ẏ]2dx.

(32)

将式(30)∼(32)代入式(16),有

V̇ (t) 6

−(βc +
αρ

2
− αcL

δ3

)
w L

0
[ẏ]2dx−

(
3αEI

2
− αEIL2δ2 − αTL2

2
− βTLδ1) ·

w L

0
[y′′]2dx− (

αT

2
− αcLδ3)

w L

0
[y′]2dx− (k −

βEI

2
)u2

a − (
βEI

2
− βT

δ1

− αρL

2
)[ẏ(L, T )]2 −

(
βEI

2
− αEIL

δ2

)[y(3)(L, t)]2 6

−λ3(V1(t) + V2(t)). (33)

其中常数k, α, β, δ1, δ2, δ3的选取要满足如下条件:

α 6 min(βρ, βT )
2ρL

, k − βEI

2
> 0,

βEI

2
− βT

δ1

− αρL

2
> 0,

βEI

2
− αEIL

δ2

> 0,

σ1 = βc +
αρ

2
− αcL

δ3

> 0,

σ2 =
3αEI

2
−αEIL2δ2−αTL2

2
−βTLδ1 > 0,

σ3 =
αT

2
− αcLδ3 > 0,

λ3 = min(
2σ1

ρ
,
2σ2

EI
,
2σ3

T
) > 0.

由式(20)(33),有V̇ (t) 6 −λV (t).其中λ =
λ3

λ2

> 0.

证毕.

由以上引理,给出下列闭环机械臂系统的稳定性
定理.

定定定理理理 1 对由式(5)描述的动态系统,式(6)描述
的边界条件,在边界控制器(13)下,系统具有如下的
指数稳定性:

|y(x, t)| 6
√

2L

Tλ1

V (0)e−λt, ∀ x ∈ [0, L].

其中λ和λ1是正常数.

证证证 由不等式(33), 候选Lyapunov函数(16)对时
间的导数为

V̇ (t) 6 −λ3(V1 + V2). (34)

由不等式(20)(34),可得其具有如下上界

V̇ (t) 6 −λV (t). (35)

其中λ =
λ3

λ2

. 将式(35)乘以eλt,有
∂

∂t
(V eλt) 6 0.对

上述不等式积分得V (t) 6 V (0)e−λt ∈ L∞.上式表

明V (t)是有界的. 类似的, 利用不等式(9)和式(17),
可得

1
2L

Ty2(x, t) 6 1
2
T
w L

0
[y′(x, t)]2dx 6

V1(t) 6 V1(t) + V2(t) 6 1
λ1

V (t) ∈ L∞.

重排上述两不等式有

|y(x, t)| 6
√

2L

Tλ1

V (0)e−λt, ∀ x ∈ [0, L].

由上述论证,可得如下结论,系统在控制律(13)作用
下是指数稳定的. 状态变量y(x, t)当t → ∞时以速
度λ指数收敛于0. 证毕.

4 数数数字字字仿仿仿真真真(Numerical simulations)
以具有末端未知扰动、长为100 m的柔性机械臂

为对象进行数值模拟, 验证所提控制律(13)的有效
性. 本文使用有限差方法[36]和边界控制方法[37]来模

拟系统性能.

柔性机械臂最初在静止状态, 由末端干扰所激
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励. 相应的初始条件为

y(x, 0) = 0, ẏ(x, 0) = 0.

表1所示为柔性机械臂的详细参数.

表 1 柔性机械臂的参数
Table 1 Parameters of the flexible manipulator

参数 参数描述 参数值

L 机械臂的长度 100 m
EI 机械臂的弯曲硬度 5 Nm2

T 张力 10 N
ρ 机械臂单位长度的质量 0.1 kg·m−1

Ms 机械臂的末端质量 1 kg

在柔性机械臂的末端由下列方程产生的干扰

d(t)如图2所示:

d(t)=[3+sin(0.3t)+sin(0.5t)+sin(0.7t)]×10−2.

图 2 干扰d(t)

Fig. 2 Disturbance d(t)

在自由振动下, 即u(t) = 0, 柔性机械臂的偏移
量如图3所示. 在控制律(13)下,选择k = 1× 104,在
末端有干扰下臂的偏移量如图4所示.

图 3 在无控制下柔性机械臂的偏移量
Fig. 3 Displacement of the flexible manipulator without

control

图 4 在控制律作用下柔性机械臂的偏移量

Fig. 4 Displacement of the flexible manipulator with control

由图3和图4可知,提出的控制律能使柔性机械臂
在它平衡位置的小邻域内稳定. 臂末端的偏移量
y(100, t)在有控制律和没有控制律下的响应如
图5所示. 由图5可看出提出的边界控制律能使末
端在期望的位置附近. 在x = 50 m的臂处也检验
了其振动偏移量, 在有控制律和没有控制律下的
响应y(50, t)如图6所示. 相应的边界控制律u(t)如
图7所示. 实际的控制输入在0∼45 N之间变化.

为了验证系统的指数稳定效果,本文改变系统的
初始条件为:

y(x, 0) = x, ẏ(x, 0) = 0.

从图8可以看到机械臂在设计边界控制下指数衰减
为0.

图 5 在没有控制律(实线)和有控制律(点线)下柔性机械臂
末端的偏移量y(100, t)

Fig. 5 Displacement of the top flexible manipulator,
y(100, t) for controlled (solid) and uncontrolled

(dashed)

图 6 在没有控制律(实线)和有控制律(点线)下柔性机械臂
中间位置处的偏移量y(50, t)

Fig. 6 Displacement of the flexible manipulator at x = 50 m,

y(50, t) for controlled(solid) and uncontrolled(dashed)
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图 7 控制输入u(t)

Fig. 7 Control input u(t)

图 8 柔性机械臂指数稳定
Fig. 8 Exponentially stable of the flexible manipulator

with control

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了在末端具有未知干扰的分布参数柔

性机械臂的振动控制问题.基于PDEs描述的分布参
数模型设计了一个控制器进行边界控制,避免了传
统的基于截断模型导致的问题.由于考虑了边界未
知扰动,本文控制器使用了sgn(·)函数来处理位置扰
动,并且控制算法中不需要知道边界扰动的精确模
型, 大大提高了系统的鲁棒性能. 应用所提控制方
法, 在自由振动条件下系统可达指数稳定性, 并利
用Lyapunov直接方法给予证明. 控制策略与系统参
数无关,因而容易执行. 最后对所提出的边界控制进
行数值模拟,验证了所提方法的有效性.
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