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摘要: 利用求解分数阶参数不确定系统稳定域的方法, 设计了使分数阶参数不确定系统具有鲁棒性的分数
阶PIλ控制器. 首先采用Kharitonov理论,将分数阶参数不确定系统分解成若干个参数确定的子系统,然后用D分解
方法分别求出在PIλ控制器的控制下,使各个子系统都取得较大稳定域的参数λ值.再采用此λ值构建PIλ控制器并
计算各个子系统的稳定域.各个子系统稳定域的交集即为参数不确定系统在PIλ控制器控制下的稳定域.同时证明
了所构建的PIλ控制器能稳定整个参数不确定系统组. 最后在稳定域内取控制器参数值,便构成了所设计的PIλ控制
器. 文中采用实例对此设计方法进行验证,并用所构建的PIλ控制器对参数不确定系统组的各个子系统进行阶跃响
应分析,结果表明PIλ控制器对参数不确定系统具有较强的鲁棒性.
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Design of fractional order PIλ controller for fractional order systems
with uncertain parameters

LIANG Tao-nian, CHEN Jian-jun
(School of Electromechanical Engineering, Xidian University, Xi’an Shaanxi 710071, China)

Abstract: The paper presents a method for designing the robust fractional order PIλ controller by computing the stability
region of the fractional order system with uncertain parameter. Firstly, the Kharitonov theorem is adopted to decompose the
original fractional order system with uncertain parameters into several subsystems with parameter certainties. Secondly,
the D-decomposition technique is applied to compute the stability region of each subsystem to determine the parameter λ

value which uniformly ensure a bigger stability region for all subsystem. Thirdly, with the parameterλvalue, we design a
fractional order PIλ controller for each subsystem and computer its stability region. The intersection of the obtained stability
regions is considered the stability region of the original system under the control of the designed PIλ controller. This paper
proves that the designed PIλ controller stabilizes the original fractional order system with uncertain parameters. Finally, the
fractional order PIλ controller is constructed based on the control parameters in the stability region. The proposed method
is illustrated by an example. The step response of each subsystem is analyzed when using this PIλ controller. The result
shows that fractional order PIλ controller has stronger robustness for the fractional order system with uncertain parameters.

Key words: parameter uncertain system; stability region; D-decomposition technique; PIλ controller; Kharitonov theo-
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1 引引引言言言(Introduction)
PID控制器由于结构简单、鲁棒性强以及参数易

于整定,已成为工业控制领域中十分流行的控制器.
近年来,越来越多的研究关注于控制对象或控制器
是分数阶的情况,这源于许多控制系统或真实的物
理对象更适合于用任意阶的微分方程或积分方程

表示[1]. 为了提高PID控制系统的鲁棒性和系统响
应性能, Dorcak[2]提出了PDµ控制器, Oustaloup[3]提

出了CRONE控制器, Podlubny[4, 5]提出了广义分数

阶PIλDµ控制器,包括任意积分阶次λ和任意微分阶

次µ. 分数阶PIλDµ控制器是传统整数阶PID控制器

的拓展,而整数阶PID控制器可视为分数阶PIλDµ控

制器的特例.

目前, 对分数阶控制系统的研究主要集中于分
数阶PIλ或PIλDµ控制器的设计、参数整定及稳定域

的分析.文献[6]采用对称优化的方法设计了位置控
制系统的PIλ控制器. 文献[7∼9]根据控制系统的相
角裕度和幅值裕度等条件,采用不同的优化方法分
别设计了鲁棒PIλ或PIλDµ控制器. 文献[10]首先以
敏感度函数最大值的方法得到任意阶次下分数阶

控制器的增益参数,然后再采用ISE方法选择合适的
分数阶PIλ控制器. 然而,对系统稳定域的分析,大多
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数的研究都集中于对整数阶PID控制系统的稳定域
的分析.文献[11∼13]采用稳定性边界轨迹曲线对传
统的整数阶PI或PID控制器的稳定域在(kp, kI)平面
内进行了分析. 文献[14]对分数阶系统采用一阶控
制器,对其稳定域进行了分析.文献[15,16]对分数阶
控制对象采用分数阶PIλ或PIλDµ控制器, 对其稳定
域在(kp, kI)平面内进行了分析.然而,在现实的世界
中,大多数的实际控制对象是不精确的,这意味着控
制对象存在着一定的不确定性. 因此,在设计稳定性
和鲁棒性的控制器时, 考虑系统的不确定性是必要
的. 文献[17]采用Kharitonov理论将参数不确定系统
分解, 并设计使其稳定的整数阶P, PI和PID控制器.
文献[18]根据Kharitonov理论分解区间参数不确定
系统,并利用稳定域分析的方法设计了整数阶PID控
制器. 文献[19]对控制对象的参数和阶次具有区间
性的分数阶系统,首先采用Kharitonov理论分解成若
干子系统,然后再采用极点配置的方法分析了系统
的稳定性,并提出了Kharitonov理论在分数阶控制系
统中的应用. 文献[20]以状态空间的形式对具有区
间参数不确定性的分数阶线性时不变系统的稳定性

进行了分析, 并给出了相应的稳定性测试过程. 文
献[21]对分数阶区间参数线性系统建立了稳定性的
必要和充分条件. 从上述文献中可见, 对参数不确
定系统的稳定域问题的分析,目前主要集中于整数
阶PID控制器,而尚未发现对于参数具有区间不确定
和阶次具有参数不确定的分数阶系统,采用PIλ控制
器对其稳定域进行分析,并设计其控制器.
本文对具有参数区间不确定和阶次具有不确定

的分数阶系统,首先采用Kharitonov方法[19, 22], 将参
数不确定系统转化为若干个参数确定的子系统,然
后根据D分解方法分别求取在PIλ控制器控制下各
个子系统的稳定域,再在各个子系统中寻找使各个
子系统都获得较大稳定域的参数λ值, 然后以获得
的λ值作为PIλ控制器的参数,并以此参数构建PIλ控
制器,用所构建的PIλ控制器计算各个子系统的稳定
域,各个子系统稳定域的交集,便是分数阶参数不确
定系统的稳定域.因此,可求出使分数阶参数不确定
系统稳定的PIλ控制器各个参数的范围. 最后, 文中
给出实例, 通过构建其稳定域, 获得了PIλ控制器各
个参数的取值范围, 由此设计了PIλ控制器, 并对参
数不确定分数阶控制系统进行阶跃响应分析.

2 参参参数数数不不不确确确定定定系系系统统统及及及分分分数数数阶阶阶PIλ控控控制制制器器器

(Parameter uncertain system and fractional
order PIλ controller)

2.1 参参参数数数不不不确确确定定定分分分数数数阶阶阶系系系统统统(Parameter uncertain
fractional order system)

一般情况下, 工业控制过程中大多数系统的模

型都含有不确定因素. 对参数不确定分数阶系统,
除了其参数具有不确定性外, 控制对象的阶次也可
能是区间值,即系统的阶次在分数阶建模或数值拟
合时, 其阶次也可能存在一定的不确定性. 其控制
框图如图1所示. 其中: r(t)为系统输入, e(t)为误差
信号, u(t)为控制信号, y(t)为系统输出, C(s)为分数
阶PIλ控制器的传递函数, G(s)为分数阶参数不确定
系统.

图 1 分数阶闭环控制系统

Fig. 1 Fractional order close loop control system

分数阶参数不确定系统数学模型是具有任意实

数阶的传递函数(即传递函数的阶次可以是整数阶
也可以是分数阶),且传递函数的参数和阶次可以是
不确定性参数或确定性参数. 由此,分数阶参数不确
定系统的传递函数可表示为

G(s) =
bmsβm +bm−1s

βm−1 +· · ·+b1s
β1 +b0s

β0

ansαn +an−1sαn−1 +· · ·+a1sα1 +a0sα0
=

m∑
r=0

brs
βr/

n∑
h=0

ahs
αh , (1)

其中: br ∈ [br, b̄r], βr ∈ [β
r
, β̄r], ah ∈ [ah, āh], αh ∈

[αh, ᾱh]. 同时ah, br, βm > · · ·>β1 >β0且αn > · · ·>
α1 > α0都是任意实数.

2.2 分分分数数数阶阶阶PIλ控控控制制制器器器(Fractional order PIλ con-
troller)

分数阶PIλ控制器的传递函数具有如下的形式:

C(s) = kp +
kI

sλ
, 0 < λ < 2. (2)

它具有3个可调的参数(kp, kI, λ), 比传统的PI控制
器λ = 1多了一个可调参数. H∞控制器是典型的高
阶控制器, 对其控制系数的变化比较敏感, 而分数
阶PIλ控制器是一个低阶的控制器,它对于自身参数
的变化不敏感, 对被控对象参数的变化具有较强的
鲁棒性.

3 分分分数数数阶阶阶参参参数数数不不不确确确定定定系系系统统统 PIλ控控控制制制器器器设设设计计计

(Design PIλ controller for fractional order pa-
rameter uncertain system)
对图1所示的单位负反馈控制系统,本文的目的

是求出分数阶参数不确定系统组G(s)在分数阶PIλ

控制器的控制下的稳定域,以设计其控制器. 分数阶
控制系统的输出可表达为

y(t) =
C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
r(t). (3)



402 控 制 理 论 与 应 用 第 28卷

上式中的分母被称为分数阶参数不确定闭环控制系

统的特征方程式组. 将式(1)(2)代入式(3), 则特征方
程式组可表示为如下形式:

P(s; kp, kI, λ) = sλD(s) + (kps
λ + kI)N(s). (4)

根据Kharitonov理论[22]和文献[19]中对分数阶参
数不确定系统分解为若干个子系统的方法. 为此,
式(1)的分子N(s)和分母D(s)可用Kharitonov多项式
表示为N i(s)和Df (s), i, f = 1, 2, 3, 4,即




N 1(s) = b0s
β̄0 + b1s

β
1 + b̄2s

β̄2 + b̄3s
β3 + · · · ,

N 2(s) = b0s
β̄0 + b̄1s

β̄1 + b̄2s
β̄2 + b3s

β̄3 + · · · ,

N 3(s) = b̄0s
β

0 + b1s
β

1 + b2s
β

2 + b̄3s
β

3 + · · · ,

N 4(s) = b̄0s
β

0 +b̄1s
β̄1 +b2s

β
2 + b3s

β
3 + · · ·

(5a)

和



D1(s) = a0s
ᾱ0 + a1s

α1 + ā2s
ᾱ2 + ā3s

α3 + · · · ,

D2(s) = a0s
ᾱ0 + ā1s

ᾱ1 + ā2s
ᾱ2 + a3s

ᾱ3 + · · · ,

D3(s) = ā0s
α0 + a1s

α1 + a2s
α2 + ā3s

α3 + · · · ,

D4(s) = ā0s
ᾱ0 +ā1s

ᾱ1 +a2s
α2 + a3s

α3 + · · · .

(5b)

对式(1)所描述的分数阶参数不确定系统组,令

G(s) = {Gif (s)|Gif (s) =
N i(s)
Df (s)

,

i, f = 1, 2, 3, 4)}. (6)

因此, 由Kharitonov理论分解的任意分数阶子系统
Gif (s)的特征方程可表示为如下通用形式:

Pif (s; kp, kI, λ) =

sλDf (s) + (kps
λ + kI)N i(s) =

n∑
h=0

[âhs
α̂h+λ] +

m∑
r=0

[b̂rs
β̂r × (kps

λ + kI)], (7)

其中âh, b̂r以及α̂h和β̂r分别表示任意参数确定子系

统Gif (s)的参数.

定定定理理理 1 若G(s)是一个分数阶参数不确定系统
组. 如果整个分数阶参数不确定系统组G(s)被一个
特殊的分数阶PIλ控制器稳定,那么当且仅当这个组
中每一个子系统Gif (s) ∈ G(s)能被这个特殊的分
数阶PIλ控制器所稳定.

证证证 由式(4)可知, 整个分数阶参数不确定控制
系统的特征方程可表述为

Pif (s; kp, kI, λ) =

sλDf (s) + (kps
λ + kI)N i(s) =

F1(s)D(s) + F2(s)N(s), (8)

其中F1(s) = sλ和F2(s) = kps
λ + kI.

根据广义Kharitonov理论[23],如果多项式F (s)=

(F1(s), F2(s))能使K(s)=(N(s), D(s))多项式组中
的每一个多项式Kif (s) = (N i(s), Df (s))Hurwitz稳
定,则F (s)能使K(s)多项式组Hurwitz稳定,即

P(s)=< F (s),K(s) >=F1(s)D(s)+F2(s)N(s)

是Hurwitz稳定的. 此相当于, 如果整个分数阶参
数不确定系统的特征方程式组P(s; kp, kI, λ)是稳定
的,则需每一个子特征方程式Pif (s; kp, kI, λ), i, f =
1, 2, 3, 4为Hurwitzw稳定. 因此, 当且仅当G(s)中的
每一个参数确定的分数阶子系统Gif (s)被同一个分
数阶PIλ控制器稳定时, 则分数阶参数不确定系统
组G(s)能被这个分数阶PIλ控制器稳定. 采用文献
[15, 16]中的方法, 先找到使G(s)中每一个子系统
Gif (s)都取得较大稳定域的参数λ值,然后以这个参
数构建分数阶PIλ控制器, 用此控制器求取各个子
系统的稳定域,而各个子系统稳定域的交集为参数
不确定系统的稳定域, 即为分数阶PIλ控制器的参
数域.在此参数域内取分数阶PIλ控制器的参数所构
建的控制器, 则能使整个分数阶参数不确定系统组
G(s)稳定. 证毕.
对于具有参数λ, kp和kI的分数阶PIλ控制器, 若

使G(s)组中的每一个子系统的特征方程Pif (s; kp,

kI, λ)的根都在复平面的左侧, 则闭环系统是BIBO
(bound-input bound-output)稳定的. 由于引入了积分
阶次,而使得寻找分数阶PIλ控制器的参数以测试闭
环系统的稳定性是繁琐的. 为了避免繁重的稳定性
测试工作,需建立特征方程Pif (s; kp, kI, λ)参数空间
的稳定域Sf(C(s)Gif (s)). 稳定域Sf(C(s)Gif (s)) ∈
Ψ是分数阶PIλ控制器参数空间的一个区域,即参数
空间Ψ可表为

Ψ = {(kp, kI, λ) : kp ∈ [0,∞), kI ∈ [0,∞),

λ ∈ [0, 2)}. (9)

每一组参数(kp, kI, λ) ∈ Sf(C(s)Gif (s)), 使得
特征方程Pif (kp, kI, λ)等于零的根都有负实部. 因
此, 任意子系统稳定域Sf(C(s)Gif (s))的确定对设
计分数阶PIλ控制器是一项重要的工作,是构建参数
不确定系统稳定域的基础.

本文采用D分解方法[24, 25]对G(s)中的任意子系
统构建其稳定域Sf(C(s)Gif (s)). 由于控制器参数
kp, kI, λ所构成的参数空间Ψ ∈ R3可通过D分解法
被分割成不同的稳定性区域D(k), k = 1, 2, 3, · · · ,
而D(k)包含所有使各个子系统的特征方程式(7)稳
定的点. 因此, D分解的边界集被定义如下:

∂D ≡ ∂D0 ∪ ∂D∞ ∪ ∂Djω, (10)

其中:

∂D0 ≡ {(kp, kI, λ) ∈ Ψ : Pif (0; kp, kI, λ) =

kI = 0}, (11a)
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∂Djω ≡ {(kp, kI, λ) ∈ Ψ : Pif (jω; kp, kI, λ, ) = 0,

∀ω ∈ (0,∞)}, (11b)

∂D∞ ≡ {(kp, kI, λ) ∈ Ψ : Pif (∞; kp, kI, λ) = 0}.
(11c)

上式中: ∂D0, ∂D∞ 和 ∂Djω分别是实根边界

(RRB)D(0)、无限根边界(IRB)D(∞)以及复根边界
(CRB)D(ω), 它们是一系列 D 分解边界的子集, 如
∂D(0) ∈ ∂D.
稳定域Sf(C(s)G(s))包含所有使G(s)稳定的分

数阶PIλ控制器的参数值, 使式(1)稳定的所有分数
阶PIλ控制器的参数域如下:

Sf(C(s)G(s)) =

Sf(C(s)G11(s)) ∩ Sf(C(s)G12) · · ·
Sf(C(s)Gif (s)), i, f = 1, 2, 3, 4. (12)

将稳定域Sf(C(s)Gif (s))的稳定性边界理论
应用在特征方程式(7), 并通过式(11a)得实根边
界(RRB),它被描述为一条直线,其方程式为

Pif (0; kp, kI, λ) = b̂0kI = 0 ⇔ kI = 0. (13)

在上式中,对于每一个子系统Gif (s)所表示的传
递函数中, sβ0 = 1. 实根边界(RRB)的获得是通过把
sβ0 = 1和s = 0代入式(7),并使式(7)等于零所得到.
其中b̂0为任意子系统的零次幂项的系数.
通常情况下, 复根边界(CRB)的构建是通过把

s = jω代入特征方程式(7)中获得. 对于(kp, kI, λ) ∈
∂Djω, 存在ω ∈ ∞, 因此通过Pif (jω; kp, kI, λ) = 0
得到如下关系式:

Pif (jω; kp, kI, λ) =
n∑

h=0

[âh(jω)α̂h+λ]+

m∑
r=0

[(kpb̂r(jω)β̂r+λ + kIb̂r(jω)β̂r)] =

<(Pif (jω; kp, kI, λ)) +

j=(Pif (jω; kp, kI, λ)) = 0. (14)

其中<(Pif (jω; kp, kI, λ))和=(Pif (jω; kp, kI, λ))分
别代表特征方程式的实部与虚部.
对于复数(σ + jρ)δ的非整数阶次幂的计算,可利

用下式:

(σ + jρ)δ = δ
√

σ2 + ρ2[cos(δ tan−1(
ρ

σ
)) +

j sin(δ tan−1(
ρ

σ
))], (15)

式中: σ为实部, ρ为虚部, 而δ为复数的非整数阶次

幂.对式(14)中的jδ项,通过式(15)可表示为

jδ = cos(
π

2
δ) + j sin(

π

2
δ). (16)

因此,特征方程式Pif (jω; kp, kI, λ) = 0可表示如
下:

Pif (jω; kp, kI, λ) =
n∑

h=0

[âhω
(α̂h+λ)(cos(

π

2
(α̂h + λ)) +

j sin(
π

2
(α̂h + λ)))] +

m∑
r=0

[kpb̂rω
(β̂r+λ)(cos(

π

2
(β̂r + λ)) +

j sin(
π

2
(β̂r + λ)))] +

m∑
r=0

[kIb̂rω
β̂r(cos(

π

2
β̂r)+j sin(

π

2
β̂r))]=0, (17)

使分数阶控制系统的特征方程式(17)的实部与虚部
分别等于零,则得到

<(Pif (jω; kp, kI, λ)) =
n∑

h=0

[âhω
(âh+λ) cos(

π

2
(âh + λ))] +

m∑
r=0

[kpb̂rω
(β̂r+λ) cos(

π

2
(β̂r + λ)) +

kIb̂rω
β̂r cos(

π

2
β̂r)] = 0, (18a)

=(Pif (jω; kp, kI, λ)) =
n∑

h=0

[âhω
(âh+λ) sin(

π

2
(âh + λ))] +

m∑
r=0

[kpb̂rω
(β̂r+λ) sin(

π

2
(β̂r + λ)) +

kIb̂rω
β̂r sin(

π

2
β̂r)] = 0. (18b)

解方程式(18a)和(18b),可得到分数阶PIλ控制器
的参数为

kp =
1

ωλ sin(
π

2
λ)

A1(ω)B3(ω)−B1(ω)A3(ω)
A2

3(ω) + B2
3(ω)

,

(19)

kI =
1

ωλ sin(
π

2
λ)

A1(ω)B2(ω)−B1(ω)A2(ω)
A2

3(ω) + B2
3(ω)

.

(20)

其中:

A1(ω) =
n∑

h=0

[âhω
(α̂h+λ) cos(

π

2
(α̂h+λ))], (21a)

A2(ω) =
m∑

r=0

[b̂rω
(β̂r+λ) cos(

π

2
(β̂r + λ))], (21b)

A3(ω) =
m∑

r=0

[b̂rω
β̂r cos(

π

2
β̂r)], (21c)

B1(ω) =
n∑

h=0

[âhω
(α̂h+λ) sin(

π

2
(α̂h+λ))], (21d)

B2(ω) =
m∑

r=0

[b̂rω
(β̂r+λ) sin(

π

2
(β̂r + λ))], (21e)

B3(ω) =
m∑

r=0

[b̂rω
β̂r sin(

π

2
β̂r)]. (21f)
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当ω从0到∞变化时, 利用式(19)(20)可在(kp, kI)
平面上可绘制出复根边界(CRB).

对于每一个 Gif (s), 当 α̂n = β̂m 时无穷根边界

(IRB) 能够通过式(1)被计算出来. 那么通过式(19)
(20)获得的稳定域是必定是一条直线,其表达为

kp = −ân/b̂m. (22)

大多数情况下,在被控系统的传递函数中往往是分
母的阶次大于分子的阶次. 在这种情况下, 它的无
穷根边界(IRB)是不存在的. 当实根边界(RRB)和无
穷根边界(IRB)依据特殊条件不存在时, 复根曲线
(CRB)把整个(kp, kI)平面分割成为稳定区域与不稳
定区域.在稳定区域,特征方程不存在右半复平面的
根,而在不稳定区域,则特征方程存在一个或多个左
半复平面的根.因此,稳定区域与不稳定区域的判别
可通过文献[26]提供的方法进行判别.

现将本文给出的分数阶参数不确定系统分数

阶PIλ控制器的设计步骤归纳如下:

Step 1 首先根据Kharitonov理论把分数阶参数
不确定系统分解成若干个参数确定的子系统.

Step 2 求取每一个子系统在分数阶PIλ控制器
控制下的稳定域: a)确定实根边界RRB和无穷根边
界IRB的存在性; b) 根据公式(19)和(20), 固定λ =
1值,得到kp, kI方程,从而获得复根曲线(CRB); c)对
于任何λ(λ ∈ (0, 2))值,在同一个(kp, kI)平面内,获
得无穷根直线(IRB)、实根直线(RRB)以及复根曲
线(CRB). d) 确定在不同λ情况下的分数阶PIλ控制
器的稳定域; e)选择使系统处于较大稳定域情况下
的λ值;

Step 3 重复Step 2, 直到计算出在分数阶PIλ控
制器控制下使各个子系统都获得较大稳定域的λ值;

Step 4 以此λ值作为分数阶PIλ控制器的积分
阶次;

Step 5 以获得的分数阶PIλ控制器求解各子系
统的稳定域,并使各子系统的稳定域相交,其交集即
为分数阶参数不确定系统的稳定域,即分数阶PIλ控
制器的参数集. 在此参数集上取值,便构建了所设计
的分数阶PIλ控制器.

4 算算算例例例(Example)
考虑文献[19]中的电子散热器分数阶传递函数

G(s) =
k

asL + b
. (23)

假设参数不确定性来自a, L和k. 最初假设所有
的参数固定,且参数具有以下的名义值:

k = 1, a = 39.69, b = 0.598, L = 1.26.

考虑参数a, k和L分别在其名义值的20%, 25%以
及10%的范围内变化,即有

k ∈ [k, k̄] = [0.8, 1.2],

a ∈ [a, ā] = [27.78, 51.60],

L ∈ [L, L̄] = [1.31, 1.39].

根据Kharitonov理论,该参数不确定系统可转化
为如下8个参数确定的子系统:




G11(s) =
k

āsL̄ + b
, G12(s) =

k

āsL + b
,

G13(s) =
k

asL + b
, G14(s) =

k

asL̄ + b
,

G21(s) =
k̄

āsL̄ + b
, G22(s) =

k̄

āsL + b
,

G23(s) =
k̄

asL + b
, G24(s) =

k̄

asL̄ + b
,

(24)

则任意分数阶子系统的闭环特征方程可描述为{
Pif (s; kp, kI, λ) = (âsL̂ + b) + k̂(kp + kIs

−λ),

i = 1, 2, f = 1, 2, 3, 4,

(25)

其中â, k̂, L̂分别表示任意子系统的参数.

分数阶PIλ控制器设计的目的是在分数阶PIλ控
制器的控制下求取参数不确定系统的稳定域, 进
而获得分数阶PIλ控制器的参数集, 并使得分数
阶PIλ控制器在参数集内取值对于8个参数确定的
子系统亦稳定. 根据方程式(19)(20), 在(kp, kI)平面
内可确定出复根边界曲线(CRB).由于sβ0 = 1,所以
实根边界(RRB)kI =0与复根边界(CRB)可在(kp, kI)
平面上构成了系统的稳定性区域. λ = 1是最简单的
情况,此时系统是一个整数阶PI控制器. 取λ = 1并
由方程式(19)(20), 将相应的复根曲线(CRB)和实根
直线(RRB)绘制在(kp, kI)平面内,见图2.

图 2 整数阶PI控制器的稳定域

Fig. 2 Stability region of integer order PI controller

从图2中可以看出,整个参数平面被分成了3个不
同的区域,即左上的CRB区域、CRB和RRB之间的区
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域以及RRB以下的区域. 通过文献 [26]中提出的测
试方法, 在3个区域中任选一点进行测试,发现系统
的稳定域为CRB曲线与RRB直线包围部分. 在包围
区域内的所有点, 都使得名义传递函数式(23)所构
成的特征方程稳定.

对于分数阶参数不确定系统转化为参数确定

的8个子系统后,当分数阶PIλ控制器的阶次参数λ在

0 < λ < 2的范围内变化时, 获得在分数阶PIλ控制
器的控制下各个子系统的稳定域图, 如图3和图4所
示. 由于8个子系统的稳定域趋势基本一致，故选
其中两个图予以说明. 从图3和图4可以看出,对于分
数阶PIλ控制器,随着λ的减小,系统的稳定域有逐渐
增大的趋势. 当 λ = 0.8或 λ < 0.8之后,都能使系
统获得较大的稳定域. 因此, 取λ = 0.8作为分数阶
PIλ控制器的积分因子,即可得到分数阶PI0.8控制器.
另外,可根据实际情况和对控制性能的要求,可以在
0 < λ < 0.8的范围内取值, 可以获得满足不同控
制性能要求的分数阶PIλ控制器. 以PI0.8控制器分别

计算各个子系统稳定域,而各个子系统稳定域的交
集就是参数不确定系统的稳定域.其稳定域交集如
图5所示.

图 3 G11子系统PIλ控制器稳定域

Fig. 3 Stability region of G11 for PIλ controller

图 4 G23子系统PIλ控制器稳定域

Fig. 4 Stability region of G23 for PIλ controller

图 5 分数阶PI0.8控制器的稳定域

Fig. 5 Stability region of PI0.8 controller

从图5可以看出, 用分数阶PI0.8控制器求取的分

数阶参数不确定系统的稳定域为各个子系统稳定

域的交集. 即分数阶参数不确定系统组的稳定域
为G11的复根曲线(CRB)与实根直线(RRB)之间所包
围的部分, 它也是分数阶PIλ控制器的参数集. 在
此参数集内取值, 可确定PIλ控制器的参数kp和kI.
图6为取kp = 10和kI = 0.5,采用PI0.8控制器对名义

系统和8个子系统分别进行单位阶跃响应分析的结
果. 从图中可见, 各个子系统响应曲线都在名义参
数系统响应曲线附近波动,且各个子系统很快地趋
于稳定,超调量较小,响应时间较短. 这表明所设计
的分数阶PIλ控制器对分数阶参数不确定系统有较
强的鲁棒性和稳定性. 图6中的Gnominal指的是名
义参数传递函数G(s)的曲线,即G(s)取名义参数值
为k = 1, a = 39.69, b = 0.598, L = 1.26时的单位
阶跃曲线.

图 6 子系统PI0.8控制器单位阶跃响应曲线

Fig. 6 Step response of each sub-plant for PI0.8 controller

5 结结结论论论(Inclusion)
本文对分数阶参数不确定控制对象，给出了一

种简单而有效的方法计算所有分数阶PIλ控制器参
数集的方法, 并设计了鲁棒性分数阶PIλ控制器. 通
过所设计的分数阶PIλ控制器对各个子系统和名义
系统进行阶跃响应可以看出,各个子系统的阶跃响
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应曲线都在名义参数阶跃响应曲线的上下波动,且
系统的超调量小, 稳定性较好, 且由此设计的分数
阶PIλ控制器表现出了对分数阶参数不确定系统较
强的鲁棒性.
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