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摘要:本文研究保险公司的再保险–投资问题.假定保险公司的整体风险由风险资本(Capital-at-Risk, CaR)来度
量;盈余过程由扩散模型近似表示;在任意时刻保险公司可购买比例再保险(或获取新业务)和投资无风险资产与多
种风险资产;风险资产的价格由几何布朗运动驱动.保险公司的目标是在整体风险CaR受约束的条件下最大化终端
财富的期望值.对这一问题,建立了两个均值--CaR模型. 利用分层优化方法和变分法,得到了模型的最优比例再保
险–投资策略以及有效边界的解析表达式.
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Abstract: This paper investigates a reinsurance-investment problem for an insurer. Assume that the integral risk of
the insurer is measured by Capital-at-Risk(CaR), the surplus process is described by a diffusion approximation model;
the insurer is allowed to purchase proportional reinsurance(or acquire new business) and to invest on a risk-free asset and
multiple risky assets at any time; the prices of risky assets are driven by the model of geometric Brownian motions. The
target of the insurer is to maximize the expectation of the terminal wealth under a CaR constraint. Two mean-CaR models
are established for the problem. Explicit expressions of the optimal policies and efficient frontiers to the models are derived
by using a hierarchical optimization method and the variational calculus approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
保险是指投保人根据合同约定, 向保险人支付

保费, 保险人对于合同约定的可能发生的事故因其
发生所造成的财产损失承担赔偿保险金责任, 或者
当被保险人死亡、伤残、疾病或者达到合同约定的

年龄、期限等条件时承担给付保险金责任的商业

保险行为(该定义引自2009年10月1日起实施的《中
华人民共和国保险法》). 保险公司是经营风险的
特殊金融机构, 其核心问题之一是风险管理与控
制, 即对保险公司盈余(风险过程)进行管理与控制.
Lundberg[1]和Cramér[2]最早对风险过程展开研究,他
们提出的风险过程被称为Cramér-Lundberg(C-L)模
型,该模型奠定了随机风险模型的基础.

鉴于保险公司经营风险的特性与监管的规定,其
必须考虑分散风险, 其中再保险是保险公司分散风
险最常用的手段之一. Højgaard和Taksar[3]研究了使

保险公司未来累积盈余期望现值最大化的最优比

例再保险策略,文中假定风险过程服从扩散模型(C-
L模型的近似形式). Schmidli[4]研究了使保险公司破
产概率最小化的最优比例再保险策略. Bäuerle[5]研

究了保险公司在均值–方差模型下的最优比例再保
险策略与有效边界. Liang[6]研究了分别使保险公司

破产概率最小化和终端财富期望效用最大化的最优

比例再保险策略. Egami和Young[7]假设比例再保险

带固定成本和执行时滞, 通过解相应的最优停时随
机控制问题得到了使未来累积盈余期望现值与破产

成本期望现值之差最大化的最优再保险策略.

近年来, 由于监管部门对保险公司资金运用不
断“松绑”, 保险资金的投资渠道得到了极大的拓
展. 大量保险资金涌入资本市场, 使得研究保险公
司的最优投资策略逐渐成为一个热点. Browne[8]采

用Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)方法得到了分别使
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破产概率最小化和终端财富期望效用最大化的最

优投资策略与最优值函数的解析式. Hipp和Plum[9]

通过求解HJB方程, 得到了使破产概率最小化的最
优投资策略,证明了最优值函数的存在性并给出了
验证定理. Yang和Zhang[10]及Wang等[11]均假设风险

过程为带扩散扰动的C-L模型, 允许保险公司将盈
余投资到无风险资产和一种价格由几何布朗运动

驱动的风险资产上. 前者采用HJB方法得到了不同
目标下最优投资策略的解析式; 后者采用鞅方法
求解了终端财富的期望效用最大化及均值–方差优
化问题. Kostadinova[12]研究了Value-at-Risk (VaR)约
束下保险公司终端财富期望效用最大化问题. 郭
文旌[13]研究了Capital-at-Risk (CaR)限制下保险公
司的最优投资策略, 利用最大值原理求解了相应
的优化问题. Schmidli[14], Irgens和Paulsen[15], Xu[16]

与Luo等[17]研究了保险公司的最优再保险–投资策
略, 他们把再保险的自留水平与投资在风险资产
上的资金额(比例)作为控制变量. 其中, Schmidli[14]

与Luo等[17]以破产概率最小化为目标且所投资风险

资产的价格由几何布朗运动驱动, 前者利用HJB方
法证明了最优值函数的存在性并给出了验证定理,
后者利用HJB方法得到了最优值函数与最优策略的
解析式; Irgens和Paulsen[15]与Xu[16]的目标是最大化

终端财富的期望效用.

以往这方面文献中衡量最优策略的准则主要

有3类: 1)终端财富期望效用最大化准则; 2)破产概
率最小化准则; 3)均值–方差准则.然而采用这3类准
则衡量保险公司的最优策略各存在一些不足: 终端
财富期望效用最大化准则不能体现风险的大小, 甚
至对于某些特殊效用函数(如指数效用函数), 得到
的最优投资策略与承保过程无任何关系,这与实际
不符;破产概率最小化准则只强调风险而不考虑收
益,这与保险公司投资的本意不符;均值–方差准则
虽能直观体现收益与风险的大小, 但它把高于期望
收益的收益部分也当作风险, 这并非保险公司所期
望的. 为弥补这些不足, 近年来学者们提出了一些
新的风险度量方法, 如VaR[18], Conditional Value-at-
Risk (CVaR)[19], Earnings-at-Risk (EaR)[20], CaR[21]等.
其中, VaR因巴塞尔协议而被广泛应用于理论研究
与金融实践. 然而与VaR相比, CaR更适合对风险重
视程度相对较高的投资者(或投资机构), 如保险公
司(具体分析可参见文献[13]). Kostadinova[12]与郭文

旌[13]虽分别以VaR与CaR作为风险测度研究了保险
公司的最优投资策略,但他们都没有考虑再保险.

本文研究了保险公司在整体风险(包括承保业务
风险与投资业务风险)受约束时的最优比例再保险–
投资策略.假设保险公司既可购买比例再保险(或获
取新业务), 又可投资无风险资产与多种风险资产;

风险过程由扩散模型刻画, 风险资产的价格过程由
几何布朗运动刻画; 以最大化保险公司终端盈余的
期望为目标, 以CaR约束为风险控制手段. 据此, 笔
者建立了两种均值--CaR模型. 通过将原问题转化
为两层优化问题,利用变分法求得了最优比例再保
险–投资策略以及有效边界的解析式.

2 基基基本本本假假假设设设(Basic assumption)
给定满足通常条件的赋流完备概率空间(Ω,F ,

{Ft}06t6T , P ), 其中T < +∞为时间水平, F0 =
{∅, Ω}, FT = F , Ft表示到时刻t为止所获得的信

息总和. 时刻t的决策基于信息流Ft. 根据C-L模型,
保险公司的盈余过程可表示为

Rt = R0 + pt−
Nt∑
i=1

Yi, (1)

其中: {Nt}06t6T是定义在(Ω,F , {Ft}06t6T , P )上
强度为β的时齐泊松过程, Nt表示时刻0到时刻t索

赔发生的次数; {Yi, i = 1, 2, · · · }是独立同分布正
随机变量, Yi表示第i次索赔的大小, 其分布函数设
为F , 并具有有限的一阶矩与二阶矩µ∞, σ2

∞; 假设
保费率按期望值原理计算, 即p = (1 + η)βµ∞, 其
中η为保险公司的相对安全附加系数. 根据文献[22],
式(1)可近似为如下扩散模型:

dRt = µdt + σ0dw̃(t), (2)

其中: µ = ηβµ∞, σ2
0 = βσ2

∞, {w̃(t)}06t6T为定义

在(Ω,F , {Ft}06t6T , P )上的一维标准布朗运动.

假设在任意时刻保险公司可购买比例再保险(或
获取新业务). 记在时刻t保险公司的风险暴露水平

为a(t) ∈ [0,+∞). 当a(t) ∈ [0, 1]时, a(t)表示保险
公司购买比例再保险的自留水平, 即在时刻t, 保
险公司需向再保险公司支付保费λ(1 − a(t)), 其
中λ表示再保险费用率(这里假定λ > µ, 否则会产
生套利), 同时当时刻t发生索赔时, 保险公司只需
支付索赔额的100a(t)%, 再保险公司支付索赔额
的100(1 − a(t))%; 当 a(t) ∈ (1,+∞)时, a(t)表示
保险公司获得新业务(如作为再保险公司吸收再保
险业务)水平. 因此在购买比例再保险(或获取新业
务)时,保险公司盈余过程可近似为如下扩散模型:

dRt = [µ− λ + λa(t)]dt + σ0a(t)dw̃(t). (3)

进一步假设保险公司可将其盈余投资到无风险

资产与m种风险资产上, 其中无风险资产的价格过
程S0(t), t ∈ [0, T ]可用如下微分方程表示:{

dS0(t) = r0(t)S0(t)dt,

S0(0) = s0,
(4)

其中r0(t)为非负有界确定性函数,表示时刻t的无风

险资产收益率.第i (i = 1, 2, · · · ,m)种风险资产的
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价格过程Si(t), t ∈ [0, T ]表示为



dSi(t)
Si(t)

= [ri(t)dt +
n∑

j=1

σij(t)dwj(t)],

Si(0) = si,

(5)

其中: m 6 n; ri(t), σij(t)为非负有界确定性函数;
wj(t), j = 1, 2, · · · , n是(Ω,F , {Ft}06t6T , P )上相
互独立的一维标准布朗运动,且与w̃(t)相互独立.

设时刻 t投资到第 i种风险资产上的资金额为

bi(t), i = 1, 2, · · · ,m,则投资到无风险资产上的资

金为Xt −
m∑

i=1

bi(t),其中Xt表示时刻t保险公司的盈

余. 记

r(t) = (r1(t)− r0(t), r2(t)− r0(t), · · · ,

rm(t)− r0(t))′,

b(t) = (b1(t), b2(t), · · · , bm(t))′,

w(t) = (w1(t), w2(t), · · · , wn(t))′,

σ(t)=(σij(t))m×n, i=1, 2, · · ·,m, j =1, 2, · · ·, n.

π = {(a(t), b(t)), 0 6 t 6 T}称为比例再保险–投资
策略.为了便于求解,类似于文献[20∼24],本文假定
a(t)和b(t)均为定义在[0, T ]上的有界确定性Borel可
测函数. 当策略π被选定时,记时刻t的盈余为Xπ

t ,则
保险公司在购买比例再保险(或获取新业务)与投资
时,其盈余过程可表示为: ∀t ∈ [0, T ],

dXπ
t = [µ− λ + λa(t) + r0(t)Xπ

t + b′(t)r(t)]dt +

σ0a(t)dw̃(t) + b′(t)σ(t)dw(t), X0 = x. (6)

根据Itô公式,由式(6)可知

Xπ
T = ξT (x + AT + BT +

w T

0
ξ−1

s σ0a(s)dw̃(s) +
w T

0
ξ−1

s b′(s)σ(s)dw(s)), (7)

EXπ
T = ξT (x + AT + BT ), (8)

VarXπ
T = ξ2

T CT , (9)

其中:

Σ(t) = σ(t)σ′(t), ξt = exp(
w t

0
r0(s)ds),

AT =
w T

0
ξ−1

s [µ− λ]ds,

BT =
w T

0
ξ−1

s [λa(s) + b′(s)r(s)]ds,

CT =
w T

0
ξ−2

s [σ2
0a

2(s) + b′(s)Σ(s)bπ(s)]ds.

文中假定存在κ > 0,对∀t ∈ [0, T ], Σ(t) > κI , I为

单位矩阵.

策略π = {(a(t), b(t)), 0 6 t 6 T}称为允许策
略,如果 a(t)和 b(t)均为定义在[0, T ]上的有界确定
性Borel可测函数,且 a(t) > 0. 记Π(x)为初始盈余

是x的允许策略集.

3 模模模型型型建建建立立立与与与求求求解解解(Modeling and solution)
当保险公司的初始盈余为x,时间水平为T ,策略

为π及实数α ∈ (0, 1)被选定时, 本文记终端盈
余Xπ

T的α分位数为ρ0(α, π, x, T ), 它满足P (Xπ
T 6

ρ0(α, π, x, T )) = α. 利用ρ0可定义Xπ
T的期望亏损

(expected shortfall): ρ1(α, π, x, T ) , E[Xπ
T |Xπ

T 6
ρ0(α, π, x, T )].

定定定义义义 1 (Capital-at-risk) 当初始盈余为x,时间
水平为T , 采取策略π时, 关于ρk(k = 0, 1)的CaR定
义为

CaRk(Xπ
T ) = xξT − ρk(α, π, x, T ).

本文假定α < 0.5, 令Zα为标准正态分布的α分

位数,则有Zα < 0. 根据式(7)∼(9)可得：

ρ0(α, π, x, T ) = ξT (x + AT + BT − |Zα|
√

CT ),

(10)

ρ1(α, π, x, T ) = ξT (x + AT + BT − δ
√

CT ), (11)

其中δ =
1

α
√

2π
e−Z2

α .

保险公司进行投资与购买比例再保险(或获取新
业务)的目的是为了在保证整体风险(包括投资风险
与承保风险)在可接受的水平之下,使得终端盈余的
期望最大.相应于上述两种CaR风险测度,本文考虑
两种均值--CaR模型.

3.1 均均均值值值--CaR0模模模型型型(Mean-CaR0 model)
本小节采用CaR0度量风险,寻找最优策略,即最

优比例再保险–投资组合策略,使保险公司的整体风
险水平在不大于C时使终端盈余的期望最大化, 则
可建立如下优化模型:

max
π∈Π(x)

E[Xπ
T ], s.t. CaR0(Xπ

T ) 6 C. (12)

因为ξT , ξT (x + AT )都是常值,故根据式(8)与式(10)
问题(12)等价于如下问题:

max
π∈Π(x)

BT , s.t. BT − |Zα|
√

CT > G. (13)

其中G = −AT − ξ−1
T C. 为了方便,本文记

Πε(x) := {π ∈ Π(x)|
√

CT = ε, BT − |Zα|ε > G},
‖Φ‖T :=

w T

0
[λ2σ−2

0 + r′(t)Σ−1(t)r(t)]dt.

引引引理理理 1 若‖Φ‖T < |Zα|且G 6 0,取

ε1 =
G

‖Φ‖T −|Zα| ,

则∀ε > ε1, Πε(x) = ∅; 若‖ Φ ‖T < |Zα|且G > 0,
则Πε(x) = ∅;若‖Φ ‖T > |Zα|,取ε2 = max{0, ε1},
则∀ε < ε2, Πε(x) = ∅.
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证证证 对∀ε > 0,考虑优化问题:

max
π∈Π(x)

BT , s.t. CT = ε2. (14)

该问题是带等周约束的变分问题,根据变分原理,利
用拉格朗日乘子法可求得(14)的最优策略为

π∗ε = (a∗ε(t), b
∗
ε(t)),

a∗ε(t) =
ξtλσ−2

0 ε

‖Φ‖T

, b∗ε(t) =
ξtΣ

−1(t)r(t)ε
‖Φ‖T

,
(15)

且最优值为ε ‖Φ‖T . 并且本文容易得到

max
π∈Π(x)

BT − |Zα|
√

CT = ε(‖Φ‖T −|Zα|). (16)

由(16)与Πε(x)的定义易得引理1中的结论. 证毕.

当‖ Φ ‖T < |Zα|且G 6 0时, 优化问题(13)等价
于如下两层优化问题: max

ε∈[0,ε1]
max

π∈Πε(x)
BT . 对任意给

定的ε ∈ [0, ε1],先求解内层优化问题 max
π∈Πε(x)

BT .由

引理1的证明过程易得其最优策略为(15)且最优值
为ε ‖Φ ‖T . 再求解外层优化问题 max

ε∈[0,ε1]
ε ‖Φ ‖T ,其

最优解为ε∗ = ε1, 将ε1替代(15)中的ε, 可得到优化
问题(12)的最优策略:




π∗ = (a∗(t), b∗(t)),

a∗(t) =
ξtλσ−2

0 G

‖Φ‖T (‖Φ‖T −|Zα|) ,

b∗(t) =
ξtΣ

−1(t)r(t)G
‖Φ‖T (‖Φ‖T −|Zα|) .

(17)

该策略下保险公司终端盈余的期望为

EX∗
T =

‖Φ‖T G

‖Φ‖T −|Zα| + ξT (x + AT ), (18)

其中X∗
T为最优策略π∗下保险公司的终端财富.

当‖Φ ‖T < |Zα|且G > 0, 或‖Φ ‖T > |Zα|时, 容
易验证优化问题(13)不存在最优解.

定定定理理理 1 当‖ Φ ‖T < |Zα|且C + ξT AT > 0时,
保险公司最优比例再保险–投资策略由(17)给出.
在此策略下, 所承担的整体风险水平与保险公
司终端盈余的期望值分别为: CaR0(X∗

T ) = C,

EX∗
T =

‖Φ‖T G

‖Φ‖T −|Zα| + ξT (x + AT ).

注注注 1 G 6 0等价于C + ξT AT > 0. 由定理1可知,当

‖Φ‖T −|Zα| < 0且C + ξT AT > 0时, a∗(t), b∗(t), EX∗
T是

关于|Zα|的减函数, 关于C的增函数. 这说明: 随着α的增

加即|Zα|的减少, 或随着所允许的整体风险水平C的增大,

保险公司的比例再保险的自留水平(或获取新业务的水

平)、投资在风险资产上的资金额以及终端盈余的期望都相

应增大.该结论与笔者直觉相符.

定定定义义义 2 当‖ Φ ‖T < |Zα|, C取遍集合[ξT AT ,

+∞)时, 所对应的点(CaR0(X∗
T ),EX∗

T )的集合称为

均值--CaR0有效边界.

定定定理理理 2 当‖Φ‖T < |Zα|且C + ξT AT > 0时,保
险公司的均值--CaR0有效边界为:

EX∗
T =

‖Φ‖T (AT + ξ−1
T CaR0(X∗

T ))
|Zα|− ‖Φ‖T

+ξT (x+AT ),

其中CaR0(X∗
T ) ∈ [−ξT AT ,+∞).

注注注 2 由定理2可知, 保险公司的均值--CaR0有效边

界是一条射线,其随着α的增大而往上移动.当整体风险控

制在最低水平, 即CaR0(X
∗
T ) = −ξT AT时, 保险公司的最

优策略是将全部保险业务转移给再保险公司并且不投资风

险资产,这是监管最严格的情形. 此时期望终端财富最低,

为EX∗
T = ξT (x + AT ).

3.2 均均均值值值--CaR1模模模型型型(Mean-CaR1 model)
此小节采用CaR1度量风险, 在保证保险公司的

整体风险不大于C时, 寻找最优策略使保险公司的
终端盈余的期望最大化,则可建立如下优化模型:

max
π∈Π(x)

E[Xπ
T ], s.t. CaR1(Xπ

T ) 6 C. (19)

定定定理理理 3 当‖Φ‖T < δ且C + ξT AT > 0时,保险
公司的最优风险控制与投资策略为:

π∗ = (a∗(t), b∗(t)),

a∗(t) =
ξtλσ−2

0 G

‖Φ‖T (‖Φ‖T −δ)
,

b∗(t) =
ξtΣ

−1(t)r(t)G
‖Φ‖T (‖Φ‖T −δ)

.

定理3的证明与定理1的推导过程类似,从略.

定定定义义义 3 当‖Φ‖T <δ, C取遍集合[−ξT AT ,+∞)
时,所对应的点(CaR1(X∗

T ),EX∗
T )的集合称为均值--

CaR1有效边界.

定定定理理理 4 当‖Φ‖T < δ且C + ξT AT > 0时,保险
公司的均值--CaR1有效边界为:

EX∗
T =

‖Φ‖T (AT + ξ−1
T CaR1(X∗

T ))
δ− ‖Φ‖T

+ξT (x+AT ),

其中CaR1(X∗
T ) ∈ [−ξT AT ,+∞).

根据定理3与定理4,笔者可得到类似注1与注2的
结论.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文建立了两种均值--CaR模型来研究保险公司

的最优再保险–投资问题,其中假定保险公司的盈余
过程由扩散模型刻画; 其可在任意时刻购买比例再
保险(或获取新业务)且可投资无风险资产与多种风
险资产;风险资产的价格由几何布朗运动驱动.通过
利用分层优化方法和变分法求得了相应模型的最优

比例再保险–投资策略和均值--CaR有效边界的解析
式. 结论表明若所要求的置信水平1− α过高或整体
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风险水平C过小,即对风险管制过严,保险公司不存
在最优比例再保险–投资策略;反之,若对风险管制
过松,保险公司会尽可能少地购买比例再保险,同时
尽可能多地投资风险资产, 这样保险公司所面临的
风险就非常大.因此,保险公司自身或监管部门应该
根据具体情况对风险管理提出合适的要求, 既不应
限制过严,这样不利于保险市场的发展,也不应限制
过松,这样不利于风险控制.

不过本文仍存在一些不足之处, 需要在后续工
作中进一步改进. 1) 本文为了得到最优比例再保
险–投资策略的解析解,假设比例再保险–投资策略
是时间t的确定性函数, 这与实际情况是有偏差的,
需要进一步放宽该条件(如假设为反馈控制); 2) 本
文假设风险资产的价格过程由带漂移的几何布朗

运动刻画, 其轨迹是连续的, 而在现实中风险资产
的价格存在跳跃, 所以可以进一步考虑风险资产的
价格由Lévy过程驱动的情形; 3) 本文的CaR约束仅
是对终端时刻的整体风险进行控制,而更现实的应
该是动态地对风险进行控制,所以将来可以考虑动
态CaR约束的情形.
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