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摘要:针对一般故障特性的部件,优化其有限阶段内更换策略尚无相关模型及有效的解决办法. 本文为路灯维修
问题建立了联合更换部件的多阶段随机策略优化模型. 策略优化难点在于部件更换的相互耦合,且其耦合约束为
难以处理的随机约束. 不同于现有的基于情境松弛随机耦合约束的方法,本文通过引入与决策概率分布相关的乘
子松弛约束,给出概率分布拉格朗日松弛方法(PLR),其乘子数目与指数增长的情境数目无关.本文通过给出了联合
更换分段策略的求解方法及其充分条件,进一步解除各阶段决策之间由于故障率非时齐带来的耦合关系.在实际问
题的数值测试中, PLR同时得到了最优解下界及近优解,可大幅降低当前实际费用;同时验证了该模型及PLR在大
规模策略优化中的有效性.
关键词: 维修;总费用;多部件;联合更换;随机策略优化;概率分布拉格朗日松弛
中图分类号: O221.5 文献标识码: A

Stochastic model for total cost optimization in street lamp maintenance
and its probabilistic Lagrangian relaxation method
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Abstract: Optimization models and algorithms for the maintenance policy of components with general failure modes in
a finite horizon still remain a challenge. This paper provides a multi-stage stochastic model to optimize the joint replace-
ment policy for street lamp components of general failure modes. The major difficulty arises from the stochastic coupling
constraints on different component replacement decisions. Instead of relaxing those constraints based on scenarios as in ex-
isting methods, we propose the probability Lagrangian relaxation method(PLR) by introducing multipliers associated with
the probability distributions of decisions, where the number of multipliers is independent of the exponentially increasing
scenarios. A solution method and its sufficient conditions are also provided for a phase-wise policy structure to decouple
the correlation among stages due to the time-variant failure rates. In numerical testing with real data, the PLR obtains the
lower bound of the optimal solution and a suboptimal solution. The results lead to a significant reduction in the current
maintenance cost, and demonstrate the efficiency of the model and PLR in solving practical problems.

Key words: maintenance; total cost; multi-component; joint replacement; stochastic policy optimization; probabilistic
Lagrangian relaxation

1 引引引言言言(Introduction)
道路照明设施维护费用是政府固定资产维护开

支中仅次于电费的第二大款项[1]. 通过合理的更换
维修策略降低维修合同期限内的总费用成为政府和

服务提供商共同关注的课题.合同式维修服务模式
的兴起使得对有限阶段内总费用优化逐渐成为维修

策略研究的焦点之一[2, 3].
有限阶段内的最优策略通常是与时间相关的非

平稳策略, 不易求解. 目前大多数维修策略优化的
研究仍集中在无限阶段模型下的平稳策略,优化有
限阶段总费用的动态策略模型相对缺乏[4]. 同时由
于故障的随机性和多个零部件之间的耦合关系[5],
其策略求解面临随机组合优化中普遍存在的规模

困境. 维修文献中通常通过假设一定的故障率分
布(如Weibull分布[6]等)或策略结构(如周期型[7]、阈

值型 [8])来简化问题的求解[4]. 本文研究的新型照
明设备的故障率不具备特殊的故障率分布形式; 且
通常情况下, 联合更换零件的策略不具备简单的结
构[9].

本文针对一般性的故障率分布给出了优化总

费用的有限阶段随机组合策略模型. 该模型具有
一定的分解性, 因此可利用基于分解与协调思路
的拉格朗日松弛方法(Lagrangian relaxation, 下文简
称LR)[10]处理大规模问题. LR方法在大规模确定型
问题中得到了广泛有效的应用[11], 但在随机问题
中, 故障这一随机因素影响了问题的分解性质, 进
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而为LR应用于随机问题造成了困难[3]. 文献中采用
了基于情境分析(scenario analysis)的方法[12, 13],将对
随机耦合约束的处理转化为在一系列典型情境下进

行. 这种方法中典型情境的选择成为影响算法效果
的关键[14]. 对于故障较频繁的路灯维修问题而言,
典型情境难以选取, 基于情境的算法复杂度远超计
算允许范围.

本文在所提模型的基础上,给出针对随机决策变
量的概率分布拉格朗日松弛方法(PLR).通过引入与
决策变量概率分布关联的随机乘子, 使得在该随机
策略优化模型下, 状态和决策的组合可以在评价和
寻优阶段被分解,大大降低了计算复杂性. 基于该随
机乘子,给出联合更换最优费用的求解方法. 在实际
规模的算例测试上给出了近优解及最优解的下界.

2 路路路灯灯灯维维维护护护策策策略略略优优优化化化模模模型型型(Optimization
model for street lamp maintenance policy)

2.1 基基基本本本问问问题题题描描描述述述(Basic problem description)
1) 阶段.

维修工作一般以同一路段上的数百至数千盏灯

为一组. 为了保证道路照明的基本要求,损坏的灯头
需要在一定的时间之内被更换[1], 实际中通常至少
以某个固定的时间间隔出车巡修. 例如对已坏路灯
的忍耐时间为一周, 即可将时间按周为时间单位离
散化, 出车巡修及更换灯头的决策因而可建模为离
散时间阶段上的变量. 维修费用的估计与优化通常
限定在一定的合同年限之内,因而可将这一问题建
模为总阶段数为T的随机优化问题.

2) 状态.

某路段需维护的路灯总数为N盏, 出于节能目
的, 选择使用某高频无极灯作为光源. 根据当地的
天气情况和经纬度, 每天需要开启灯的时间平均
为10小时, 灯及其部件的寿命按照该平均点亮时数
以1)中所述离散时间间隔为单位折算.各部件折算
后的寿命(组合)定义为状态.

3) 故障.

高频无极灯由控制器和泡体两个部件组成, N盏

灯的同一种部件的故障为独立同分布.该高频无极
节能灯的测试数据如图1所示,部件故障率随点亮时
数变化的测试数据折合为以周为单位, 并经过了平
滑处理. 图(a)为控制器故障率,图(b)为泡体故障率.

图 1 高频无极灯部件在不同点亮时数下的故障率统计数

Fig. 1 Failure rates with respect to lighting hours

4) 费用.

出车检查和更换部件这两类成本是维修费用中

的主要部分. 出车检查包括人工工时及车辆使用等
成本;更换部件包括部件的价格、回收费用、更换操
作的人工工时等. 出现故障时可单独更换损坏的部
件,其他部件寿命不受影响.考虑到取下整个灯头检
测拆装的工时成本,若其他部件的点亮时间已经较
长,或短期内发生故障的概率较高,如果将其同时更
换有可能更经济.

由于两个部件寿命特征不同,使用中并不能总是
同时更换.随着使用中的更换,同一盏灯的两个部件
所处的状态发生差异,因此优化更换决策需考虑两
者状态的组合特征. 这两个部件的故障率既非时齐
亦非无记忆分布,且特性不相同.平稳策略通常不适
用于这个有限阶段的联合更换问题.要得到对总费
用最优值的估计,需要考察各阶段上的随机决策变
量.

2.2 决决决策策策变变变量量量与与与目目目标标标函函函数数数(Decision variables and
the objective function)
路灯组中灯盏数记为N ; 路灯通常以5000盏

为1组,即N = 5000. 考虑t = 0, · · · , T − 1共T个阶

段的问题;一般的合同期为5年共260周,即T = 260.
第n盏灯的泡体的故障用0-1变量ξn,t来表示, 其值
为1即发生故障的概率为rX

n (t);第n盏灯的控制器的

故障用0–1变量εn,t来表示,其值为1即发生故障的概
率为rY

n (t).

第n盏灯的泡体的更换决策变量记为Xn(t), 控
制器的更换决策变量记为Yn(t). 决策变量Xn(t)和
Yn(t)均为0–1变量; 取值为1时代表需要更换. 每次
出工维修的决策变量记为∆t, 亦为0–1变量, 取值
为1时代表出工维修更换损坏件,反之为零.

每次出工的工时费及成本合计为C,更换一个泡
体的成本为cX,更换一个控制器的成本为cY.

首先考虑一个灯两个部件联合更换的策略. T个

阶段的总费用为

Jn = E
T−1∑
t=0

[C∆t + Xn(t)cX + Yn(t), cY]. (1)
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2.3 约约约束束束及及及条条条件件件(Constraints and conditions)
如果第n盏灯的泡体或控制器失效,则需要更换

该部件,即

ξX
n,t 6 Xn(t), (2)

εY
n,t 6 Yn(t). (3)

由此看出,决策变量Xn(t)和Yn(t)均为随机变量.

只要出故障就需要在同一周内出工维修,所以有

Xn(t)−∆t 6 0, (4)

Yn(t)−∆t 6 0. (5)

约束(4)和(5)为问题的耦合约束. 由于Xn(t), Yn(t)
与∆t均为随机变量,因此耦合约束为随机约束.

3 以以以 PLR 方方方法法法优优优化化化路路路灯灯灯维维维护护护策策策略略略(PLR
method for street lamp maintenance opti-
mization)

3.1 随随随机机机耦耦耦合合合约约约束束束的的的松松松弛弛弛(Relaxation of stochas-
tic coupling constraints)
在确定性问题下,形如该问题的线性耦合约束可

以通过拉格朗日松弛方法, 松弛耦合约束进而有效
求解大规模的优化问题.针对该问题中随机性的耦
合约束,文献中有通过典型情境[12]和期望值模型[15]

这两种对其近似处理进而将原问题近似为确定性问

题的方法. 在路灯维修问题中,由于随机故障的发生
不具备特定的典型模式, 难以选取较少数目的典型
情境;而情境数目随阶段数和部件个数指数增加,因
此难以采用典型情境的方法. 同时由于故障带来的
样本方差较大,期望值模型与原问题差异过大,因而
亦难以直接使用期望值模型. 这里引入与概率分布
相关的乘子以松弛随机耦合约束. 对于左端取值为
离散可数集的随机约束g 6 0,记g的随机样本为gω,

ω ∈ Ω. 引入乘子λ, 其样本λω, ω ∈ Ω的分布律

与随机约束的概率分布一致, 即满足P(λ = λω) =
P(g = gω). 用乘子λ松弛耦合约束g 6 0,则在期望
形式的目标函数中新增的拉格朗日项为

E[λg] =
∑
ω

λωgωP(g = gω).

由于本问题的决策变量均为0-1变量,耦合约束(4)和
(5)的左端的取值均只有3种可能: –1, 0及1. 当且仅
当Xn(t)或Yn(t)取1且∆t取0时, 上述约束为有效约
束, 相应拉格朗日乘子为正值.其余情况下, 该耦合
约束为无效约束,相应拉格朗日乘子为零. 因此,将
上述两个随机耦合约束分别用与其概率分布相关的

乘子λn,t和µn,t松弛,可得到对目标函数(1)的拉格朗
日惩罚项,分别为

E
∑
n,t

λn,t(Xn,t −∆t)

及

E
∑
n,t

µn,t(Yn,t −∆t).

分别记对应于Xn,t −∆t取值–1, 0和1的乘子样本为
λn,t(ω−1), λn,t(ω0)和λn,t(ω1). 由于拉格朗日乘子

λ∗n,t(ω−1) = λ∗n,t(ω0) = 0,

因此有

E
∑
n,t

λn,t(Xn,t −∆t) =
∑
n,t

[λn,t(ω1)P(Xn,t −∆t = 1)] =
∑
n,t

[λn,t(ω1)P(Xn,t = 1)P(∆t = 0)] =
∑
n,t

[λn,t(ω1)EXn,t(1− E∆t)] =
∑
n,t

[λn,t(ω1)(EXn,t − EXn,tE∆t)]. (6)

由于EXn,t,E∆t ∈ [0, 1], 因此有EXn,t − E∆t 6
EXn,t−EXn,tE∆t.用新惩罚项

∑
n,t

λn,t(ω1)(EXn,t−
E∆t)代替原惩罚项进行优化,等价于适度放松原约
束,同时可得到关于决策变量可加的拉格朗日函数,
使之具备分解性. 对耦合约束(5)的惩罚项的处理与
此相同. 因λn,t(ω1)与µn,t(ω1)均为相应乘子唯一的
样本,因此下面简记为λn,t及µn,t.

3.2 拉拉拉格格格朗朗朗日日日分分分解解解(Lagrangian decomposition)
用非负乘子λn,t与µn,t(t = 0, · · · , T − 1)分别松

弛耦合约束(4)和(5),则可构成拉格朗日函数如下:

Ln = E
T−1∑
t=0

[
C∆t + cXXn(t) + cYYn(t)+

λn,t(Xn(t)−∆t) + µn,t(Yn(t)−∆t)] =

E
T−1∑
t=0

[(C − λn,t − µn,t)∆t+

(cX + λn,t)Xn(t) + (cY + µn,t)Yn(t)
]
. (7)

可将上述目标函数中的3项分别表示为

L∆ =
T−1∑
t=0

E(C − λn,t − µn,t)∆t, (8)

LX
n =

T−1∑
t=0

E(cX + λn,t)Xn(t), (9)

LY
n =

T−1∑
t=0

E(cY + µn,t)Yn(t). (10)

下面分别讨论最小化这3个子项的解法.

3.3 出出出车车车维维维修修修子子子问问问题题题(The maintenance visit sub-
problem)
在式(8)中,系数项C−λn,t−µn,t为实数,因此可

将期望变换为只对∆t求期望. 又鉴于∆t为0–1变量,
可进一步将最小化式(8)的问题化简为下面这个最
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小化问题:

min L∆ =
T−1∑
t=0

(C − λn,t − µn,t)P(∆t = 1). (11)

决策变量P(∆t = 1)为在第t周需要出车维修路

灯的概率.因为可以证明[3],无零件故障时不需预防
性的出车更换,所以可知P(∆t = 1)的取值范围为

max{rX
n (t), rY

n (t)} 6 P(∆t = 1) 6
rX

n (t) + rY
n (t)− rX

n (t)rY
n (t). (12)

由于该子问题的目标函数为线性函数,最优解在
约束的边界上取得. 即

P(∆t = 1) =



max{rX
n (t), rY

n (t)}, ηn,t > 0,

rX
n (t) + rY

n (t)− rX
n (t)rY

n (t), ηn,t 6 0,

[0, 1]区间内任意值, ηn,t = 0.

(13)

其中ηn,t = C − λn,t − µn,t. 此解含义为只有当乘
子λn,t与µn,t之和大于一次出车维修的成本C时, 才
需要采取联合更换的策略.

3.4 更更更换换换故故故障障障件件件子子子问问问题题题(Component replacement
subproblems)
式(9)和式(10)有同样的结构, 其中随机变量

Xn(t)和Yn(t)为0–1变量, 因此式(9)和(10)可分别化
简为

LX
n =

T−1∑
t=0

(cX + λn,t)P(Xn(t) = 1), (14)

LY
n =

T−1∑
t=0

(cY + µn,t)P(Yn(t) = 1). (15)

由约束(2)可知,更换概率大于相应故障率,即

rX
n (t) 6 P(Xn(t) = 1), (16)

但不会大于两个零件的叠加故障率,即至少有一个
零件故障才会更换,即

P(Xn(t)=1)6rX
n (t)+rY

n (t)−rX
n (t)rY

n (t). (17)

考虑一种确定性的更换策略.在第t周已知两个

零件是否发生故障的情况下,是否更换是确定性的.
如没有零件损坏, 两个都不换(如前所述, 可以证明
此问题中不需要预防性的更换). 如两个都损坏, 则
都更换.如只有一个零件坏,则可只更换坏零件,或
两个一起换—此时需要决策的变量为选择何种更换
方式. 于是决策变量fX

n (t)可表示为

fX
n (t)=I{Xn(t)=ξn,t}(1−I{Xn(t)=max{ξn,t,εn,t}})+

I{Xn(t)=max{ξn,t,εn,t}}, (18)

其中: IA为示性函数,当事件A为真时取值为1,否则
为零. 若在第t周是否更换泡体只取决于泡体是否发

生故障(即Xn(t) = ξn,t),则fX
n (t)取0,以表示这种不

借机联合更换的策略;若只要泡体或控制器中的一
个发生了故障,便借机更换泡体,这种联合更换策略
对应的fX

n (t)取值为1. 就此也可以看出称这种策略
为确定性策略的原因—–一旦给定了第t周采取某个

策略f ,即fX
n (t) = f ,则有

P[fX
n (t) = f ] = P{Xn(t) = max{ξn,t, εn,t}} =

I{f=0} + (1− I{f=0})I{f=1} = 1, (19)

将式(18)中决策变量fX
n (t)代入式(19)中可得

P(Xn(t) = 1) =

IfX
n (t)=0P(ξn,t = 1) + IfX

n (t)=1P(ξn,t = 1 或

εn,t = 1) =

[1− fX
n (t)]P(ξn,t = 1) + fX

n (t)[P(ξn,t = 1) +

P(εn,t = 1)− P(ξn,t = 1)P(εn,t = 1)]. (20)

由泡体故障率随点亮时间的数据rX
n (t)可知,因为该

故障率以最近一次更换时间为起始点,所以定义其
最近一次更换时间为

t0 = max
06t′6t

Xn,t′t
′. (21)

由于更换变量Xn,t′是一个随机变量, 则最近一
次的更换时间t0为一随机停时. 则该泡体在第t周发

生故障的概率如下:

P (ξn,t = 1) =

ErX
n (t− t0) = EE[rX

n (t− t0)|t0] =
t−1∑
t0=0

P(t0 = sup{τ : X(τ) = 1, τ 6 t− 1}) ·

rX
n (t− t0). (22)

考察上式中的第2项:

P(t0 = sup{t : X(t) = 1}) =

P{X(τ)=0, τ =0, · · · , t0−1;X(t0)=1}=

P{X(t0) = 1}
t0−1∏
τ=0

P[X(τ) = 0] =

{rX
n (t0) + [1− rX

n (t0)]rY
n (t0)fX

n (t0)} ·
t0−1∏
τ=0

{
[1− rX

n (τ)][1− rY
n (τ)] + rY

n (τ)·

[1− rX
n (τ)][1− fX

n (τ)]
}

. (23)

可以看出,泡体在第t周发生故障的概率与之前各周

τ = 0, · · · , t − 1的故障发生和更换决策fX
n (τ)均相

关.方便起见记上式为pX(fX
n (0), · · · , fX

n (t0)).

至此,综合式(20)(22)和(23)泡体的子问题的目标
函数(14)可写为

LX
n =

T−1∑
t=0

(
cX + λn,t

) {(1− fX
n (t))P(ξn,t = 1) +
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fX
n (t) [P (ξn,t = 1) + P(εn,t = 1)−
P (ξn,t = 1) P (εn,t = 1)]} =

T−1∑
t=0

(cX + λn,t){
∑
t

rX
n (t− t0) ·

pX(fX
n (0), · · · , fX

n (t0)) + fX
n (t) ·

[
t−1∑
t0=0

rY
n (t− t0)pY (fY

n (0), · · · , fY
n (t0))−

t−1∑
t0=0

rX
n (t− t0)pX(fX

n (0), · · · , fX
n (t0)) ·

t−1∑
t0=0

rY
n (t− t0)pY (fY

n (0), · · · , fY
n (t0))]}. (24)

由式(24)看出, LX
n中的费用项关于时间段t是可

加的, 因此考虑采用动态规划求解. 但由于各阶段
的费用项均涉及到之前的所有阶段的决策fX

n (τ)和
fY

n (τ), τ = 0, · · · , t − 1,只有将总费用优化问题写
为关于t可加的各阶段的独立费用优化问题的组合,
才能用前向递归的动态规划求解. 这就需要我们将
每一阶段t上的决策fX

n (τ)和fY
n (τ)整理为相互独立

的加和形式. 下面就以此为目的进一步整理子问题
的目标函数. 泡体子问题LY

n可以以类似的方法来构

建.

3.5 阶阶阶 段段段 非非非 可可可 分分分 性性性 及及及 分分分 段段段 次次次 优优优 解解解(Stage-

wise non-decomposability and phase-wise near-

optimal policy)
首先,记

r̄t = [1− rX
n (t)][1− rY

n (t)], (25)

r̂t = rY
n (t)[1− rX

n (t)], (26)

FX(τ) = r̄τ + r̂τf
X
n (τ), (27)

f̄X(t) = rX
n (t) + Rtf

X
n (t), (28)

则可将式(23)化简为

pX(fX
n (0), · · · , fX

n (t)) =

[rX
n (t) + Rtf

X
n (t)]

t−1∏
τ=0

[r̄τ + r̂τ (τ)] =

f̄X(t)
t−1∏
τ=0

FX(τ). (29)

记RX
t = rX

n (t− t0),可将式(24)中相应项化简为
t−1∑
τ=0

RX
τ pX(fX

n (0), · · · , fX
n (τ)) =

f̄X(t)
t−1∑
τ=0

RX
τ

t−1∏
τ=0

FX(τ) =

f̄X(t)RX
0 FX(0)

t−1∏
τ=0

(1 +
RX

τ

RX
0

FX(τ)). (30)

类似地,记RY
t = rY

n (t− t0),有

t−1∑
τ=0

RY
τ pY(fY

n (0), · · · , fY
n (τ)) =

fY(t)RY
0 FY(0)

t−1∏
τ=0

(1 +
RY

τ

RY
0

FY(τ)). (31)

将式(24)化为

LX
n =

T−1∑
t=0

(
cX + λn,t

) {
t−1∑
t0=0

rX
n (t− t0) ·

pX(fX
n (0), · · · , fX

n (t0)) +

fX
n (t)

t−1∑
t0=0

rY
n (t− t0)pY (fY

n (0), · · · , fY
n (t0)) ·

[1−
t−1∑
t0=0

rX
n (t− t0)pX(fX

n (0), · · · , fX
n (t0))] =

T−1∑
t=0

(
cX + λn,t

)
fX(t)RX

0 FX(0) ·
t−1∏
τ=0

(1 +
RX

τ

RX
0

FX(τ)) +
T−1∑
t=0

(
cX + λn,t

) ·

fX
n (t)f̄Y (t)RY

0 FY(0)
t−1∏
τ=0

(1 +
RY

τ

RY
0

FY(τ))−
T−1∑
t=0

(
cX + λn,t

)
fX

n (t)f̄Y (t)RY
0 FY(0) ·

t−1∏
τ=0

(1 +
RY

τ

RY
0

FY(τ))f̄X(t)RX
0 FX(0) ·

t−1∏
τ=0

(1 +
RX

τ

RX
0

FX(τ)), (32)

至此,部件子问题LX
n的阶段费用Ct可写为如下递归

形式:

Ct(fX
n (t)) =

At(fX
n (t))elg A0(f

X
n (0))+···+lg At−1(f

X
n (t−1)) +

Bt(fX
n (t))elg B0(f

X
n (0))+···+lg Bt−1(f

X
n (t−1)) −

Mt(fX
n (t))elg M0(f

X
n (0))+···+lg Mt−1(f

X
n (t−1)). (33)

由贝尔曼最优性原理容易得证下面的命题.

定定定理理理 1 对于各阶段费用函数Ct为递归形式,
且关于决策dt的目标函数为如下形式的问题:

J =
∑
t

Ct(Ct−1(dt−1), dt). (34)

若有每一阶段费用函数关于前(后)一阶段的费用函
数单调,即

Ct−1(dt−1) 6 Ct−1(d′t−1) ⇒6
Ct(Ct−1(dt−1), dt)Ct(Ct−1(d′t−1), dt), (35)

则可以用前(后)向动态规划求解.

考查式(33)中各项: 由ln (1 +
RX

τ

RX
0

FX(τ)) > 0可

知, 若At与Bt为关于Ct−1的单增函数且Mt为关于

Ct−1的单调递减函数,则LX
n的阶段费用Ct关于前一

阶段费用Ct−1单调递增,满足定理1的条件,可用前
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向动态规划法求解. 遗憾的是, 不存在一个关于t的

简单条件满足这一条件.这一点并不难得到直观上
的解释: 由故障率统计曲线(图1)的浴盆形状可知,
其初始阶段的高故障率以及前后两段单调性相反

的特性,使得该问题不存在简单的临界条件满足本
次更换决策与上次更换时刻无关.若控制器在某一
时刻T ′因泡体故障而被联合更换比不更换更经济的

话,必有

C
w T

T ′
rX

n (t−T ′)dt>C
w T

T ′
rX

n (t−t0)dt+cX+λn,t,

(36)
其中t0为控制器上一次更换的时间,如图2所示两个
阴影面积.因此转而寻求子问题的次优解,以及最优
解的下界.

图 2 联合更换分段决策的分界点示意图
Fig. 2 Illustration of the cut-off time of the phase-wise

joint replacement policy

当t > tX0 > TX
0 ,其中TX

0 满足

TX
0 =inf{t : rX

n (t−t0)>rX
n (0)+

cX+λn,t

C
} (37)

时,联合更换控制器的决策较不更换更优. 由此充分
条件可知,存在一个以T0为界的近优分段策略:在[0,

T0 − 1]不联合更换控制器,即fX
n (t) = rX

n (t);在[T0,

T − 1]联合更换控制器,即

fX
n (t) = max{rX

n (t), rY
n (t)}.

对于t0 = 0的情况,即泡体首先发生故障的情况,任
意T ′ > T0都满足(36). 类似地,对于故障率单调递增
的泡体,也可以得到如此联合更换分段决策的分界
点TY

0 :

TY
0 = inf{t : rY

n (t−t0) > rY
n (0)+

cY + µn,t

C
}. (38)

由此分段策略下得到的费用均值为最优服务费用

目标函数的一个上界, 而对应于此解的对偶函数
值q∗为最优服务费用的一个下界.

3.6 算算算法法法流流流程程程及及及结结结果果果讨讨讨论论论(Algorithm and numeri-
cal testing results)
在两个子问题当中,目标函数LX

n和LY
n均含有另

外一个子问题的决策,所以此问题不可分,原因是由
于两个部件故障率时变,使得各阶段的决策相关,继

而导致两个子问题决策具有概率相关性. 采用分段
的次优策略解除了两者之间的耦合关系,进而可以
用次梯度法[10]按如下步骤求解:

步步步骤骤骤 1 初始化. 首先, 将乘子初始值设为λn,t

= µn,t = 0.

步步步骤骤骤 2 求解零件更换子问题. 取t0 = 0, 根据
式(37)和(38)分别搜索子问题分界点TX

0 和TY
0 , 则可

得到相应的故障率新曲线rX(k)
n (t − TX

0 I{t>TX
0 })与

rY (k)
n (t− TY

0 I{t>TY
0 });根据第3.4节计算当前决策下

的子问题的函数值LX
n及相应的LY

n .

步步步骤骤骤 3 求解出车维修子问题.根据式(13)求解
出车子问题P(∆t = 1).

步步步骤骤骤 4 更新乘子. 计算次梯度如下:

g
(k)
X =rX(k)

n (t−TX
0 I{t>TX

0 })−P(∆(k)
t =1), (39)

g
(k)
Y =rY (k)

n (t−TY
0 I{t>TY

0 })−P(∆(k)
t =1). (40)

按下式更新乘子:

λk+1
n,t = λ

(k)
n,t + α(k)g

(k)
X , (41)

µk+1
n,t = µ

(k)
n,t + α(k)g

(k)
Y . (42)

其中步长为

α(k) =
γ(q∗ − q(k))

‖g(k)
X ‖2 + ‖g(k)

Y ‖2
, 0 6 γ 6 1. (43)

其中乘子的初始值采用最优乘子的临界值设置法[3],
即令

λ∗n,t =
cXC

cX + cY
, µ∗n,t =

cYC

cX + cY
, (44)

将其代入式(37)和(38)则可得q∗.

步步步骤骤骤 5 判断停止准则. 若不满足停止条件(收
敛或到达最大迭代次数),则更新乘子并返回步骤 2.

暂时不考虑部件可回收部分的价值残余及维修,
按某厂实际成本项给出参数cX = 125, cY = 45,
C = 18550. 目前N = 5000盏灯, 两类部件的故
障各自为独立同分布. 若将每盏灯单独建模, 则
分解后将得到5000个完全相同的控制器子问题
和5000个完全相同的泡体子问题. 因此可将5000盏
灯的两个部件分别作为一个整体建模,其总体故障
率rX(t)与rY(t)可依下式分别估计:

rX/Y(t) ≈ 1− (
1− rX/Y

n (t)
)N

. (45)

将5000盏路灯的器件故障率建模为总体故障率
rX(t)与rY(t)后, 上述优化模型中N = 1, 故式中
变量下标n可以省略,此时得到的费用估计为实际费
用的下界.

依上述步骤, PLR在9次迭代停止更新, 得到分
段策略下的最优费用为5年共计4873836元, 平均
每年974767.2元,并有下界为5年3866290元,平均每
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年773258元. 依据该结果, 在5年的维护服务中用
于5000盏路灯的期望维护成本可以做到每年不高
于100万. 即使在无法得到最优策略的情况下,分段
策略的维护成本表明现行批次更换每年约370万的
实际费用仍有大幅缩减空间.

4 结结结论论论(Conclusion)
针对合同期内路灯维修总费用优化问题,本文提

供了有限阶段内联合更换随机策略模型及相应的概

率分布拉格朗日松弛方法(PLR).模型对部件故障率
分布无特殊假设,可直接利用部件的故障统计数据;
对策略结构亦无周期性或平稳性的假设, 可直接优
化非平稳策略.概率分布拉格朗日松弛算法中所需
的乘子数目与问题规模(阶段数目、部件个数)成线
性关系,不随随机样本个数增加而增加.

对于一盏路灯的多个部件, 其联合更换策略可
通过分解为相应子问题迭代求解. 对于实际问题中
部件故障率随时间变化的情况, 给出了分段策略最
优的充分条件及求解分段点的方法. 对于N (N =
5000)个相同规格的路灯, 2N个子问题中N个相同

部件的子问题完全相同,因而可合并处理,采用将独
立同分布的部件建模为一个串行系统,仍通过分解
为两个子问题寻优, 其故障率分别为相应的串行系
统的故障率.该转化后的模型下所求得最优策略下
的费用为转化前2N个子问题对应最优费用的下界,
在无联合更换,只有故障更换决策的情况下两模型
所得最优费用期望值相等. 实际数据的测试表明迭
代过程以较少的步数即可得到近优解, 该解较现行
策略有大幅度改善.

所得近优解与下界的对偶间距表明, 通过改
进PLR算法仍有可能进一步改善策略性能. 后续研
究中,有待基于一般性的问题及参数,对PLR方法进
行更充分的测试、比较与改进.
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