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摘要:本文研究了一类基于动态补偿的非线性系统的近似最优PD控制的问题.用微分方程的逐次逼近理论将
非线性系统的最优控制问题转化为求解线性非齐次两点边值序列问题,并提供了从时域最优状态反馈到频域最
优PD控制器参数的优化方法,从而获取系统最优的动态补偿网络,设计出最优PD整定参数,给出其实现算法. 最后
仿真示例将所提出的方法与传统的线性二次型调节器(LQR)逐次逼近方法相比较,表明该方法具有良好的动态性
能和鲁棒性.
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Abstract: We consider the approximate optimal PD control for nonlinear systems based on the dynamic compensation.
By using the successive approximation theory of differential equations, the original optimal control problem of nonlinear
systems is transformed into a sequence of non-homogeneous linear two-point-boundary-value(TPBV) problems, which
converts the optimization of the state variables feedback in the time domain into the optimization of PD controller param-
eters in the frequency domain. According to this method, the system optimal dynamic compensation network is obtained;
the optimally tuned parameters of PD controller are designed and the realization algorithm is developed. Simulations show
that the result is more robust and with better dynamic performance than that obtained by successively approximating the
traditional linear quadratic regulator(LQR).
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性系统广泛存在于实际系统中, 随着对控

制系统的性能和精度要求的提高, 为了改善系统的
性能, 实现高质量的控制, 对非线性系统需要采用
非线性控制方案设计控制器. 对非线性系统的最优
控制问题,根据极大值原理导致求解一个非线性的
两点边值问题.一般来说, 除最简单的情况外, 其解
析解一般不存在. 此外, 最优控制器的设计是基于
精确数学模型的, 当系统面对参数摄动、未建模动
态以及外界扰动等不确定因素时, 以标称系统为基
础设计的最优控制系统的性能指标就会偏离原最

优值,甚至不稳定,所以人们一般采取近似解法. 目
前,在非线性系统的最优控制方面,典型的近似方法
有Galerkin逐次逼近法[1]、级数展开法[2,3]、SDRE迭
代解法[4,5]、准线性化方法[6]、梯度法[7]、逐次逼近

方法[8,9]等.
工程中广泛应用基于输出反馈的PD控制器, 因

为PD控制器结构简单、工作稳定、鲁棒性较强, 容
易硬件实现, 可改善系统的相对稳定度, 使频宽增
加,因而可改善系统暂态响应,广泛应用于冶金、化
工、电力、机械等工业过程控制.
本文通过把微分方程的逐次逼近方法[8,9]与二次

型PD参数最优设计方法相结合,将非线性系统的最
优控制问题转化为求解线性非齐次两点边值序列问

题,并提供了从时域最优状态反馈到频域最优PD控
制器参数的优化方法, 获取系统最优的动态补偿网
络,给出其实现算法. 解决了一般状态控制器的不能
完全获得状态变量的信息问题.本文所提方法不依
赖被控对象模型, 并且在工程上有非常直观的物理
意义.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑一般非线性系统



ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(x), t > t0,

x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),

(1)

其中: x ∈ Rn为状态向量; u ∈ Rr为控制向量; y ∈
Rm为输出向量; f(x)为非线性项; A,B和C为适当

维数的常量矩阵, (A,B)为完全能控的. 假设f(x)满
足下列条件:{

‖f(x)‖ 6 α‖x‖,
‖f(x)− f(x̂)‖ 6 β‖x− x̂‖, ∀x, x̂ ∈ Rn,

(2)

其中α和β为正常数.

本文选取如下形式的二次型性能指标:

J =
1
2
xT(tf)Qfx(tf) +

1
2

w tf

t0
[xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)]dt, (3)

其中: 终端时刻tf固定,满足P (tf)=Qf , Qf为系统加

权矩阵; Q,Qf ∈Rn×n为半正定对称矩阵; R∈Rr×r

为正定对称矩阵. 问题是寻找最优控制u∗(t)使J在

约束(1)下取最小值. 根据极大值原理, 系统(1)关于
式(3)的最优控制律为

u(t) = −R−1BTλ(t), (4)

其中λ(t)为下面非齐次两点边值问题的解:



− λ̇(t)=Qx(t)+ATλ(t)+fT
x (x)λ(t),

ẋ(t)=Ax(t)− Sλ(t)+f(x), t0 < t 6 tf ,

x(t0)=x0 , λ(tf)=Qfx(tf),

(5)

其中: S = BR−1BT, fT
x (x) =

∂fT(x)
∂x

, 对于非线

性两点边值问题(5),除个别情况外,一般其解析解是
不存在的. 下面给出求解两点边值问题的逐次逼近
法和最优控制律的近似设计方法.

3 最最最优优优控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Design of optimal con-
troller)

3.1 有有有限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制律律律设设设计计计(Design of optimal
controller in finite time)
定定定理理理 1 系统(1)描述的系统关于性能指标(3)

的最优控制问题,最优控制律可由下式确定:

u∗(t) = −R−1BT[P (t)x(t) + g(t)], (6)

其中: P (t)是Riccati矩阵微分方程{
− Ṗ (t)=ATP (t)+P (t)A−P (t)SP (t)+Q,

P (tf)=Qf

(7)

的唯一半正定解, g(t) ∈ Rn为待求的共态向量. g(t)

满足

ġ(t) = [P (t)S −AT − fT
x (x)]g(t)−

P (t)f(x)− fT
x (x)P (t)x(t), (8)

x(t)满足

ẋ(t) = [A− SP (t)]x(t)− Sg(t) + f(x), (9)

边界条件为

g(tf) = 0, x(t0) = x0. (10)

证证证 令

λ(t) = P (t)x(t) + g(t), (11)

其中: P (t), g(t)是待定参数, 对式(11)两边求导数,
并将式(1)和式(5)的第2项代入可得

λ̇(t) = [Ṗ (t) + P (t)A− P (t)SP (t)]x(t)−
P (t)Sg(t) + ġ(t) + P (t)f(x). (12)

将式(11)代人式(5)得

−λ̇(t) = [Q + ATP (t)]x(t) + ATg(t) +

fT
x (x)[P (t)x(t) + g(t)]. (13)

并和式(12)相加,可导出Riccati矩阵微分方程(7)和伴
随方程(8). 将式(11)代入式(4),得到唯一的最优扰动
抑制控制律(6). 将式(11)代入式(5)的第2式, 可得系
统状态方程{

ẋ(t) = [A− SP (t)]x(t)− Sg(t) + f(x),

x(t0) = x0.
(14)

方程(7)是关于P (t)的Riccati矩阵微分方程,有唯
一的半正定解. 为求解由式(8)和式(9)确定的两点边
值问题,构造伴随向量族{g(k)(t)}:



g(0)(t) ≡ 0,

−ġ(k)(t)=[AT−P (t)S]g(k)(t)+P (t)f(x(k−1))+

Y (k−1)[P (t)x(k−1)(t)+g(k−1)(t)],

g(k)(tf) = 0, k = 1, 2, · · · .

(15)

状态向量族{x(k)(t)}:



x(0)(t) ≡ 0,

ẋ(k)(t)= [A− SP (t)]x(k)(t)−Sg(k)(t)+

f(x(k−1)),

x(k)(t0) = x0, k = 1, 2, · · · ,

(16)

其中: Y (k) =
∂fT(x(k))

∂x(k)
, 因此, 其相应的最优控制

序列{u(k)(t)},即得到非线性逐次逼近最优控制律

u(k)(t) = −R−1BT[P (t)x(k)(t) + g(k)(t)],

k = 1, 2, · · · .
(17)
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对于第k次的最优控制问题, P (t), x(k−1), f(x(k−1))
和Y (k−1)都为已知函数, 通过反向积分可以解出
g(k)(t),从而得到第k次逼近的最优控制.再将g(k)(t)
代入式 (12), 通过积分可以解出x(k)(t). 分别将
{x(k)(t)}和{g(k)(t)}视为CN [t0, tf ]的一个序列. 可
以证明[11], 两点边值问题式(15)和式(16)的解序列
{g(k)(t)}和{x(k)(t)}是一致收敛的:

lim
k→∞

g(k)(t) = g(t), lim
k→∞

x(k)(t) = x(t). (18)

事实上笔者无法求得当k → ∞时该问题的解,在实
际应用中可取k = N , 即将第N次的结果近似为该

问题的解,从而得到N阶系统近似最优控制律,即

uN(t) = −R−1BT[P (t)x(t) + g(N)(t)]. (19)

因式(17)的解序列{u(k)(t)}是与{x(k)(t)}, {g(k)(t)}
相关的,所以它也是一致收敛的. 当k → ∞时,状态
向量序列{x(k)(t)}的极限x∗(t)即为最优状态轨线,
控制向量序列{u(k)(t)}的极限u∗(t)即为最优跟踪控
制律(6),即

u∗(t) = −R−1BT lim
k→∞

[P (t)x(k)(t) + g(k)(t)] =

−R−1BT[P (t)x(t) + lim
k→∞

g(k)(t)]. (20)

证毕.

注注注 1 在实际的控制器设计中,只需解一次Riccati矩

阵方程(7),所以在最优控制律(19)中,线性最优控制部分的

计算是精确的,只有g(N)(t)是近似的,用来补偿系统中非线

性部分.

3.2 无无无限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制律律律设设设计计计(Design of optimal
controller in infinite time)
对系统(1)的最优控制问题, 也可以类似讨论无

限时域的情形(N → ∞). 当矩阵G至少有一个特征

值在虚轴上时, 持续外部扰动w将趋向于等幅振荡,
所以其状态向量x和控制向量u至少有一个不趋于

零,如果选择通常的无限时域二次型性能指标,其性
能指标函数是不收敛的. 因此,可选取下列二次型平
均性能指标:

J = lim
T→∞

1
T

w T

t0
(xTQx + uTRu)dt. (21)

而对于外系统(3)为渐近稳定的情况,可选取常规的
无限时域二次型性能指标

J =
w ∞

t0
(xTQx + uTRu)dt. (22)

当性能指标为(21)(22)时,其最优控制的推导过程和
形式是一样的.

在(A,B)能控和(A,Q
1
2 )能观测的假设条件下,

前馈–反馈最优控制律和相应的次优控制律分别为:

u∗(t) = −R−1BT[Px(t) + g(∞)(t)], (23)

uN(t) = −R−1BT[Px(t) + g(N)(t)], (24)

其中: P为Riccati矩阵方程

ATP + PA− PSP + Q = 0 (25)

的唯一正定解;无限时域的g(k)(t)满足



g(0)(t) ≡ 0,

ġ(k)(t) = (PS −AT − Y (k−1))g(k)(t)−
Pf(x(k−1))− Y (k−1)Px(k−1)(t),

g(k)(∞) = 0, k = 1, 2, · · · .

(26)

x(k)(t)满足



x(0)(t) ≡ 0,

ẋ(k)(t) = (A− SP )x(k)(t)−
Sg(k)(t) + f(x(k−1)),

x(k)(t0) = x0, k = 1, 2, · · · .

(27)

在控制器的实际设计中, 最优控制律(23)的计算过
程和N的确定方法与最优控制律(19)的算法类似.

4 无无无限限限时时时域域域最最最优优优PD反反反馈馈馈输输输出出出补补补偿偿偿网网网络络络的的的
设设设计计计(Design of optimal output PD feedback
compensation network in infinite horizon)

4.1 输输输出出出反反反馈馈馈最最最优优优控控控制制制(Optimal control of output
feedback)
在实际系统中, 一般的系统仍然用状态进行反

馈,这在实际应用中是会遇到困难的,因为测量所有
的状态有时是不可能或不实际的, 状态反馈要求对
所有的状态由理想的传感器测量, 而实际的传感器
有着有限的频带宽度.有时系统的状态不是实际的
物理量, 测量所有的状态在技术上和经济上也存在
着问题.除了测量问题,每个反馈环节都需要实际硬
件或计算机控制软件,增加了系统的复杂性,降低了
系统的可靠性. 假如一个传感器发生故障,整个系统
变得不稳定了. 系统的状态反馈结构图如图1所示:

图 1 系统状态反馈控制的结构图

Fig. 1 The structure diagram of the state-feedback system

其中K = −R−1BTP是系统状态反馈系数.

输出变量可直接测量得到,而且在大多数情况下
具有明确的物理意义,所以输出反馈是一种在技术
上易于实现的常用的反馈方式. 在实际工程中,为了
使系统达到所要求的性能指标,需要同时引入串联
校正网络, 也就是本文提到的PD控制器. 对于定常
线性系统,输出反馈不改变系统的能控性和能观性.
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4.2 最最最优优优PD控控控制制制设设设计计计(Design of optimal control
PD)
在经典的自动控制理利用超前校正、滞后校

正、PID校正以及其他校正装置来代替常规的比例
控制,转化为状态空间表示方法,就是利用动态输出
反馈补偿最优控制取代一般静态输出反馈控制,结
果表明,基于动态补偿的最优控制其性能指标明显
优于静态输出反馈补偿的最优控制性能指标,而且
还能改善系统的其它动态性能及稳态性能, PD控制
器中的微分控制规律,能够反映信号的变化趋势,产
生有效的早期修正信号,以增加系统的阻尼程度,从
而改善系统的稳定度.

采用PD反馈控制有降低被包围环节非线性特性
影响的功能.反馈校正在一般情况下也可以减弱非
线性特性对系统的影响,基于动态补偿的闭环输出
反馈系统可设计的参数增多, 因而设计的自由度增
大,并能使设计的系统满足更高性能要求.

由系统最优控制律(19), 得到系统二次型(LQR)
最优控制结构图(如图2所示).

图 2 二次型最优调节器(LQR)的结构

Fig. 2 Structure of quadratic optimal regulator (LQR)

由非线性系统最优控制律(19)可知,非线性系统
反馈是线性部分P (t)x(t)和非线性部分g(N)(t)的叠
加, 对于系统的线性部分, 可以将其转换为频域形
式. 补偿网络一般是在频域或复频域内设计的, 频
域分析具有直观方便的优点,并且闭环系统的性能
指标可以直接或间接地在频域内得以反映.因而将
LQR和PD控制器都转化为频域形式. 令干扰信号为
零,在假设系统初始状态为零的情况下,可以得出频
域下的系统线性部分结构如图3所示.

图 3 二次型最优调节器(LQR)的结构
Fig. 3 Linear part of the system structure in frequency

domain

其中R(s)是输入信号.由图3得到系统线性部分的闭
环传递函数矩阵

φ(s) =
Y (s)
R(s)

=
C(sI −A)−1B

I −K(sI −A)−1B
. (28)

将系统的状态反馈部分设计成为如图4所示的基
于输出反馈的PD闭环控制系统,即

图 4 二次型最优调节器(LQR)的结构
Fig. 4 System structure of PD output feedback closed-loop

control

其中: G(s)是PD控制器传递函数矩阵,在PD控制下
系统的闭环传递函数矩阵

φ(s) =
Y (s)
R(s)

=
C(sI −A)−1B

I −G(s)C(sI −A)−1B
. (29)

因为在优化意义下, PD控制从形式上能够代替
LQR控制,则它们的闭环传递函数矩阵相等,于是得
到PD控制器传递函数

G(s) =
K(sI−A)−1B

C(sI−A)−1B
= KP(1 + TDS), (30)

其中: KP表示比例系数, TD表示微分时间常数.

对于确定系统的时域状态空间描述,由线性二次
型最优控制算法可以得到最优反馈系数K, 由系数
K可对应求出最优的PD控制器矩阵G(s)的比例系
数KP和微分时间常数TD. 于是, PD控制器输出反馈
的控制规律为

u(t) = KPy(t) + KPTD

dy(t)
dt

. (31)

因此,系统的状态方程可变化为

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(x) =

(A + BKPC)x(t) + BKPTDCẋ(t) + f(x). (32)

即

ẋ(t) = (I −BKPTDC)−1(A + BKPC)x(t) +

(I −BKPTDC)−1f(x). (33)

于是,得到PD反馈控制器

u(t) = (KPC + KPTDC)(I −BKPTDC)−1

(A + BKPC)x(t) +

KPTDC × (I −BKPTDC)−1f(x). (34)

采用PD反馈控制器方法具有与LQR最优状态反
馈控制同样好的鲁棒性,并且将时域最优控制转化
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到频域更符合传统的工程设计方法.

5 仿仿仿真真真示示示例例例(Simulation examples)
考虑由式(1)描述的非线性系统,其中:




A =

[
0 1
−1 −0.47

]
, B =

[
0
1

]
, C = [1 0],

f(x) =

[
x1 x2

x2
1 − x2

2

]
,

[
x1(0)
x2(0)

]
=

[
1
0

]
.

(35)

系统的最优控制性能指标(3)的参数选择

Q =

(
1 0
0 1

)
, R = 1. (36)

按照本文所提出的动态补偿设计方法, PD反馈控制
传递函数可计算得到

G(s) =
K(sI −A)−1B

C(sI −A)−1B
= KP(1 + TDS) =

−0.4142− 0.9615s,

其设计参数中比例系数KP和微分时间系数TD分别

为: KP = −0.4142, TD = 2.3215,从而得到PD反馈
控制器

u(t) = [0 − 0.1357]x(t) + [−0.9615 0]f(x).

比较非线性系统LQR最优状态反馈和PD反馈控制
器方法,得到仿真曲线如下图5∼8所示.

图 5 状态变量x1(t)的仿真曲线

Fig. 5 Simulation curves of state variables x1(t)

图 6 系统变量x2(t)的仿真曲线

Fig. 6 Simulation curves of state variables x2(t)

图 7 系统控制变量u(t)的仿真曲线

Fig. 7 Simulation curves of control variables u(t)

图 8 系统性能指标J(t)的仿真曲线

Fig. 8 Simulation curves of performance J(t)

由图5和图6可以看出, 在采用基于动态补偿的
PD控制方法时, 系统状态变量x(t)在超调量、响应
时间方面的性能要显著优于采用逐次逼近方法时的

结果,并且具有更好的动态性能功能和鲁棒性. 由图
8可以明显看出PD控制的性能指标优于LQR控制,
因此,本文所设计的控制方法在非线性控制中比传
统的LQR方法具有一定的有效性和优越性.

6 结结结论论论(Conclusion)
针对一类非线性系统,本文利用非线性系统微分

方程的逐次逼近理论和输出反馈理论,提出了具有
结构简单、工作稳定、鲁棒性较强, 容易硬件实现,
可改善系统的相对稳定度的PD控制器参数的优化
方法, 获取系统最优的动态补偿网络, 设计出最优
PD整定参数,并解决了一般状态控制器的不能完全
获得状态变量的信息问题.最后仿真示例表明该方
法具有良好的动态性能,验证了该方法的有效性和
优越性. 本文所提方法不依赖被控对象模型,并且在
工程上有非常直观的物理意义.
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