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摘要:本文探讨任意有向通讯网络条件下二阶线性多个体动力学系统的渐近性质及其与系统结构的关系.二阶
多个体系统的平衡态可以用惯性概念描述. 当系统位置控制系数与速度控制系数满足一定的关系时系统将趋于惯
性状态. 独立基本子系统趋于自身的位置一致惯性状态,这一状态由子系统状态初值以及其Laplacian零特征根左特
征向量所确定;非独立子系统中个体的惯性状态在独立基本子系统位置一致惯性状态所决定的凸集内.
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Abstract: This paper investigates the asymptotical behavior of second-order linear multi-agent dynamic systems in a
direct communication network, and the configuration relation between those systems and the system structure. We use the
notion of inertia in classical mechanism to describe the asymptotic behavior of second-order systems. When the parameters
of position-control and the parameters of velocity-control of the system satisfy some conditions, the system approaches
to the inertia-state. Meanwhile, the basic independent systems uniformly approach to the individual inertia-states which
are determined by system initial-conditions and Laplacian left-eigenvectors associated with the zero eigenvalue; while the
dependent systems reach some inertia-states in the convex-combination of individual inertia-states of independent systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
1987年Reynolds[1]提出了一个人工鸟模型. 每个

人工鸟遵循以下3个行为规则: 1) 避免碰撞; 2) 速
度匹配; 3) 聚集倾向. 文献[1]是Swarm现象研究的
先驱之一. 当代Swarm 研究通常采用模拟方法. 容
易看出大多数Swarm模型本质上是微分动力学模
型, 而计算机模拟不过是未作精度控制的欧拉法.
1995年Vicsek[2]给出了一个基于飞行角度匹配规则

的鸟群运动状态同步模型.

2004年Olfati-Saber[3]研究了线性动力学模型:

ẋi =
∑

aj∈N(ai)

γij(xi − xj), (1)

其中: ai(i = 1, · · · , n)是个体, xi是ai的状态, N(ai)
为影响ai状态变化的个体集合, 称为ai的信源集合.
令A为个体的集合,定义

E = {(ai, aj)| ai ∈ A; aj ∈ N(ai)} ,

有向图G =< A, E >称为系统的通讯网络.

文献[3]的一个主要结论是: i) γij < 0; ii) G强连

通,则系统中所有个体趋于状态一致.这项研究开启
了理论上探究非对称多个体系统整体行为的大门,
其中文献[4∼8]将式(1)作为基本模型,循着一般化的
线索展开深入探讨.

对G不一定强连通的一般情形, 文献[3]还给出
了γij < 0时, 系统将趋于平衡态. 文献[4]进一步给
出了系统平衡态为一致状态的充分必要条件: G准

强连通(QSC), 也即G存在这样的结点aj , 该结点到
G上任意结点ai(6= aj)均存在路径.

文献[5]则从更一般的角度研究了系统(1)的平衡
态,也即任意有向网络条件下系统的平衡态,揭示了
系统(1)的平衡态具有以下特性:

1) 系统可以按通讯网络G分解为基本子系统的

组成结构，基本子系统分为独立基本子系统和非独

立基本子系统;
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2) 独立基本子系统将趋于自身的平衡态, 独立
基本子系统的平衡态所有个体状态一致.因此这一
状态也可视作独立基本子系统的平衡态;

3) 非独立子系统中个体平衡态是系统独立基本
子系统平衡态凸组合.

工程问题经常涉及位置和速度两个状态的匹

配. 早在2005年Ren和Atkins将系统(1)推广为二阶模
型[6]

v̇i =
∑

aj∈N(ai)

γij [wx(xi − xj) + wv(vi − vj)] , (2)

xi为ai的位置, vi为ai的速度, wx, wv > 0分别称为
位置匹配系数和速度匹配系数.
在同样约定γij<0前提下,文献[6, 7]给出了系统

(2)个体趋于状态一致的充分必要条件. 文献[6, 7]
用G存在有向生成树描述系统(2)状态一致对通讯网
络G的要求, 笔者觉察到这与G准强连通[4]只是术

语不同,尝试用文献[5]的矩阵分析方法研究二阶系
统,得到了与文献[6, 7]相一致的结论[8].
本文则在文献[5, 8]的基础上进一步研究任意

有向网络条件下二阶系统(2)的平衡态及其与系统
通讯结构的关系. 研究表明: 二阶协同动力学系
统(2)具备与系统(1)相似的“平衡态特性”.

2 通通通讯讯讯结结结构构构(Communication structure)
令x = (x1, · · · , xn)T, vi = (v1, · · · , vn)T =

(ẋ1, · · · , ẋn)T, xi, vi ∈ Rm,系统(1)写为矩阵向量

ẋ = (L⊗ Im)x;

系统(2)写为矩阵向量:

d
dt

[
x

v

]
=(H ⊗ Im)

[
x

v

]
, H =

[
0 I

wxL wvL

]
. (3)

L = [lij]为系统的Laplacian矩阵; H称为基于L

的二阶系统系数矩阵. L的元素具有性质:

lii =
n∑

as∈N(ai)

γis, lij =

{
−γij, aj ∈ N(ai),
0, aj /∈ N(ai),

j 6= i.

定定定义义义 1 多个体动力学系统(1)和(2)中γij符号

均相同, 称系统的控制规则是单纯的; 如果还有γij

< 0,则系统的控制规则是单纯的状态匹配规则,此
时称系统为多个体状态协同动力学系统.

由定义易得以下命题.

命命命题题题 1 系统(1)和(2)的控制规则是单纯的, 等
价于Laplacian L行零和对角占优,也即:

1) 行零和:
n∑

j=1

lij = 0;

2) 非严格对角占优(=成立): |lii| >
∑
j 6=i

|lij|且对
角元素符号相同. 此时称L是单纯类型行零和对角

占优矩阵.

如果系统的控制规则是单纯的状态匹配规则,
则L的对角元素均非正.

定定定义义义 2[9] M11,M22为阶大于等于1的方阵. 如
果存在置换矩阵P使得PTMP为三角分块矩阵,
M是可约,否则M就为不可约的.

PTMP =

(
M11 0
M21 M22

)
.

定定定义义义 3[9] 图 Γ (M) =< A,M, E >称为矩阵

M = [mij]n×n的矩阵图. A = {ai|i = 1, · · · , n}为
Γ (M)的结点集, E={(ai, aj)|ai, aj∈A; mij 6=0}是
Γ (M))边的集合.

引引引理理理 1[9] M不可约等价于Γ (M)强连通.

可约矩阵可置换为三角分块结构, P为置换

L′ = PLPT =


L11

. . .

Lpp

Lp+1,1

...
Lp+q,1

Lp+1,p

...
Lp+q,p

Lp+1,p+1

...
. . .

Lp+1,p+1 · · · Lp+1,p+q




,
(4)

其中对角线矩阵块Lss为ns × ns不可约方阵.

式(4)称为Frobenius标准型. 称对角块Lss为L的

Frobenius块.
1 6 s 6 p: 由于∀r 6= s, Lsr = 0,因此称Lss为

独立块.
p + 1 6 s 6 p + q: 由于∃r < s, Lsr 6= 0,因此

称Lss为非独立块.

命命命题题题 2 L的Frobenius标准型为式(4),则

H ′ = PHPT =


H11 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . Hpp 0 . . . 0

Hp+1,1 . . . Hp+1,p Hp+1,p+1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
Hq+p,1 . . . Hq+p,p Hq+p,p+1 . . . Hq+p,q+p




(5)

是H的Frobenius标准型,其中




j = i : Hii =

(
0 I

wxLii wvLii

)
,

j < i : Hij =

(
0 0

wxLij wvLij

)
.

(6)

证证证 令L的Frobenius的标准型形式为式(4), 则
可将H相应地置换为式(5). 由Lii的不可约性, 易
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知Hii不可约,因此式(5)是H的Frobenius标准型.

证毕.

L′ =




L11

. . .

Lpp

C1 · · · Cp B




, H ′=




H11

. . .

Hpp

D1 · · · Dp E




(7)

为非独立块合并后L和H的Frobenius标准型. B为

L 合并非独立块, Ci = (Lp+1,i, · · · , Lp+q,i)T 为 B

相对于Lii的通讯块. E为H合并非独立块, Di =
(Hp+1,i, · · · ,Hp+q,i)T为E相对于Hii的通讯块.

H的Frobenius标准型(5)清晰地反映了系统(3)的
结构. 由于总是可以通过个体编号置换的方法将系
统(3)的L和H矩阵置换为Frobenius标准型, 因此总
是假定L和H是Frobenius标准型.

定定定义义义 4 系统(3)的系数矩阵H为Frobenius标
准型(5), Hii(i = 1, · · · , p)是独立块, Hjj(j =
p + 1, · · · , p + q)是非独立块, E是合并非独立块,
Di为E相对于独立块Hii的通讯块. 令

i) ξ̇i = Hiiξi;

ii) ξ̇j = Hjjξj +
j−1∑
s=1

Hjsξs;

iii) ξ̇E = EξE +
p∑

i=1

Diξi.

i)称为独立基本子系统, ii)称为非独立基本子系
统, i)和ii)统称基本子系统. iii)称为合并非独立子系
统.

为反映状态变量所对应的子系统, 状态变量采
用双下标.对二阶系统, xsr, vsr分别表示s子系统的

第r个体的位置状态和速度状态.

ξs = (xs, vs)T = (xs1, · · · , xsns
, vs1, · · · , vsns

)T

为系统s子系统的状态向量. ns为子系统的个体数.

3 系系系数数数矩矩矩阵阵阵(Coefficient matrix)
由Gersgorin圆盘定理[9],易得以下命题.

引引引理理理 2[3] L是行零和对角占优矩阵且对角元

素均为负, L非零特征根的实部为负.

Olfati-Saber[3] 还证明了 L是单纯类型的行零和

对角占优矩阵且G强连通, 则L的欠秩数为1, 零特
征根是单根.结合引理1,这实际上给出了:

引引引理理理 3 L是单纯类型的行零和对角占优矩阵,
则其独立块Lii欠秩数为1且零特征根是单根.

利用引理3,文献[8]证明了L的以下性质.

引引引理理理 4[8] L是单纯类型的行零和对角占优矩

阵,则其独立块Lii零特征根归一化左特征向量:

ρT
i = (ρi1, · · · , ρini

), ρT
i Lii = 0,

ni∑
s=1

ρis = 1

是唯一确定的正向量.

现在证明本文要用的L的以下重要性质.

命命命题题题 3 L是单纯类型的行零和对角占优矩阵,
则其非独立块Ljj(j = p + 1, · · · , p + q)满秩;合并
非独立块B满秩,并且

0 6 −B−1Ci1 6 1,
p∑

i=1

−B−1Ci1 = 1,
i = 1, · · · , p.

证证证 L行零和对角占优矩阵, 非独立块Ljj不可

约对角占优. 由于存在Ljs 6= 0(s < j), 因此Ljj存

在严格对角占优行. 根据Tuassky定理[9]: 不可约对
角占优矩阵如果存在严格对角占优行则满秩, 因
而Ljj满秩. B是三角分块矩阵,因此B满秩.

根据L行零和对角占优性, 用L的i行对j行进行

Gauss行消元,消元后j行p列元素

l′jp = ljp − (lji/lii) lip = ljp − (lip/lii) lji,

l′jp = ljp + kplji, 0 6 kp 6 1.

p 6= j, ljp, lji同为j行非对角元素,符号相同,又
kp > 0, 因此l′jp取ljp符号. p = j, |ljj|> |lji|, 又kj 6
1, 因此l′jp也取ljp符号. 证得对L进行行消元不改变

矩阵元素的符号方向.

令G是针对式(7)中B所在行的行消元变换, 使
GB为对角矩阵. 消元后左乘(GB)−1,

(GB)−1(GC1, · · · , GCp, GB) =
(B−1C1, · · · ,B−1Cp, I).

由行消元不改变矩阵元素的符号方向以及B对

角元素符号相同,知B−1Ci = (GB)−1(GCi)的元素
全部非正. 显然行消元及左乘对角矩阵(GB)−1均

不改变矩阵的行零和性,因此

(B−1C1, · · · ,B−1Cp, I)1=
p∑

i=1

B−1Ci1 + 1=0.

证毕.

H的特征根可由L的特征根确定.

H

[
x

v

]
=

[
0 I

wxL wvL

][
x

v

]
= λ

[
x

v

]
,

(wx + wvλ)Lx = λ2x,Lx =
(
λ2

/
(wx + wvλ)

)
x.

µ = λ2/(wx + wvλ)是L的特征根, 记λµ为µ对

应的H的特征根:

λµ = (wvµ±
√

(wvµ)2 + 4wxµ)/2.

wv = 0, H存在实部大于零的特征根,系统(3)不
可能趋于平衡状态,因此约定wv >0. 令w=wx/w2

v,
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λµ =
wv

2
(µ±

√
µ2 + 4wµ), w = wx/w2

v. (8)

令U是L矩阵的非零特征根的集合,定义

w̄ = min{−Re(µ)(1 + ctg2 θµ) |µ ∈ U }, (9)

其中: Re(µ)是µ的实部, θµ为µ的幅角.

基于引理2, Ren[6]给出了H矩阵特征根实部非

正条件.将其重新表述为引理5的形式, 基于这一表
述本文给出了一个更直接简单的证明.

引引引理理理 5 L是行零和对角占优矩阵且对角元素

均为负,则H矩阵特征根实部非正当且仅当

w = wx/w2
v < w̄.

证证证 令µ = a + bi,求Re(λµ) = 0时w的根.

S = µ2 + 4wµ =

(a2 − b2 + 4wa) + (2ab + 4wb)i = (|a|+ ci)2.

联立复方程的实部和虚部消去c后可得两个根:

w1 = 0, w2 = −a‖µ‖2/b2 = −a(1 + ctg2 θµ).

µ为L非零特征根, 由引理2, a < 0, 所以w2 > 0.
取w = −a/2 ∈ (w1, w2) = (0, w2),则

S = −(a2 + b2), λµ = (wv/2)(µ±
√

S),

Re(λµ) < 0, 由Re(λµ)为w的连续函数, 充分性得
证. w → ∞, S的模趋近于∞且其幅角趋近于θµ结

合S相对于w的连续性可得必要性. 证毕.
Hii是H的独立块, 由命题2, 其定义式(6)中Lii

是L的独立块. 根据引理3并依据式(8)有:

命命命题题题 4 L是行零和对角占优矩阵, 则H的独

立块Hii的欠秩数为1, 零特征根是二重根, (Hii −
0I)2定义的零特征根广义特征向量为

h1 = (1,0)T, Hiih1 = (0,0)T,

h2 = (0,1)T, Hiih2 = (1,0)T.

4 系系系统统统平平平衡衡衡态态态(System equilibrium)
二阶多个体动力学系统的平衡态可以通过经典

动力学中熟悉的惯性概念描述.

定定定义义义 5 如果存在一组常量υi(i = 1, · · · , n),
t → ∞时, vi(t) → υi, 也即xi(t) → χi(t)(χi(t) =
χi + υit), 称二阶多个体动力学系统(3)趋于惯性状
态. 惯性状态如果有υ1 = · · · = υn,则称为速度一致
惯性状态; 速度一致并且有χ1 = · · · = χn, 则称为
位置一致惯性状态.

定定定理理理 1 二阶状态协同动力学系统(3)趋于惯性
状态当且仅当w = wx/w2

v < w̄.

证证证 系统(3)为协同动力学系统, 则Laplacian L

是行零和对角占优矩阵且对角元素均为负.根据引
理5, H特征根非正等价于w = wx/w2

v < w̄. 在此情

形下,系统t→∞时的极限状态对应H零特征根基

解向量的线性组合. 由命题3和命题2可知式(7)中E

满秩,因此E无零特征根. H ′为三角分块矩阵,进而
由命题4知H ′零特征根是二重根, 且零特征根对应
的基解向量为t的一次函数. 根据定义,系统(3)趋于
惯性状态. 证毕.

µ是非零实特征根, θµ是其幅角,则ctg2 θu = ∞.
当L的特征根均为实根时,根据式(9), w̄ = ∞. 这样
对任意wx, wv > 0, w = wx/w2

v < w̄.

推推推论论论 1 协同动力学系统(3)的Laplacian L是

Hermite矩阵,则系统趋于惯性状态.

由命题1和引理4,可作以下定义:

定定定义义义 6 若系统(3)的控制规则是单纯的, 独立
基本子系统Laplacian Lii零特征根归一化左特征向

量ρT
i = (ρi1, · · · , ρini

)(i = 1, · · · , p)称为第i独立基

本子系统的个体权重向量. χi(t), υi(t)分别称为子
系统的t时带权中心和带权中心速度:

χi(t) =
ni∑

s=1

ρisxis(t), υi(t) =
ni∑

s=1

ρisvis(t).

文献[8]利用引理4得到:

引引引理理理 6 若系统(3)的控制规则是单纯的,则

υi(t) = υi(0) =
ni∑

s=1

ρisvis(0);

χi(t) = χi(0) + υi(0)t =
ni∑

s=1

ρisxis(0) + t
ni∑

s=1

ρisvis(0).

定定定理理理 2 协同动力学系统(3)趋于惯性状态, 则
独立基本子系统个体趋于位置一致惯性状态, 且为
子系统的带权中心,也即t →∞时:

xis(t) → χi(0) + υi(0)t, s = 1, · · · , ni. (10)

证证证 系统趋于惯性状态,第i独立基本子系统的

惯性状态为Hii零特征根对应基解向量的线性组合,
令其为φλ=0(t). 将命题4中Hii的零特征根广义特征

向量代入(η1, η2 ∈ Rm为常向量)

ξi(t) =

(
xi(t)
vi(t)

)
→ φλ=0(t) =

[
(1ni×1 ⊗ Im)η1

(1ni×1 ⊗ Im)η2

]
+

[
(1ni×1 ⊗ Im)η2

0ni×m0m×1

]
t,

vis(t) → η2, xis(t) → η1 + η2t(∀s = 1, · · · , ni).

证得子系统惯性状态为位置一致惯性状态.

个体权重向量ρT
i 是归一化向量,分量和为1,

χi(t)=
ni∑

s=1

ρisxis(t)→
ni∑

s=1

ρis(η1 + η2t) =η1 + η2t.

由引理6, χi(t) = χi(0)+υi(0)t; 因此η1 = χi(0),
η2 = υi(0). 证毕.
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定定定理理理 3 协同动力学系统(3)趋于惯性状态, 系
统合并非独立子系统中的个体状态趋于独立基本子

系统带权中心一个确定的凸组合,也即t →∞时:



vE(t)→
p∑

i=1

(−B−1Ci1⊗ Im) υi(0),

xE(t)→
p∑

i=1

(−B−1Ci1⊗ Im) (χi(0)+υi(0)t).

(11)

B为Laplacian L的合并非独立块, Ci为B相对于独

立块Lii的通讯块.

证证证 令

ξ̄i =

(
x̄i + v̄it

v̄i

)
, i = 1, · · · , p,

ξ̄E =

(
x̄E + v̄Et

v̄E

)

是独立基本子系统及合并非独立子系统惯性状态.
由定义4和式(6):

d
dt

v̄E = [(wxB, wvB)⊗ Im]

(
x̄E + v̄Et

v̄E

)
+

p∑
i=1

[(wxCi, wvCi)⊗ Im]

(
x̄i + v̄it

v̄i

)
= 0,

(B ⊗ Im) [(wxx̄E + wvv̄E) + wxv̄Et] +
p∑

i=1

(Ci ⊗ Im) [(wxx̄i + wvv̄i) + wxv̄it] = 0. (12)

上式t的1次项系数为零,也即

(B ⊗ Im)v̄E +
p∑

i=1

(Ci ⊗ Im)v̄i = 0.

根据定理2, v̄i = (1⊗ Im)υi(0). 代入上式整理:

v̄E = −(B ⊗ Im)−1
p∑

i=1

(Ci ⊗ Im) (1⊗ Im) υi(0).

右提Kronecker积(⊗).

v̄E =
p∑

i=1

((−B−1Ci11×ni
)⊗ Im)υi(0).

将上式代入式(12),确定t的0次项系数,可得

x̄E =
p∑

i=1

((−B−1Ci1)⊗ Im) χi(0).

由命题3

0 6 −B−1Ci1 6 1;
p∑

i=1

−B−1Ci1 = 1.

证毕.

由非独立子系统个体惯性状态相对于系统独立

基本子系统位置一致惯性状态(独立基本子系统的
带权中心)的凸组合性,易得以下推论.

推推推论论论 2 [6,7] 二阶协同系统(3)所有个体状态趋

于位置一致惯性状态的充要条件是w = wx/w2
v <

w̄,且Laplacian L具有唯一的独立块,也即系统独立
基本子系统唯一.

注注注 1 文献[8]对协同动力学系统趋于状态一致
通讯网络要求的不同术语: G准强连通[4], G存在有

向生成树[6,7], Laplacian L 存在唯一独立 Frobenius
块[5,8]之间的等价性做了说明. 基于对系统的结构的
完整认识,推论2的表述显然更清楚和直观. 此外,由
定理3的“凸性”得出这一结果不仅自然,而且也清
晰地反映出其与任意通讯网络条件下系统一般平衡

态之间的明确关系.

5 模模模拟拟拟(Simulation)
任意有向网络条件下, 系统(3)能否趋于平衡状

态只与wx/w2
v比值有关, 因此, 不失一般性, 本文模

拟计算例假定wv = 1,这样w = wx/w2
v = wx.

例例例 1 给定独立基本子系统唯一的系统:

d
dt




ξ1

ξ2

ξ3


=







H11 0 0
H21 H22 0
0 H32 H33


⊗ I2







ξ1

ξ2

ξ3


 ,

(13)

L11 =



−a a 0
0 −a a

a a −2a


,

L21 =




a 0 0
0 0 0
0 0 0


 , L22 =



−2a a 0
0 −a a

a a −2a


 ,

L32 =




a 0 0
0 0 0
0 0 0


 , L33 =



−2a a 0
a −2a a

a a −2a


 .

w̄ = min(−Re(µ)(1 + ctg2 θ)) = 40.9546a. (14)

L11的零特征根归一化左特征向量为

ρ1 = (0.25, 0.50, 0.25).

表1给出了唯一独立基本子系统 ξ1 的初值及其

带权中心的初值χ1(0), υ1(0)(由ρT
1 x1(0), ρT

1 v1(0)求
得), 其中: 位置在X-Y平面表示, 速度在Vx-Vy平面

表示.

表 1 例1独立基本子系统初值及带权中心
Table 1 Initial values and weighted center of

independent basic subsystem in
Example 1

a11 a12 a13 χ1(0) υ1(0)

X 300 –100 0 35 —

Y 0 0 600 150 —

Vx 2 2 2 — 2

Vy 1 1 1 — 1
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带权中心在X-Y平面随时间变化的曲线为

χ1(t) = χ1(0) + υ1(0)t =

(
35
150

)
+

(
2
1

)
t,

a = 0.2, w̄ = 40.9546a = 8.19.

图1为w = wx = 0.1 < w̄时, 例1个体位置状态
在X-Y平面的运动轨迹图. 图上的一条斜率为1/2
(= Vy/Vx)的直线为ξ1带权中心的运动轨迹, 虚线
为ξ1个体运动轨迹, 点线为ξ2个体运动轨迹, 点划
线为ξ3个体运动轨迹. 显示了ξ1逼近自身带权中心,
ξ2追踪ξ1, ξ3追踪ξ2逼近ξ1带权中心的过程.

图 1 例1轨迹图

Fig. 1 Trajectories in Example 1

例例例 2 给定独立基本子系统不唯一的系统:

d
dt




ξ1

ξ2

ξ2


 =







H11 0 0
0 H22 0

H31 H32 H33


⊗ Im







ξ1

ξ2

ξ2


 , (15)

L11,L22 =



−a a 0
0 −a a

a a −2a


 ,

L33 =



−2a a 0
0 −2a a

a a −2a


 ,

L31 =




a 0 0
0 0 0
0 0 0


 , L32 =




0 0 0
a 0 0
0 0 0


 ,

L11,L22的归一化左特征向量为

ρT
1 = (0.25, 0.50, 0.25).

ξ1, ξ2的初值、带权中心以及速度初值χ1(0),
χ2(0), υ1(0), υ2(0)见表2所示.

表 2 例2独立基本子系统初值及带权中心
Table 2 Initial values and weighted centers of

independent basic subsystems
in Example 2

a11 a12 a13 χ1(0) υ1(0)

X – 900 – 600 – 300 – 600 —
Y 200 – 200 0 – 50 —
Vx 1.2 1.2 1.2 — 1.2
Vy 1 1 1 — 1

a21 a22 a23 χ2(0) υ2(0)

X 900 600 300 600 —
Y 200 – 200 0 – 50 —
Vx – 1.2 – 1.2 – 1.2 — – 1.2
Vy 1 1 1 — 1

χ1(t), χ2(t)在X-Y平面变化曲线为

χ1(t) = χ1(0) + υ1(0)t =

(
−600
−50

)
+

(
1.2
1

)
t,

χ2(t) = χ2(0) + υ2(0)t =

(
600
−50

)
+

(
−1.2

1

)
t.

容易验证t = 500, χ1(t), χ2(t)将交于X–Y平面

的(0, 450)点. 图2示意了独立基本子系统ξ1, ξ2个体

趋于各自带权中心, 非独立基本子系统ξ3个体趋

于ξ, ξ2带权中心χ1(t), χ2(t)凸组合.

图 2 例2轨迹图

Fig. 2 Trajectories in Example 2
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