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摘要:提出一类非线性不确定系统基于最小二乘支持向量机的自适应H∞控制方法. 该方法基于最小二乘支持向
量机估计对象的未知非线性函数,并给出了最小二乘支持向量机权向量和偏移值的在线学习规则.引入H∞控制器
用于减弱外部干扰及最小二乘支持向量机近似误差对输出误差的影响.利用李亚普诺夫理论证明了整个闭环系统
一致最终有界稳定. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: An adaptive H-Infinity control based on least squares support-vector-machines(LS–SVM) is presented for
a class of nonlinear uncertain systems. In this method, the LS–SVM is employed to approximate unknown nonlinear
functions in the plant; and the online learning rule for the weighting vector and the bias is derived. H-infinity control is
used to attenuate the tracking error caused by LS–SVM approximation and external disturbance. Lyapunov theory is used
to prove the uniform ultimate bounded stability of the close-loop system. Numerical simulations are presented to show the
effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
支持向量机(support-vector-machines, SVM)以其

模型结构简单, 较好地推广能力和全局最优解,
已经成功地应用于非线性系统辨识与控制研究

中[1,2]. 文献[1]指出, SVM可以逼近任意一类非线性
函数,这为利用SVM进行系统辨识和控制提供了良
好的理论根据. 最小二乘支持向量机(least squares
support-vector-machines, LS–SVM)[3,4]用等式约束代

替SVM中的不等式约束,将SVM中的二次规划优化
转化为解一组线性方程组, 运算简单, 收敛速度快,
精确度高. 目前,基于LS–SVM的非线性系统控制方
法取得广泛的应用[5∼9]. 但是,关于稳定性、鲁棒性
及控制系统性能分析的方法则较少.
近二十几年来, Lyapunov理论和H∞控制理论在

非线性系统的分析和设计中的应用得到了迅猛发

展, 并在处理系统稳定、鲁棒镇定和消除干扰等问

题上取得了卓有成效的应用[10∼13]. 文献[10, 11]研
究了基于模糊系统的非线性系统鲁棒控制,文献[12,
13]研究了基于神经网络的非线性系统自适应H∞控
制.但是,模糊系统和神经网络应用中有待解决的一
个重要问题是算法复杂,学习速度较慢. 此外,基于
经验风险最小化准则的神经网络学习方法存在着泛

化能力较差, 局部最小值,过学习等问题.而基于结
构风险最小化准则基本思想的LS–SVM解决了模糊
系统和神经网络存在的上述问题.

本文结合LS–SVM非线性函数逼近方法、自适应
控制、Lyapunov理论和H∞控制理论,提出一种新的
非线性系统控制方法. 该方法利用LS–SVM对系统
中的未知非线性函数进行逼近, 然后将LS–SVM逼
近误差和外界干扰作为复合干扰来处理. 所设计
的控制器不仅保证闭环系统渐近稳定,而且通过引
入H∞控制使跟踪误差满足给定的性能指标.将所设
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计的控制器用于倒立摆控制,仿真结果验证了本方
法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下非线性系统:




x(n) = f(x, ẋ,· · ·, x(n−1))+
g(x, ẋ, · · · , x(n−1))u+
d(x, ẋ, · · · , x(n−1)),

y = x,

(1)

式中: f(·)和g(·)为未知的连续函数. 不失一般性,
可假设g(·) > 0, d(·)为有界干扰, 且|d(·)| 6 D.
u ∈ R和y ∈ R分别为系统的输入和输出; 设x̄ =
(x, ẋ, · · · , x(n−1)) ∈ Rn为系统的状态向量, 且可通
过测量得到. 对于给定的有界参考信号ym, 定义跟
踪误差e = ym − y.

控制目标是设计基于LS–SVM的自适应控制器
u = u(x̄|W )及参数W的自适应律,使得

1) 闭环系统中涉及的所有变量一致有界.

2) 对于给定的性能指标ρ > 0, 输出跟踪误
差ē满足如下H∞性能指标:

w T

0
ēTQē 6 ēT(0)P ē(0) +

1
η1

W̃T
f (0)W̃f +

1
η2

W̃T
g (0)W̃g + ρ2

w T

0
ωTωdt, (2)

其中: T ∈ [0,∞], ω ∈ L2[0,∞], Q=QT > 0, P =
PT > 0, ē = (e, ė, · · · , e(n−1)). ω为外界干扰及LS–
SVM近似误差组成的复合干扰, Wf ,Wg为LS–SVM
参数, W̃f , W̃g为LS–SVM参数估计误差, η1, η2为LS–
SVM学习率.

3 基基基于于于 LS–SVM的的的自自自适适适应应应控控控制制制器器器设设设计计计
(Adaptive controller design based on LS–
SVM)

3.1 LS–SVM回回回归归归(LS–SVM regression)
Suykens[3]提出的LS–SVM是通过将最小二乘线

性系统引入支持向量机,代替传统的支持向量采用
二次规划方法解决分类和函数估计问题.用于函数
估计的LS–SVM算法推导如下:

设样本为n维向量,则N个样本组成的样本集表

示为D = {xk, yk|k = 1, 2, · · · , N}, xk ∈ Rn, yk ∈
R. 其中: xk为输入数据, yk为输出数据. 在权w空间

中的函数估计问题描述如下:

min J(w, e) =
1
2
wT w +

1
2
γ

n∑
k=1

e2
k,

s.t. yk =wTϕ(xk)+b+ek, k=1, 2, · · · , N, (3)

式中: J为优化目标函数, φ(·) : Rn → Rnh为核空间

映射函数, w ∈ Rnh为权矢量, ek ∈ R为不敏感损失
函数的松弛因子, b ∈ R为偏移量, γ ∈ R为正则化参

数. 根据式(3),可定义拉格朗日函数

L(w, b, e;α) =

J(w, e)−
N∑

k=1

αk{wTφ(xk) + b + ek − yk}, (4)

其中拉格朗日乘子αk ∈ R. 通过L对w, b, ek和αk求

偏导数等于零,可得

w =
N∑

k=1

αkφ(xk), (5)

αk = γek, (6)
N∑

k=1

αk = 0, (7)

wTφ(xk) + b + ek − yk = 0. (8)

在消除变量w和ek,可得此优化问题的解析解为
[

b

α

]
=

[
0 ~1T

~1 Ω + γ−1I

]−1 [
0
y

]
, (9)

式中:

y=[y1 · · · yN ]T∈RN , ~1=[1 · · · 1]T∈RN ,

α = [α1 · · · αN ]T ∈ RN ,

I ∈ RN×N是单位矩阵, Ω ∈ RN×N为方阵,其第k行

第l列的元素为Ωkl = K(xk, xl) = φ(xk)Tφ(xl),
∀k, l = 1, 2, · · · , N ; K(·, ·) 为核函数, 它为满足
Mercer[14]条件的任意对称函数. 常用的核函数有:
线性核函数K(xk, xl) = xk ·xl;多项式核函数K(xk,

xl) = (xk ·xl+1)m(m为多项式的阶次);高斯径向基
核函数(RBF)K(xk, xl) = exp(−‖xk − xl‖2

/2σ2)
(σ为核宽度).本文中综合逼近精度和计算效率考虑,
选取高斯RBF核函数.

通过式(9)求解α和b,并进一步求出w.

LS–SVM的函数估计为

y(x̄) =
N∑

k=1

αkK(x̄, xk) + b. (10)

为了提高函数的逼近性能,可以采用交叉验证方
法调整正则化参数γ和核参数σ.

3.2 基基基于于于LS–SVM的的的自自自适适适应应应H∞控控控制制制(Adaptive
H∞ control based on LS–SVM)
本节讨论如何构造基于LS–SVM自适应控制器,

以实现未知非线性系统的H∞控制.

设k = (kn, kn−1, · · · , k1)T, 选取k使得多项式

h(s) = sn + k1s
n−1 + · · ·+ kn的所有根位于左半开

平面上. 如果函数f, g已知且d(·) = 0,则控制器为

u =
1

g(x̄)
[−f(x̄) + y(n)

m + kTē], (11)

代入系统(1)得

e(n) + k1e
(n−1) + · · ·+ kne = 0. (12)
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式(12)意味着 lim
t→∞

e(t) = 0. 然而在f, g未知且d(·) 6=
0的情况下, 要获得控制(11)是不可能的. 可用LS–
SVM系统f̂(x̄ |Wf)和ĝ(x̄ |Wg)分别逼近f和g. 考虑
到外界干扰及逼近误差的存在,构造如下控制器:

u = uc + uh, (13)

其中:



uc =
1

ĝ(x̄ |Wg)
[−f̂(x̄

∣∣Wf)+y(n)
m +kTē ],

uh =
1

ĝ(x̄ |Wg)
ua.

(14)

uc为等效控制器, uh为补偿控制器,用于削弱外界干
扰和函数逼近误差对跟踪误差的影响, ua为H∞控制
器. 将式(13)代入系统(1)可得如下误差方程:

e(n) = kTē + [f̂(x̄ |Wf)− f(x̄)]+ [ĝ(x̄ |Wg)−
g(x̄)]u + ua − d, (15)

式(15)等价于

˙̄e = Aē + B[(f̂(x̄ |Wf)− f(x̄))+ (ĝ(x̄ |Wg)−
g(x̄))u]−Bd, (16)

式中:

A=




0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0

· · · · · ·
0 0 0 · · · 0 1
−kn−kn−1−kn−2 · · · −k2−k1




, B=




0
0
...
0
1




.

用于逼近未知非线性函数的自适应LS–SVM的
结构如图1所示.

图 1 最小二乘支持向量机结构

Fig. 1 Structure of least support-vector-machines

图1中: x̄ = (x, ẋ, · · · , x(n−1)) ∈ Rn为输入向量.
隐含层的节点数为N + 1,其中第1个节点定义为隐
含层的偏差,由式(10)可知其值为1. xi(i=1,· · ·, N)
为支持向量, wj(j = 1, · · · , N,N + 1)为隐含层至
输出层的权值, 其中: w1 = b, wj = αj−1, j =
2, · · · , N,N + 1).

LS–SVM的输入输出关系为

y(x̄|W ) = WTβ, (17)

其中:

W = [w1 w2 · · · wN+1]T,

β = [1 K(x1, x̄) · · · K(xN , x̄)]T.

设计任务是寻找控制器ua及自适应律Wf ,Wg,
实现控制目标(2). 首先定义参数向量Wf ,Wg的最优

参数向量W ∗
f ,W ∗

g为



W ∗
f = arg min

Wf∈Ωf

[sup
x∈D

|f̂(x̄ |Wf)− f(x̄) |],
W ∗

g = arg min
Wf∈Ωg

[sup
x∈D

|ĝ(x̄ |Wg)− g(x̄) |]. (18)

式中: Ωf = {Wf |‖Wf‖ 6 Mf}, Ωg = {Wg|‖Wg‖ 6
Mg}分别为参数的可行域, Mf ,Mg为设计参数. 定
义最小近似误差为

ωn = (f̂(x̄|W ∗
f )− f(x̄)) + (ĝ(x̄|W ∗

g )− g(x̄))u,

(19)

于是式(16)的误差方程可重写为

(̇ē) = Aē + Bua + B[(f̂(x̄|Wf)− f̂(x̄|W ∗
f )) +

(ĝ(x̄|Wg)− g(x̄|W ∗
g ))u] + B(ωn − d). (20)

又由式(17)可得

(̇ē)=Aē + Bua + B[W̃T
f βf + W̃T

g βgu] + Bω,

(21)

式中: ω = ωn−d, W̃f = Wf−W̃ ∗
f , W̃g = Wg−W̃ ∗

g .

取H∞控制器为

ua = −1
r
BTP ē, (22)

其中r > 0为设计参数. 取参数自适应律为

Ẇf =





−η1ē
TPBβf ,

‖Wf‖ 6 Mf , ēTPBWT
f βf > 0,

P1[·], ‖Wf‖ = Mf , ēTPBWT
f βf 6 0,

(23)

Ẇg =





−η2ē
TPBβg,

‖Wg‖ 6 Mg, ēTPBWT
g βg > 0,

P2[·], ‖Wg‖ = Mg, ēTPBWT
g βg 6 0.

(24)

其中:

P1[·] = −η1ē
TPBβf + η1

ēTPBWfW
T
f βf

‖Wf‖2
,

P2[·] = −η2ē
TPBβg + η2

ēTPBWgW
T
g βg

‖Wg‖2 .

式中P = PT > 0是如下Riccati方程的解:

PA + ATP + Q− 2
r
PBBTP +
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1
ρ2

PBBTP = 0. (25)

定定定理理理 1 对于系统(1), 如果采用基于LS–SVM
的自适应控制器(13),参数自适应律(23)(24),则有

1) ‖Wf‖ 6 Mf , ‖Wg‖ 6 Mg, x, u ∈ L∞;

2) 对于给定的干扰减弱水平ρ, 取得输出H∞跟
踪性能(2).

证证证 1) 设Vf =
1
2
WT

f Wf . 如果式(23)的第1行成

立,可知当‖Wf‖ 6 Mf或‖Wf‖ = Mf时,有

V̇f = −η1ē
TPBWT

f βf 6 0, (26)

即总可保持‖Wf‖ 6 Mf . 如果式(23)的第2行成立,
则有‖Wf‖ = Mf和

V̇f =−η1ē
TPBWT

f βf +η1ē
TPB

‖Wf‖2WT
f βf

‖Wf‖2
=0,

即‖Wf‖ 6 Mf . 因此, 对任意t > 0, 均有‖Wf‖ 6
Mf . 同理可证,对任意t > 0,均有‖Wg‖ 6 Mg.

2) 取Lyapunov函数为

V =
1
2
ēTP ē +

1
2η1

W̃T
f W̃f +

1
2η2

W̃T
g W̃g, (27)

其中: η1 > 0, η2 > 0, P为方程(25)的解. 对V求导

数得

V̇ =
1
2

˙̄eTP ē +
1
2
ēTP ˙̄e +

1
η1

˙̃WT
f W̃f +

1
η2

˙̃WT
g W̃g. (28)

由于
˙̃Wf = Ẇf ,

˙̃Wg = Ẇg,利用式(21)和(25)可得

V̇ =−1
2
ēTP ē− 1

2ρ2
ēTPBBTP ē +

1
2
(ωTBBTP ē + ēTPBω) + (ēTPBβT

f +

1
η1

ẆT
f )W̃f +(ēTPBβT

g u+
1
η2

ẆT
g )W̃g. (29)

由自适应律(23)和(24), 不难证明式(29)的后两项是
非正的. 经配方后,式(29)变为

V̇ =−1
2
ēTQē +

1
2
ρ2ωTω 6

−1
2
ēTQē +

1
2
ρ2ω2 6

−1
2
λmin(Q)‖ē‖2 +

1
2
ρ2|ω̄|. (30)

式中: ω̄为ω的上界, λmin(Q)为矩阵的最小特征值.
由式(30)可知,当‖ē‖ > ρ |ω̄| /λmin(Q),有V̇ < 0,从
而可知x, u ∈ L∞.

对式(30)从t = 0到t = T积分,得

V (T )− V (0) 6

−1
2

w T

0
ēTQēdt +

1
2
ρ2
w T

0
ωTωdt. (31)

由于V (T ) > 0,由式(27)得
1
2

w T

0
ēTQēdt 6

1
2
ēT(0)P ē(0) +

1
2η1

W̃T
f W̃f +

1
2η2

W̃T
g W̃g +

1
2
ρ2
w T

0
ωTωdt, (32)

即输出跟踪性能(2)达到. 证毕.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
本节将自适应H∞控制器用于如下的倒立摆系

统进行仿真研究.设x1 = θ, x2 = θ̇,其动态方程如
下: 




ẋ1 = x2,

ẋ2 =
g sinx1−mlx2

2 cos x1 sinx1

mc + m

l(
4
3
− m cos2 x1

mc + m
)

+ d+

cos x1

mc + m

l(
4
3
− m cos2 x1

mc + m
)
,

y = x1.

(33)

式中: g = 9.8 m/s2为重力加速度, mc为车的质量,
m为杆的质量, u为控制量.

选取mc = 1 kg, m = 0.1 kg, l = 0.5 m, 参考信
号选为ym =

π

30
sin t,干扰信号d = 0.05 sin t. 设初

始条件x1(0)=0.2, x2(0)=0.2, Mf =16, Mg =1.6,

η1 = 0.1, η2 = 0.001, k1 = 2, k2 = 1, 给定Q =
diag{1, 1}, 分别取ρ = 0.05, 0.2, r = 0.005, 0.02,

解Riccati方程得P =

[
1.5 0.5
0.5 0.5

]
.

本文分别采用LS–SVM和神经网络来构造自适
应控制器,研究非线性对象的控制效果.

首先采用LS–SVM构造自适应控制器. 给系统零
控制输入,采集用于逼近函数f的样本数据. 给系统
施加随机控制信号, 采集用于逼近函数g的样本数

据. 利用两个LS–SVM逼近f和g, LS–SVM的结构如
图1所示. 按照式(17)进行离线训练,得到LS–SVM的
权值参数初值,投入在线自适应仿真控制.然后研究
基于神经网络的自适应控制,神经网络采用3–5–1结
构.

两种方法的仿真结果如图2(ρ = 0.05)和图3(ρ =
0.2)所示. 从图中可以看出, ρ越小, 跟踪效果越好,
但控制增益相应越大(ρ = 0.05的控制量范围为
–14.8∼1.5, ρ = 0.2的控制量范围为– 8.7∼1.2). 所
以,在控制中合理的折衷是非常必要的. 同时,对比
LS–SVM方法和神经网络方法的仿真结果可知, 前
一方法的控制精度更高.
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(a) 跟踪误差

(b) 控制输入

图 2 ρ = 0.05时的仿真结果

Fig. 2 Tracking error with ρ = 0.05

(a) 跟踪误差

(b) 控制输入

图 3 ρ = 0.2时的仿真结果

Fig. 3 Tracking error with ρ = 0.2

5 结结结论论论(Conclusion)
本文把 LS–SVM 逼近方法、自适应控制、

Lyapunov理论和H∞控制理论结合起来, 构成了一
种新的基于LS–SVM的自适应控制器. 此控制器不
但能保证闭环控制系统稳定,而且能把外部干扰和
逼近误差对输出误差的影响减少到预先规定的指

标, 仿真结果证明了基于LS–SVM的直接自适应控
制方法的有效性.
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