
第 28卷第 6期
2011年 6月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 28 No. 6
Jun. 2011

双双双回回回路路路复复复杂杂杂波波波网网网络络络的的的镇镇镇定定定

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2011)06−0759−04

王 雷, 许跟起
(天津大学电气与自动化工程学院自动化系,天津 300072;天津大学理学院数学系,天津 300072)

摘要:本文研究双回路的复杂波网络系统,主要探索带回路系统的控制问题,通过设计反馈控制器使得闭环系统
稳定. 同时借助于谱分析方法讨论了相应闭环系统算子谱的分布情况并证明了系统算子的(广义)本征向量构成状
态空间上的一组加括号Riesz基,得到了闭环系统特征模态的展开.
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Stabilization of the complex wave network with two circuits
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Abstract: A complex wave network with two circuits is stabilized by using a feedback controller for stabilizing the
closed-loop. By the spectral analysis, we prove that the system is asymptotic stable, and the spectra of the closed-loop sys-
tem operator is located in a strip on the left half complex plane and being parallel to the imaginary axis. As a consequence,
the sequence of eigenvectors and generalized eigenvectors of the system operator forms the parenthesized Riesz basis for
the state space. Hence, the solution of the system can be expanded in the characteristic modes of the system.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于网络系统在工程上具有广泛的应用背景,几

十年来网络系统动力学与控制问题一直是各个领

域学者研究的热点问题,已出现大量出色的结果: J
Von Below通过建立不等式的方法研究抛物型网络
方程的可解性[1]; J E Lagness, G Leugering与E J P G
Schmidt为代表的研究组采用向量形式对系统的可
控性,可观测不等式进行了研究,给出了一些可控性
结果[2∼4]; Y V Pokornyi主要研究网络微分方程的基
本理论[5]; Ammari和Jellouli借助于达朗贝尔公式及
观测不等式对星型弦网络在公共节点处施加反馈控

制器后的指数稳定性进行了分析[6]. 另外文献[7∼9]
则是通过谱分析的方法,研究了网络的Riesz基性质
与稳定性. 更多工作参见文献 [10∼12]及其参考文
献.

在工程上,鉴于波传播的普遍性,一维波网络的
研究更为人们所关注. 目前结果还主要针对星型和
树形网络,对比较复杂的网络,特别是带有回路的网
络研究结果相对较少. 主要困难在于复杂网络的控
制器设计以及相应闭环系统的稳定性分析.作为复

杂网络的一种简单情形, 本文研究带有两个回路的
复杂网络系统,主要探索带回路系统的控制问题.研
究目标是设计最少个数的反馈控制器使得闭环系统

稳定.

2 模模模型型型的的的建建建立立立与与与系系系统统统适适适定定定性性性分分分析析析(Modeling
and well-posedness of the system)
设G = (V, E)为R2中的简单连通图(见图1), 其

中顶点集V = (a1, a2, · · · , a11), 边集E = (e1, e2,

· · · , e12). ai(i = 1, 2, 3, 4, 5)是图G的边界点, 设a1

点固定, ai(i = 2, 3, 4, 5)自由. 其他顶点ai(i = 6, 7,

8, 9, 10, 11)为内部节点,记为Vint.每条边ei弧长为li,
边ei上的点通过弧长参数化函数

πi : [0, li] → ei, i = 1, 2, · · · , 12

与区间[0, li]上的点一一对应.

假设考虑的复杂网络在静止时与图G = (V, E)
重合. 用u(x, t)表示πi(x) ∈ G(i = 1, 2, · · · , 12)
位置上在时刻 t偏离平衡状态的位移. 设y(x, t) =
u(xlj, t), x ∈ (0, 1), πi(xlj) ∈ ej . 假设系统经历微
小振动,其运动满足如下条件:

1) 在每条边ej上满足偏微分方程
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mjyj,tt(x, t) = Tjyj,xx(x, t), j = 1, 2, · · · , 12,

x ∈ (0, 1), t > 0,其中mj > 0, Tj > 0分别表示系
统第j条边的质量密度和张力;

2) 在内部节点aj处位移连续

y(aj, t)=yk(0, t)=yi(1, t), ∀k∈J−(aj), i∈J+(aj);

3) 在节点ak满足动力学条件∑
j∈J+(ak)

Tjyj,x(1, t)− ∑
i∈J− (ak)

Tiyi,x(0, t) = f(ak, t),

其中: ak ∈ Vint, J−(ak)表示从ak点出来的边的指标

集, J+(ak)表示进入ak点的边的指标集, f(ak, t)为
作用在ak处的外力. 该系统称为一维波网络.

图 1 复杂波网络

Fig. 1 Complex wave network

为了叙述方便, 在网络G中引入定向关联矩阵

Φ− =
(
φ−ij

)
11×12

及Φ+ =
(
φ+

ij

)
11×12

,其中:

φ−ij =

{
1, xj(0) = ai,

0, 其他,
, φ+

ij =

{
1, xj(1) = ai,

0, 其他.

令:

F (v, t) = [f(a1, t) f(a2, t) · · · f(a11, t)]T,

Y (x, t) = [y1(x, t) y2(x, t) · · · y12(x, t)]T,

Y (v, t) = [y(a1, t) y(a2, t) · · · y(a11, t)]T,

W (v) = [w(a1) w(a2) · · · w(a11)]T ∈ C11.

定义投影映射P , P : (w(a1), w(a2), · · · , w(a11))T

→ (0, w(a2), · · · , w(a11))T.

为设计反馈控制器,考虑系统的能量函数

E(t) =
1
2

12∑
j=1

(
w 1

0
mjy

2
j,t(x, t)dt+

w 1

0
Tjy

2
j,x(x, t)dx),

对能量函数微分,利用内点及边界的位移连续性条

件和动力学条件得到
dE(t)

dt
= (F (v, t), Yt(v, t))V.

为使能量衰减,取反馈控制律F (v, t) = −ΓYt(v, t),
其中: Γ = [α1 α2 · · · α11]T, ai > 0是对角矩阵.

为了保证反馈控制器具有较少的个数,先在外边
界加控制器,即αi > 0, i ∈ {2, 3, 4, 5}. 然后在内节
点a6和a9处再加两个反馈控制器. 在这样的控制设
计下, 有αi > 0, i ∈ IΓ, IΓ = {2, 3, 4, 5, 6, 9}. 定
义C11的一个子集V ,

V ={W (v)=[w(a1) w(a2) · · · w(a11)]T|w(a1)=0}.
从而一维波系统的闭环形式可写成向量微分方程




MYtt(x, t) = TYxx(x, t),
x ∈ (0, 1), ∃Y (v, t) ∈ V,

s.t. Y (1, t) = (Φ+)TY (v, t),
Y (0, t) = (Φ−)TY (v, t),
PΦ+TYx(1, t)− PΦ−TYx(0, t) =
− ΓYt(v, t),

Y (x, 0) = Y0, Yt(x, 0) = Y1,

(1)

其中: M = diag{m1,m2, · · · ,m12}, T = diag{T1,

T2, · · · , T12},且均为正定对角矩阵；Γ是半正定对

角矩阵.

定义状态空间

H = V 1
E (0, 1)× L2(E), (2)

其中: V 1
E (0, 1) = {f ∈ H1(E)|f(0) = (Φ−)Tf(v),

f(1) = (Φ+)Tf(v), f(v) ∈ V }. 在H上赋予内积:
∀(f, g)T, (u, v)T ∈ H,

< (f, g)T, (u, v)T >H=w 1

0
(Tf ′(x), u′(x))C12dx+

w 1

0
(Mg(x), v(x))C12dx.

容易验证H为Hilbert空间.

在状态空间H中定义系统算子A:

A(f, g)T= (g(x),M−1Tf ′′(x))T, (f, g)T∈ D(A),

(3)

其定义域为

D(A)={(f, g)T∈H|f ∈V 2
E (0, 1), g∈V 1

E (0, 1),

PΦ+Tf ′(1)−PΦ−Tf ′(0)=−Γg(v)}. (4)

从而一维波网络系统可写成H中的发展方程



d
dt

Z(t) = AZ(t), t > 0,

Z(t) = (Y (x, t), Yt(x, t))T,

Z(0) = (Y0(x), Y1(x))T.

(5)

为了证明系统的适定性,引入下面引理.

引引引理理理 1 令A是闭稠定线性算子,如果A与A∗都

是耗散的, 那么A可以生成状态空间H中的C0压缩

半群.

定定定理理理 1 设空间H与A如式(2)(3)所定义,则:

1) A是闭稠定线性算子,且A是耗散算子;

2) 伴随算子A∗是耗散算子.

所以A生成状态空间H上一个C0压缩半群. 从而
系统(5)是适定的.

3 系系系统统统的的的渐渐渐近近近稳稳稳定定定性性性(Asymptotic stability of
system)
本节主要分析在选定的节点ai, i ∈ IΓ处设计反
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馈控制器后系统的渐近稳定性.

引引引理理理 2 设θ ∈ R, ξk ∈ C, k = 1, 2, 3, · · · , 12,
mk, Tk如系统方程给出.如果下列关系式成立:




ξk sin(θ
√

mk

Tk

) = 0, k ∈ {1, 2, 3, · · · , 12},
msξ

2
s = mkξ

2
k, s 6= k.

(6)

设ak =
√

mk/Tk > 0, 对于某个s 6= k, 若有as/ak

为无理数,则必有ξk = 0.

下面分析虚轴上是否有谱. 注意到0不是A的本
征值.假设存在非零的复数λ∈ σ(A), <λ = 0是A的
本征值, (f, g)T ∈ D(A)是相应的本征向量. 不妨
设λ= iθ(θ 6=0∈R). 由算子的耗散性易知Γ

1
2 g(v)=

0,即g(ak)=0, k∈IΓ. 这意味着f(ak) = 0, k ∈ IΓ.

令B2 = diag{m1

T1

,
m2

T2

, · · · ,
m12

T12

}, 那么本征值

A(f, g)T = λ(f, g)T问题变为

Tf ′′(x) = −θ2Mf(x), (7)

其边界条件为:

f1(0) = 0, f1(1) = 0,

fk(0) = 0, fk(1) = 0, k ∈ IΓ,

fk(0) = f(ai), k ∈ J−(ai), ai ∈ Vint\{a6, a9},
fk(1) = f(ai), k ∈ J+(ai), ai ∈ Vint\{a6, a9},
PΦ+Tf ′(1)− PΦ−Tf ′(0) = 0.

由式(7)得

f(x) = T−
1
2 sin(θBx)ξ + T−

1
2 cos(θBx)η,

其中: ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξ12)T, η = (η1, η2, · · · , η12)T

为C12中的向量. 由连续性条件与动力学条件得
到,当

√
m6/T6/

√
m7/T7为无理比时,由引理2可得

ξi = 0(i = 6, 7, 8, 9)与{
sin θ

√
mk/Tkξk = 0, k ∈ {10, 11, 12},

m10ξ
2
10 = m11ξ

2
11 = m12ξ

2
12.

(8)

再次应用引理2有: 如果
√

mk/Tk(k = 10, 11, 12)中
任意两项之比为无理数,则得到ξk = 0(k = 10, 11,

12). 所以在虚轴上没有算子A的本征值.

结合半群的稳定性定理,有如下结果:

定定定理理理 2 假设受控系统在ai(i = 2, 3, 4, 5, 6, 9)
点加控制器, 状态空间H和算子A如方程(2)(3)所
定义, 如果

√
m6/T6与

√
m7/T7之比为无理数, 同

时
√

mk/Tk(k = 10, 11, 12)中任意两项之比为无
理数时,则受控网络系统是渐近稳定的.

4 频频频谱谱谱分分分析析析及及及解解解的的的展展展开开开(Spectral analysis and
the expansion of solution)
在工程中,通常需要作解的近似计算,关心的问

题是系统的解能否按照本征模态展开. 本节将讨论
这一问题.首先讨论算子A本征值的渐近分布,进而

分析A的(广义)本征向量在H中的Riesz基性质,从而
得到系统动态解的展开式.

考虑系统的本征值问题.令λ ∈ C是A的一个本
征值, (f, g)T是相应的本征向量,从而有




λ2Mf(x) = Tf ′′(x), g(x) = λf(x),
∃f(v) ∈ V,

s.t. f(1) = (Φ+)Tf(v),
f(0) = (Φ−)Tf(v),

PΦ+Tf ′(1)−PΦ−Tf ′(0)=−λΓf(v).

(9)

由方程(9)第1式得到

f(x) = cosh(λBx)η1 + sinh(λBx)η2,

其中ηj ∈ C12(j = 1, 2)是待定参数向量. 定义映射
P̂ : (0, w(a2), · · · , w(a11))T → (w(a2), w(a3), · · · ,

w(a11))T. 易知dimV =10,故存在向量d∈C10使得

P̂Td = f(v), f(v) ∈ V . 所以由式(9)边界条件得到:

((Φ+)T − cosh λB(Φ−)T)P̂Td− sinh(λB)η2 = 0,

P̂ (λPΦ+TB sinh(λB)(Φ−)T + λΓ )P̂Td+

λP̂ (PΦ+TB cosh(λB)− PΦ−TB)η2 = 0.

令

D(λ)=

[
λP̂PΦ+TB sinhλB(Φ−)TP̂T+λP̂Γ P̂T

((Φ+)T − cosh(λB)(Φ−)T)P̂T

λP̂ (PΦ+TB cosh(λB)− PΦ−TB)
− sinh(λB)

]
.

显然,上面的代数方程有非零解当且仅当系数矩
阵D(λ)的行列式为零,即: ∆(λ) = det D(λ) = 0.

定定定理理理 3 令A如式(3)(4)所定义, T, B, Φ+, Φ−如

前所定义,那么有

λ ∈ σ(A) = {λ ∈ C|∆(λ) = det D(λ) = 0}.
经过复杂的矩阵和行列式的运算,得到:

lim
<λ→+∞

∆(λ)
λ10eλtr(B)

=

1
212

det[P̂ (PΦ+TB(Φ+)T + Γ )P̂T],

lim
<λ→−∞

∆(λ)
λ10e−λtr(B)

=

1
212

det[P̂
(
Γ − PΦ+TB(Φ+)T

)
P̂T],

其中tr(B) =
12∑

i=1

√
mi/Ti. 从而由sine型整函数的

定义(见文献[13]第61页定义2)及Levin’s定理(见文
献[13]论点2)可得

定定定理理理 4 令算子A如式(3)(4)定义, 如果反馈增

益矩阵Γ满足条件αk −
12∑

j=1

√
Tjmjφ

+
kj 6= 0, k ∈ IΓ,

则有:
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1) A的谱分布在一个平行于虚轴的带域里, 即
存在一个大于零的常数h,使得

σ(A) ⊂ {λ ∈ C| − h 6 <λ 6 0}. (10)

2) ∆(λ)是一个sine型整函数, σ(A)为有限个可
分离集合的并集.

经过上面讨论,并利用Phragmen-Lindelof定理[13]

得到如下完整性定理:

定定定理理理 5 系统状态空间H与算子A如前定义,
当det |P̂ (Γ − PΦ+TB(Φ+)T)P̂T| 6= 0时,算子A的
本征向量及广义本征向量在H中是完整的.

结合定理4, 5, 由Riesz基抽象判定定理[11], 得到
如下结果:

定定定理理理 6 令状态空间H与算子A如前所定义,如

果满足条件αk −
12∑

j=1

√
Tjmjφ

+
kj 6= 0(k ∈ IΓ),那么

存在一列算子A的本征向量及广义本征向量构成空
间H的一组加括号Riesz基.结合相应本征值的代数
重数的一致有界性,进而得到系统(5)满足谱确定增
长条件.

定定定理理理 7 假设{λm}∞m=1 = σ(A), 每个λm的代

数重数记为mn. 对应于λm的根子空间存在线性

无关的广义本征向量{xni
}mn

i=1. 若{{xni
}mn

i=1}∞1 构成
一个加括号的Riesz基,则A生成的C0半群eAt可表达

为:

eAtx=
∞∑

n=1

eλnt
mn∑
i=1

fnij
(t)xnj

,

∀x=
∞∑

n=1

mn∑
i=1

ani
xni

∈ H,

其中fnij
(t)是阶数小于mn的t的多项式.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文讨论复杂网络的镇定问题,针对具有两个回

路的系统,通过设计反馈控制器在一定条件下使闭
环系统稳定. 从讨论可以看到: 如果定理2的条件不
满足, 即使在所有节点上加控制器也不能使闭环系
统稳定,对于这样的系统需要考虑其他的控制策略;
如果定理2的条件满足,从稳定性分析可知去掉任何
一个控制器系统都将变的不稳定,在这个意义下,本
文的设计具有最少个数;从稳定性分析可知,当边界
上有控制器时,次于边界点的节点即ak(k =7, 8, 10,

11)处的控制器将不起本质作用,所以在控制器设计
中不在这些节点上放置控制器. 这一特性,在其他网
络控制器设计中值的借鉴.

作为实际计算要求,本文讨论了系统解按照本征

向量及广义本征向量的展开问题.得到的结果是本
征向量及广义本征向量可能不是基,但构成一个加
括号基.因此, 在实际计算取截断时, 只要不破坏加
括号性质,就可得到较好的近似. 如果破坏了加括号
性质,得到的结果可能发散.这里加括号的方法就是
将相近的本征值放在一个括号中, 并保证相邻两个
括号中本征值的距离大于某个固定的常数.
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