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摘要:针对一类相对阶为2的非线性机电换能器混沌系统,研究其无源化控制问题.所分析的系统具有标准链式
结构,利用逆步(Backstepping)方法及无源性与稳定性之间的等价关系,设计并证明了系统的反馈镇定控制器. 仿真
算例验证了所提出方法的有效性.
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Passivity control of
nonlinear electromechanical transducer chaotic system
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Abstract: The passivity control problem for a nonlinear electromechanical transducer chaotic system with relative 2nd
order is studied. It is assumed that the system has a standard chain structure. By using the Backstepping method and the
equivalence relation between the passivity and the stability, feedback stabilizing controller of the system is designed and
has been proved. The simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
半个世纪以来，经过无数科学工作者的艰

苦研究和探索, 人们对混沌运动的特点, 规律及
其在各个学科领域的表现已经有了深刻的理解.
1963年, Lorenz[1]在一个三维自治系统首次发现了

混沌吸引子. 1999年, Chen和Ueta[2∼4]也发现了一种

和Lorenz系统族相似但不同的混沌吸引子. 近年来
的大量研究工作表明, 混沌与工程技术联系越来越
密切,它在生物、化学、力学、电子、信息、计算机工
程, 以及应用数学和实验物理等领域都具有广泛的
前景. 因此,在一些混沌显得非常重要而且有用的领
域,有目的的产生或强化混沌现象已经成为一个关
键性的课题.又由于混沌运动具有初值敏感性和长
时间发展趋势的不可预见性, 混沌控制就成了混沌
应用的关键环节. 到目前为止,国内外的科学工作者
基于不同的策略提出了大量的混沌控制方法, 如反
馈控制方法, 脉冲控制方法, 自适应控制方法, 非线
性反馈控制法等[5∼13].

机电换能器[14∼16]系统在某些参数及工作条件下

会出现混沌现象,导致系统的控制性能不稳定,影响
到系统的运行质量和可靠性, 同时由于此类系统的

数学模型是多变量耦合的非线性系统,所以可以运
用非线性控制理论来分析和设计控制器, 使系统达
到稳定[17∼20]. 本文基于无源化控制理论,根据具自
激励机电换能器混沌系统的能量耗散特性, 利用系
统固有的物理特性设计控制器, 消除了系统中的混
沌运动,实现了混沌系统的快速稳定. 首先提出自激
励机电换能器混沌控制问题,然后用无源化方法来
分析和设计该混沌系统的反馈镇定控制器, 最后用
计算机仿真来证明该方法的有效性.

2 机机机电电电换换换能能能器器器数数数学学学模模模型型型(Mathematical model
of electromechanical transducer)
图1为机电换能器的横截面,主要由电力和机械

两部分构成. 其中电力部分由电容(C)、电感(L)和非
线性电阻(RNL),且RNL具有伏安特性

U = −Ri0[
i

i0
− 1

3
(

i

i0
)3], (1)

其中: R, i0为常数. 机械部分由系着可移动线圈的
质量为m的杆组成, 刚度为k的弹簧一端固定, 另一
端粘着质量为m的杆,同时缠绕在质量不计的杆上,
且刚度k满足k = k0 + k1y

2,其中y为弹簧的伸长长

度.电力部分和机械部分通过永磁铁的空隙相互作
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用,应用牛顿第二定律和Kirchhoff电压定律,经过适
当的参数换算,换能器系统可描述为

ẍ− ε1(1− x2)ẋ + ω2
1x + pÿ = 0,

ÿ + ε2ẏ + ω2
2y + cy3 − qx = 0,

(2)

其中x, y分别表示电容电荷和质量为m的杆的位移.
如果p = q = 0,系统(2)变为Vanderpol振子和自治的
Duffing方程, 由于Vanderpol振子具有自激励振子性
质,所以系统(2)也称为具自激励换能器.

图 1 自激励机电换能器横截图
Fig. 1 Transversal section of a self-sustained

electromechanical transducer

3 标标标准准准链链链式式式结结结构构构(Standard chain structure)
为了便于分析并控制系统(2), 考虑SISO仿射非

线性控制系统

Ż = f(Z) + g(Z)u,

y = h(Z).
(3)

其中:

f(Z) =


z2

−(ω2
1+pq)z1+ε1(1−z2

1)z2+pω2
2z3+pcz3

3+pε2z4

z4

qz1 − ε2z4 − ω2
2z3 − cz3

3


,

u为外部输入, h(Z) = z1, g(Z) = (0, 1, 0, 0)T, Z =
(x, ẋ, y, ẏ).

对系统(3),考察输出信号y对时间的微分

ẏ = Lfh(Z) + Lgh(Z)u,

其中: Lfh(Z) = z2, Lgh(Z) = 0. 由于对于任意的
Z, Lgh(Z) = 0,则对ẏ继续进行微分,可得

ÿ = L2
fh(Z) + LgLfh(Z)u,

其中

L2
fh(Z) = −(ω2

1 + pq)z1 + ε1(1− z2
1)z2 +

pω2
2z3 + pcz3

3 + pε2z4,

LgLfh(Z) = 1.

又由于对于任意的Z, LgLfh(Z) 6= 0, 所以系统相

对阶γ = 2,则可得变换方程组



Lgηi(Z) = 0,

L[f,g]ηi(Z) = 0,

i = 1, 2,

其中

[f, g](x) = Lfg(x)− Lgf(x) =

(−1,−ε1(1− z2
1), 0, 0)T.

该方程组有解η1(Z) = z3, η2(Z) = z4. 选择变换

(ξ, η)T =Φ(Z)=(h(Z), Lfh(Z), η1(Z), η2(Z))T,

其Jacobian矩阵JΦ =
∂Φ(Z)

∂Z
= E为单位矩阵,对任

意的Z有det(JΦ) = 1 6= 0,则Φ(Z)是全局微分同胚,

且为恒等变换.

令

u = (ω2
1 + pq)ξ1 − ε1(1− ξ2

1)ξ2 −
pω2

2η1 − pcη3
1 − pε2η2 + v, (4)

其中v为新的控制输入信号. 由前面分析, 显然系

统(3)具有标准链式结构:

η̇ = f0(η, ξ1), ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = v, y = ξ1. (5)

其中:

f0(η, ξ1) =

(
η2

qξ1 − ε2η2 − ω2
2η1 − cη3

1

)
,

η = (η1, η2)T.

4 反反反馈馈馈镇镇镇定定定控控控制制制器器器(Feedback stabilizing con-
troller)
引引引理理理 1 相对阶为1的系统

ẋ = f0(x, y),
ẏ = v.

(6)

如果存在函数β(x)和正定函数W (x), 使得对于任

意的x 6= 0, 有Ẇ = Lf0W (x) < 0, 则系统(6)在原

点(x, y) = (0, 0)处渐进稳定,同时反馈控制器

v =
∂β

∂x
f0(x, y)− Lf̃0

W (x)− y + β(x).

由于系统(5)的相对阶为2,所以不能直接应用引

理, 为此需要通过Backstepping方法, 从位于积分器

链末端的积分器的理想信号开始,沿信号传递的逆

向逐步构造理想控制输入,并重复应用引理递推,得

到积分器链输入端的镇定反馈律v. 即首先视积分

器ξ1的输入ξ2为假想控制信号,利用η子系统与积分

器ξ1的串联结构, 根据引理1得到(η, ξ1)坐标的子系
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统对应的镇定控制器β2(η, ξ1), 同时进行坐标变换

得到新的子系统,然后再次根据引理得到新的子系

统所对应的镇定控制器v,利用坐标变换的微分同胚

特性,知道该控制器同样也是原系统(5)的镇定控制

器.

定定定理理理 1 相对阶为2的系统(5), 如果存在函数
β2(η, ξ1)和正定函数W̃ (η, ξ̃1), 使得对于任意的η,

ξ1, ξ̃1 6= 0,有 ˙̃W < 0,则系统(5)在原点处渐进稳定,
同时根据式(4)知系统(3)的控制输入u为

u = (ω2
1 + pq)ξ1 − ε1(1− ξ2

1)ξ2 −
pω2

2η1 − pcη3
1 − pε2η2 + v,

其中v为系统(5)的反馈镇定控制器,且

v = (
3c

q
η2

1 + ε2)(qξ̃1 − (q + ε2)η2 −

ω2
2η1) +

6c

q
η1η

2
2 + ω2

2η2 −

(q + 2)ξ̃2 + q(q + 1)η2 + qξ̃1.

证证证 令β1(η) =
c

q
η3

1 − η2和正定函数W (η) =

1
2
ω2

2η
2
1 +

1
2
η2

2 ,则对于∀η 6= 0有

∂W

∂η1

η̇1 +
∂W

∂η2

η̇2 = −(q + ε2)η2
2 < 0.

令ξ̃1 = ξ1 − β1(η),则(η, ξ1)子系统变为



η̇1 = η2,

η̇2 = q(ξ̃1 +
c

q
η3

1 − η2)− ε2η2 − ω2
2η1 − cη3

1,

˙̃
ξ1 = ξ2 − 3c

q
η2

1η2 + q(ξ̃1 +
c

q
η3

1 − η2)−

ε2η2 − ω2
2η1 − cη3

1.

(7)

若将ξ2看作是该子系统的假想控制输入, 令f̃ =
(0, q)T, 可得(η, ξ1)子系统的镇定控制器β2(η, ξ1)
有

β2(η, ξ1) =
∂β1

∂η1

η̇1(η, ξ1) +
∂β1

∂η2

η̇2(η, ξ1)−
Lf̃W (η)− ξ1 + β1(η) =
3c

q
η2

1η2 − (qξ1 − ε2η2 − ω2
2η1 − cη3

1)−

qη2 − ξ1 +
c

q
η3

1 − η2 =

c

q
η2

1(3η2 + qη1 + η1) + ω2
2η1 +

(ε2 − q − 1)η2 − (q + 1)ξ1. (8)

令

W̃ (η, ξ̃1) = W (η) +
1
2
ξ̃2
1 ,

所以对于∀η, ξ̃1 6= 0
∂W̃ (η, ξ̃1)

∂η1

η̇1 +
∂W̃ (η, ξ̃1)

∂η2

η̇2 +
∂W̃ (η, ξ̃1)

∂ξ̃1

˙̃
ξ1 =

−(q + ε2)η2
2 − ξ̃2

1 < 0.

取ξ̃2 = ξ2 − β2(η, ξ̃1), 且f̃1 = (0, 0, 1)T. 根据定理
条件,则当

v =
∂β2(η, ξ̃1)

∂η1

η̇1 +
∂β2(η, ξ̃1)

∂η2

η̇2 +
∂β2(η, ξ̃1)

∂ξ̃1

˙̃
ξ1 −

Lf̃1
W̃ (η, ξ̃1)− ξ2 + β2(η, ξ̃1) =

(
3c

q
η2

1 + ε2)(qξ̃1 − (q + ε2)η2 − ω2
2η1) +

6c

q
η1η

2
2 + ω2

2η2 − (q + 2)ξ̃2 + q(q + 1)η2 + qξ̃1

时, 系统(5)渐进稳定到原点, 即当系统(3)的控制输
入u为

u = (ω2
1 + pq)ξ1 − ε1(1− ξ2

1)ξ2 −
pω2

2η1 − pcη3
1 − pε2η2 + v. (9)

证毕.

5 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
和文献[14]相同,取参数

ε2 = 0.00987, ε1 = 2.466, ω1 = ω2 = 1,

c = 0, p = 3.518, q = 0.808,

可得系统有最大Lyapunov指数

Lmax = λ1 = 0.02, λ2 = 0,

λ3 = −0.17, λ4 = −2.04.

此时系统显然为混沌系统, 系统运动状态和
Lyapunov指数见图2和图3. 同时根据定理知系统
(3)快速稳定,仿真结果见图4.

图 2 系统(2)的混沌运动

Fig. 2 Chaos of system (2)
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图 3 系统(2)的Lyapunov指数

Fig. 3 Lyapunov exponent of system (2) 图 4 受控系统(3)的运动状态

Fig. 4 States of controlled system (3)

6 结结结论论论(Conclusion)
自激励机电换能器系统是一个从电学系统接收

波,而向一个力学系统输送波,或反过来做的一种非
线性换能器系统,同时将机械能与电能进行互换,在
某些参数及工作条件下会出现混沌现象.因此分析
换能器的动力学行为,避免混沌现象,对换能器进行
控制,使换能器能够稳定运行具有重要的意义.本文
基于无源化控制理论,根据自激励机电换能器混沌
系统的能量耗散特性, 利用系统固有的物理特性设
计了控制器,消除了系统中的混沌运动,实现了混沌
系统的快速稳定. 同时控制量容易测量,控制原理也
容易实现,具有较好的工程应用价值.
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