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摘要:对一类不确定非线性系统提出了一种连续的全局鲁棒有限时间控制律.首先,针对标称系统设计出了一种
状态反馈控制律,应用Lyapunov直接稳定性理论和LaSalle不变性原理证明了闭环标称系统的全局渐近稳定性,同
时具有负的齐次度;其次,引入辅助变量和采用有限时间收敛的二阶滑模Super-twisting算法,设计出了对不确定性
和干扰进行抑制的补偿控制项,并根据有限时间Lyapunov函数给出了补偿控制项参数的取值范围;最后,综合得到
一种连续的使实际闭环系统有限时间收敛到平衡点的鲁棒镇定控制律.仿真结果表明了所提控制律的有效性.
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Global robust finite time stabilization of a class of
nonlinear uncertain systems
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Abstract: A continuous global robust finite time feedback stabilization control law is proposed for a class of uncertain
nonlinear systems. Firstly, a state feedback control law is designed for the nominal system. By using Lyapunov direct
method and LaSalle invariance principle, we prove that the resulting closed-loop nominal system is globally asymptotically
stable with the negative homogeneity in degrees. Secondly, introducing an auxiliary variable, we design a compensated
control law for compensating the uncertainties of the system by using the finite-time convergent second-order sliding mode
Super-twisting algorithm. The range of the parameters in the compensation control law is determined by using the finite-
time Lyapunov function. Finally, a continuous feedback control law is developed for the closed-loop system to converge to
its equilibrium point in a finite period of time. Simulation results show the effectiveness of the proposed control law.
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1 引引引言言言(Introduction)
在绝大多数的控制系统设计中,闭环系统一般均

以指数形式收敛, 此时闭环系统不可能在有限的时
间内收敛到平衡点. 系统有限时间稳定是指系统满
足Lyapunov稳定性且有限时间收敛到平衡点. 从优
化的角度来说,有限时间收敛的控制是时间最优的
控制方法,有限时间收敛的系统往往具有更好的性
能[1]. 因此,连续有限时间收敛控制器的设计已成为
研究的热点之一,基于微分方程和矢量场齐次性分
析,文献[2]对双积分线性系统给出了状态和动态输
出反馈有限时间镇定控制器的设计方法,文献[3]针
对一类高阶非线性系统设计了有限时间控制器,文
献[4]研究了一类非线性系统,该系统可以看成双积
分线性系统的推广,但没有考虑系统的不确定性,控
制律的设计是针对标称系统进行的. 文献[5]利用滑
模控制中幂次趋近律的设计思想,设计了一种针对

非完整移动机器人的连续状态反馈有限时间跟踪控

制算法,但没有考虑系统受扰动的情况,当系统存在
扰动时,幂次趋近律不能使滑模变量趋于零,将有稳
态跟踪误差的存在. 文献[6]基于系统的齐次性, 针
对n重积分系统, 提出了一种构造性的连续状态反
馈有限时间收敛控制算法. 文献[7]在文献[6]的基础
上结合一阶滑模控制,对不确定的n重积分系统,设
计了一种鲁棒的有限时间镇定控制律,但该控制律
含有切换项因而是不连续的,容易引起系统的抖振.
Levant在其博士论文中提出了高阶滑模(higher order
sliding mode, HOSM)的思想[8], 高阶滑模克服一阶
滑模的抖振,同时保留了一阶滑模的所有优点. 其中
一些二阶滑模算法已经成功地应用到实际控制器设

计中[9∼14].

本文对于一类不确定非线性系统给出了其连续

的鲁棒有限时间镇定的状态反馈控制律设计方法,
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首先, 针对标称系统基于Lyapunov稳定性理论和矢
量场齐次分析, 设计了连续的状态反馈控制律, 使
得闭环标称系统是渐近稳定且具有负的齐次度;再
引入辅助变量, 利用二阶滑模控制中有限时间收敛
的Super-twisting算法, 设计了补偿控制项对系统不
确定性进行补偿,并给出了补偿控制项的参数取值
范围.最后,综合得到了一种连续的有限时间反馈镇
定控制律.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
本文研究对象为一类二阶非线性系统,可由下列

微分方程描述: {
ẋ1 = xm

2 ,

ẋ2 = u + ϕ(t).
(1)

其中: x1, x2为可观测的状态量, u为控制输入, ϕ(t)
为未知函数,表示系统的不确定性和外界干扰. 对系
统(1)作如下假设:

假假假设设设 1 |ϕ̇(t)| 6 δ, δ为正常数.

假假假设设设 2 m为正奇数,显然m = 1时,式(1)为双
积分线性系统.

控制目标是设计控制律u,使得系统(1)能在有限
时间内收敛到原点.

3 基基基于于于标标标称称称系系系统统统的的的有有有限限限时时时间间间镇镇镇定定定控控控制制制律律律

设设设计计计(Finite time stabilization control law de-
sign based on nominal system)
在基于标称系统设计有限时间镇定控制律之前,

先给出一些相关定义和引理.

定定定义义义 1 考虑如下非线性系统:

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (2)

其中f(x) = (f1(x), f2(x),· · ·, fn(x))T. 若存在(r1,

· · · , rn), ri > 0, i = 1, · · · , n,对任意k >0, x∈Rn

满足

fi(kr1x1, · · · , krnxn) = kr+rifi(x), (3)

称非线性系统(2)关于扩张∆k(x1,· · ·, xn)= (r1,· · · ,

rn)的齐次度为r[1].

引引引理理理 1 若系统(2)是全局渐近稳定且具有负的
齐次度,则系统(2)是全局有限时间稳定的[1].

系统(1)的标称形式为{
ẋ1 = xm

2 ,

ẋ2 = unom.
(4)

sgn x为符号函数,定义如下:

sgn s =





1, s > 0,

0, s = 0,

−1, s < 0.

(5)

注意到sgn x函数满足下列性质:

|x|sgn x = x,
d
dx
|x|α+1 = (α + 1)|x|αsgn x.

(6)

基于标称系统设计的有限时间镇定控制律由下

述定理1给出.

定定定理理理 1 对于式(4)所描述的系统, 如果控制律
为

unom = −k1S(γ1, ρ1, x1)− k2S(γ2, ρ2, x2), (7)

式中: k1, k2 > 0,函数S(γi, ρi, xi)定义如下:

S(γi, ρi, xi) =

{
|xi|γisgn xi, |xi| 6 1,

|xi|ρisgn xi, |xi| > 1,
(8)

其中: 0 < γ2 < 1, γ1 =
γ2

1 + m− γ2

, ρi > 1, i =

1, 2. 则原点是系统(4)一个全局有限时间稳定的平
衡点.

证证证 将控制律(7)代入系统(4), 得到如下的闭环
系统:{

ẋ1 = xm
2 ,

ẋ2 = −k1S(γ1, ρ1, x1)− k2S(γ2, ρ2, x2).
(9)

考虑备选Lyapunov函数

V1(x1, x2)=
|x2|m+1

m + 1
+
w x1

0
k1S(γ1, ρ1, z)dz. (10)

显然V1(x1, x2)是正定的,对V1沿式(9)的轨线求导得

V̇ (x1, x2) =
∂V

∂x
ẋ =

[k1S(γ1, ρ1, x1) |x2|msgn x2] ·[
xm

2

−k1S(γ1, ρ1, x1)− k2S(γ2, ρ2, x2)

]
=

[k1S(γ1, ρ1, x1) xm
2 ] ·[

xm
2

−k1S(γ1, ρ1, x1)− k2S(γ2, ρ2, x2)

]
=

−k2S(γ2, ρ2, x2)xm
2 6 0. (11)

集合{(x1, x2)|V̇1(x1, x2) = 0}为坐标轴x2 = 0, 而
x2 =0中的不变集只有原点x1 =x2 =0,而Lyapunov
函数V1满足径向无界条件,由LaSalle不变性原理[15]

可知,系统状态x1, x2全局渐近收敛到原点(0, 0),这
就意味着系统的状态将在有限的时间内收敛到区域

O = {(x1, x2)||x1|61, |x2|61}中. 当(x1, x2) ∈ O,
式(9)可以写成{

ẋ1 = xm
2 ,

ẋ2 =−k1|x1|γ1sgn x1−k2|x2|γ2sgn x2.
(12)

令矢量场

f = (f1(x1, x2), f2(x2, x3))T,
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其中:

f1(x1, x2) = xm
2 ,

f2(x1, x2) = −k1|x1|γ1sgn x1 − k2|x2|γ2sgn x2.

取齐次扩张∆k : (x1, x2) 7→ (kx1, k
1

1+m−γ2 x2),则

f1(kx1, k
1

1+m−γ2 x2) =

k
m

1+m−γ2 xm
2 =k1+

γ2−1
1+m−γ2 xm

2 =

k1+
γ2−1

1+m−γ2 f1(x1, x2), (13)

f2(kx1, k
1

1+m−γ2 x2) =

−k1|kx1|γ1sgn kx1 −
k2|k

1
1+m−γ2 x2|γ2sgn (k

1
1+m−γ2 x2) =

k
1

1+m−γ2
+

γ2−1
1+m−γ2 f2(x1, x2). (14)

因为0 < γ2 < 1, m > 1,所以
γ2−1

1+m−γ2

< 0,故矢量

场f关于扩张∆k : (x1, x2) 7→ (kx1, k
1

1+m−γ2 x2)具有

负的齐次度
γ2 − 1

1 + m− γ2

. 由引理1可知,系统(9)能全

局有限时间收敛到原点. 证毕.

注注注 1 当m = 1, (x1, x2) ∈ O时, 定理1和文献[6]中

的定理8.1中双积分线性系统的情形是一致的; 当k1 =

k2 = 1, (x1, x2) ∈ O, m = 1时, 定理1和文献[16]中的推

论1是一致的. 而当系统的状态(x1, x2)远离平衡点时,由函

数S的定义可知: 本文设计的控制律比文献[6, 16]中设计的

控制律具有更快的收敛速度.

若实际不确定系统(1)采用控制律(7), 由于不确
定性的影响,系统(1)的状态不能镇定到原点,为此需
设计一种鲁棒的有限时间控制律.

4 鲁鲁鲁棒棒棒有有有限限限时时时间间间控控控制制制律律律设设设计计计(Robust finite
time stabilization control law design )
本文提出的鲁棒有限时间镇定控制律的设计分

为两部分:

1) 设计有限时间控制律unom保证标称系统有限

时间镇定到原点.

2) 基于二阶滑模控制的Super-twisting算法, 设
计补偿控制项usosmc对实际系统的扰动进行抑制,保
证不确定系统在有限时间镇定到原点.

为了在有限时间内镇定不确定系统(1), 引入辅
助变量,设计如下控制律:{

u = unom + usosmc,

ẋaux = −unom.
(15)

式中: xaux为辅助变量, 它将用来设计二阶滑模
变量s; 而滑模变量将用来设计补偿控制项usosmc,
unom表达式如(7)所示. 定义滑模变量如下:

s = x2 + xaux, (16)

上式沿系统(1)的轨线对时间t求导,有

ṡ = ẋ2 + ẋaux =

u + ϕ(t)− unom =

unom + usosmc + ϕ(t)− unom =

ϕ(t) + usosmc. (17)

式中补偿控制律usosmc的设计目标是使得在有干扰

ϕ(t)存在时,滑模变量s在有限时间内收敛到0. 利用

二阶滑模控制中的Super-twisting算法, usosmc可设计

为如下形式:

usosmc = −|s| 12 sgn s− α
w t

0
sgn sdτ , (18)

式中λ, α为正常数,显然usosmc是连续的.

定定定理理理 2 考虑系统(1),若控制律为

u = unom + usosmc, (19)

式中unom, usosmc分别由式(7)和(16)定义.若



λ > 2,

α >
λ3 + δ2(4λ− 8)

λ(4λ− 8)
,

(20)

则系统(1)的状态可以在有限时间内镇定到原点.

证证证 将式(18)代入式(17)中,可得滑模变量s的动

态特性如下:

ṡ + |s| 12 sgn s + α
w t

0
sgn sdτ = ϕ. (21)

采用状态变换

y = ϕ− α
w t

0
sgn sdτ , (22)

式(21)可以写成以下形式:{
ṡ = −λ |s| 12 sgn s + y,

ẏ = −αsgn s + ϕ̇.
(23)

考虑二次型函数V (s, y)为备选Lyapunov函数:

V (s, y) = ηTPη, (24)

式中:

P =
1
2

[
4α + λ2 − λ

−λ 2

]
, ηT = [|s| 12 sgn s, y].

V (s, y)是连续正定函数,且径向无界. 除了集合
{s=0}外, V (s, y)是处处可导的,而在系统没有收敛
到原点时，系统状态是不会停留在集合{s|s=0}上,
故可以应用链式法则求取V̇ ,令

A =


−

1
2
λ

1
2

−α 0


 , C = [1 0],

B = [0 1]T, ˜̇ϕ = |s| 12 ϕ̇.
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利用
d|s|
dt

= ṡ sgn s,有

η̇ =
1

|s| 12
(
Aη + B ˜̇ϕ

)
. (25)

对V (s, y)沿式(21)求导有

V̇ (s, y) = η̇TPη + ηTP η̇ =
1
|s| 12 (ηTAT + ˜̇ϕBT)Pη +

1
|s| 12 ηTP (Aη + B ˜̇ϕ) 6

1
|s| 12 (ηTATPη + ˜̇ϕBTPη + ηTPAη +

ηTPB ˜̇ϕ + δ2|s| − ˜̇ϕ2) =
1
|s| 12 (ηTATPη + ˜̇ϕBTPη + ηTPAη +

ηTPB ˜̇ϕ + δ2ηTCTCη − ˜̇ϕ2) =
1
|s| 12 (ηTATPη + ηTPAη + δ2ηTCTCη +

˜̇ϕBTPη + ηTPB ˜̇ϕ− ˜̇ϕ2) 6
1
|s| 12 (ηTATPη + ηTPAη + δ2ηTCTCη +

ηTPBBTPη) =
1
|s| 12 ηT(ATP +PA+δ2CTC+PBBTP )η.(26)

令

Q = −(ATP + PA + δ2CTC + PBBTP ),

有

V̇ 6 − 1
|s| 12 ηTQη, (27)

将A, B, C, P代入得

Q =




λα+
λ3

2
−δ2−λ2

4
λ

2
−λ2

2
λ

2
−λ2

2
λ

2
−1


 . (28)

若 



λ > 2,

α >
λ3 + δ2(4λ− 8)

λ(4λ− 8)
,

(29)

则Q为正定对称矩阵，即Q > 0. 因为V (s, y) =
ηTPη是二次正定函数,有

λmin(P )‖η‖2
2 6 ηTPη 6 λmax(P )‖η‖2

2. (30)

式中: λmin(P )和λmax(P )分别表示矩阵P的最小

和最大特征值, ‖ · ‖2表示欧氏空间R2上的2–范数,
‖η‖2

2 = |s|+ y2,进一步可以得出

|s| 12 6 ‖η‖2 6 V
1
2

λ
1
2
min(P )

. (31)

由式(27)有

V̇ 6 − 1

|s| 12
ηTQη 6 − 1

|s| 12
λmin(Q) ‖η‖2

2 6

−‖η‖2

|s| 12
λmin(Q) ‖η‖2 6 −λmin(Q) ‖η‖2 . (32)

而由式(30)有
V

1
2

λ
1
2
max(P )

6 ‖η‖2 . (33)

由式(32)(33)可得

V̇ 6 −γ(Q,P )V
1
2 , (34)

式中: γ(Q,P ) =
λmin(Q)

λ
1
2
max(P )

. 由比较原理[15]可得: 当

t满足t > T =
2

γ(Q,P )
V

1
2 (s0, y0)时V = 0,所以系

统(23)的状态能在有限时间T内收敛到原点, 此时
有s = ṡ = 0,即进入二阶滑动模态,此时usosmc的等

效控制记为ueq
sosmc, 由等效控制的定义[17], 令式(17)

等于0, 可以求得ueq
sosmc = −ϕ(t). 将u = unom +

ueq
sosmc代入式(1), 可以得到二阶滑动模态时的等效
闭环动态特性和标称系统(4)是一致的. 而又因为
unom是依据定理 1设计的, 因此系统(1)的状态可以
在有限时间内镇定到原点. 证毕.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
考虑系统(1)中m = 3的情况,即

{
ẋ1 = x3

2,

ẋ2 = u + sin x1 + 5 cos(10t).
(35)

设不确定项ϕ=sin x1+5 cos(10t),初始值为x1(0)=
5, x2(0) = −10. 分别对3种控制律进行仿真:

控控控制制制律律律 1 不考虑系统的不确定性按标称系统

设计的控制律, u = −k1S(γ1, ρ1, x1) − k2S(γ2, ρ2,

x2). 选取参数0 < γ2 = 2/3 < 1, γ1 = 1/5, ρ1 =
ρ2 = 2, k1 = 5, k2 = 4,仿真结果如图1, 2所示.

控控控制制制律律律 2 考虑系统的不确定性设计的控制律,
u = −k1S(γ1, ρ1, x1) − k2S(γ2, ρ2, x2). 参数γ1, γ2,
ρ1, ρ2, k1和k2的取值与控制律1中的相同.补偿控制
项ufosmc基于一阶滑模进行设计, ufosmc = −18sgn s,
滑模变量s由式(16)定义.仿真结果如图3, 4所示.

控控控制制制律律律 3 考虑系统的不确定性设计的控制律,
其中unom的设计与控制律2相同,补偿控制项usosmc

采用本文中的方法,取δ = 60,按照式(20)取λ = 30,
α = 130,则

usosmc = −30|s| 12 sgn s− 130
w t

0
sgn sdτ ,

滑模变量s由式(16)定义.仿真结果如图5, 6所示.
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图 1 状态响应曲线(控制律1)

Fig. 1 Response curves of states(control law 1)

图 2 控制律1曲线

Fig. 2 Curves of control law 1

图 3 状态响应曲线(控制律2)

Fig. 3 Response curves of states (control law 2)

图 4 控制律2曲线

Fig. 4 Curves of control law 2

图 5 状态响应曲线(控制律3)

Fig. 5 Response curves of states(control law 3)

图 6 控制律3曲线

Fig. 6 Curves of control law 3

从图1∼6可见:系统具有不确定性时,控制律1不
能使系统状态镇定;控制律2虽然能实现系统状态有
限时间镇定,但是由于含有不连续项,控制输入有高
频抖振; 控制律3能实现系统状态的有限时间镇定,
而且控制输入是连续的.

6 结结结论论论(Conslusion)
本文考虑了一类不确定非线性系统的全局有限

时间反馈镇定问题.利用系统的齐次性和有限时间
收敛Super-twisting算法给出了一种构造性的设计方
法,实现了的不确定非线性系统的有限时间镇定,且
控制输入是连续的. 实际上此方法可以推广到n阶

此类型的非线性系统的有限时间镇定控制律设计

中.
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