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摘要:从Finsler引理角度,研究时滞系统的时滞相关稳定性分析和镇定问题,发现自由权矩阵方法是该研究框架
的一个特例,阐明引入乘子矩阵对分析时变时滞系统稳定性的必要性,讨论乘子矩阵结构对所得结果保守性的影
响,提出一些改进的基于线性矩阵不等式的稳定性判据和镇定控制器设计算法,数值算例表明所提出方法的有效
性.
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Stability analysis and stabilization for time-delay systems:
a unified viewpoint of Finsler’s lemma
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Abstract: This paper investigates the delay-dependent stability and stabilization of time-delay systems from the view-
point of Finsler’s lemma. The free-weighting matrices method is a special case of the proposed unified framework. It is
necessary to introduce multiplier matrices for the stability analysis of the time-varying delay systems. The construction of
the multiplier matrices affecting the conservatism of the results is discussed. Improved stability criteria and design algo-
rithms for the stabilizing controller are developed in terms of linear matrix inequalities. Numerical examples illustrate the
effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
时滞普遍存在于自然和工程系统中[1],由于经常

引起系统恶化甚至不稳定, 其稳定性分析和控制
器设计一直是研究热点之一[2∼10]. 特别地,文献[11]
从LMI的角度对时滞系统稳定性分析的最新进展进
行了全面总结. 已有研究方法大体分为频域方法和
时域方法. 由于频域方法在处理时变时滞,特别是控
制器设计方面的局限性, 时域方法所受关注程度
较高, 而且研究成果也较为丰富. 时域方法又可分
为Lyapunov-Krasovskii(L-K)泛函方法和Lyapunov-
Razumikhin(L-R)函数方法. L-R函数方法由于相对
较为保守,目前已经较少使用. 对于线性时滞系统的
稳定性, Gu等提出一种基于完整(complete)L-K泛函
的充分必要条件[1], 但由于其涉及无限维优化问题
而无法直接求解. 为此, 研究者转而寻求近似解决
该问题的途径, 包括离散化(discretization)方法[1]和

平方和(sum-of-squares)方法[12], 但这两种方法都由
于算法复杂和计算量巨大而限制了应用. 相对于

完整L-K泛函方法,研究者对简单L-K泛函方法[7]更

加感兴趣. 简单L-K泛函方法的缺点在于其只能得
到充分条件, 这样减少保守性就成为近来研究的
主要目标. 这方面研究的早期成果在文献 [1]中有
较为集中的呈现, 其中重点讨论了4种模型变换方
法的特性, 指出一阶模型变换和中立模型变换方
法会因引入附加动态特性, 而导致变换系统与原
系统不再等价. 因此另外两种方法: 基于Park不等
式[13](或Moon不等式[14])的模型变换法和Fridman广
义模型变换方法[15]成为了一时的研究主流. 直到
后来, 何勇等研究者发现这两种方法都等价于引
入一些包含自由矩阵的零等式,如果显式地用零等
式可以推广这两种方法, 就可能取得保守性更小的
结果, 并称之为自由权矩阵(free-weighting matrices,
FWM)法[5, 6]. 自此之后,研究者沿着FWM法的研究
思路,取得了大量的研究成果.

但是最近,研究者在文献[16,17]中证明了已有文
献中多种定常时滞系统稳定性判据之间的等价性,
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同时发现引入自由权矩阵对减小保守性没有任何意

义.那么透过这些等价性,是否可以建立一个统一的
研究框架哪? 这构成了本文研究的基本出发点, 即
建立一个基于Finsler引理的时滞系统稳定性分析和
控制器设计框架,并在此框架下探讨包括FWM法在
内各种研究方法的内在联系,研究这一类方法所具
有的独特问题和解决方案. 受到文献 [18]中的关于
约束线性系统分析的启发, 本文首先基于Finsler引
理分别建立定常时滞系统和时变时滞系统稳定性的

等价充分条件.然后,提出一种可以避免迭代过程的
直接控制器设计算法,并通过数值算例验证本文提
出方法的有效性.

本文中, 对于对称矩阵A和B, A > (>)B表示
A−B正定(半正定); diag{·}表示块对角矩阵,即

diag{X1, X2} =

[
X1 0
0 X2

]
;

ξ = col{ξ1, ξ2}表示ξ = [ξT
1 ξT

2 ]T; B⊥ ∈ Rn×(n−r)

为矩阵B ∈ Rm×n的右正交补, 且rank(B) = r; 矩
阵中的“∗”表示对称元素; 0n和In分别表示n × n维

的零矩阵和单位矩阵, 且一般简写为0和I; 0n×m表

示n × m维的零矩阵; ei(i = 1, 2, · · · , p)为块元矩
阵(block entry matrices), 如e2 = [0 I 0n×(p−2)n ];
在没有引起混淆的情况下, 变量x(t), x(s)和h(t)等
分别简写为x, xs和ht等.

2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
2.1 定定定常常常时时时滞滞滞系系系统统统(Constant delay systems)

Finsler引理早在1937年就已经提出,但主要用于
线性规划等研究领域. 直到1997年, Skelton等研究
者开始利用Finsler引理进行控制系统分析[19]. 基本
的Finsler引理如下:

引引引理理理 1(Finsler引理) 对于向量x,矩阵Ξ < 0和
B,如下4个条件相互等价:

i) xTΞx < 0, ∀Bx = 0, x 6= 0;
ii) (B⊥)TΞB⊥ < 0;
iii) 存在标量µ,使得Ξ − µBTB < 0;

iv) 存在矩阵X ,使得Ξ + XB + BTXT < 0.

考虑如下定常时滞系统:{
ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d), ∀t > 0,

x(θ) = ϕ(θ), ∀θ ∈ [−d, 0],
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, d > 0为定常时滞, A,

Ad ∈ Rn为定常矩阵, ϕ为初始状态.

下面,基于Finsler引理给出系统(1)的几种等价稳
定性判据.

定定定理理理 1 如果存在适当维数的矩阵P > 0, Q >

0, R > 0, X和标量µ,使得如下条件之一得到满足,

则系统(1)渐近稳定:

(S⊥1 )
T
ΞS⊥1 < 0, (2)

Ξ + XS2 + ST
2 XT < 0, (3)

(S⊥3 )
T
ΞS⊥3 + XS4 + ST

4 XT < 0, (4)

(S⊥5 )
T
ΞS⊥5 + XS6 + ST

6 XT < 0, (5)

Ξ − µST
1 S1 < 0, (6)

(S⊥3 )
T
ΞS⊥3 − µST

4 S4 < 0, (7)

(S⊥5 )
T
ΞS⊥5 − µST

6 S6 < 0, (8)

其中:

Ξ = diag{
[

d2R P

P Q

]
,−Q,−R},

S1 =

[
I −A −Ad 0
0 −I I I

]
, S2 =

[
I −A −Ad 0
0 I −I I

]
,

S3 = [0 −I I I ], S4 = [I −A −Ad ],

S5 = [I −A −Ad 0], S6 = [−I I I ].

证证证 采用如下广泛使用的L-K泛函(9):

V (x) = xTPx +
w t

t−d
xT

s Qxsds +

d
w 0

−d

w t

t+θ
ẋT

s Rẋsdsdθ, (9)

其中: P > 0, Q > 0, R > 0. 计算式(9)的微分,可得

V̇ (x, ẋ) = 2xTPẋ + xTQx + d2ẋTRẋ−
xT(t− d)Qx(t− d)−
d
w t

t−d
ẋT

s Rẋsds. (10)

使用Jensen不等式对式(10)的最后一项定界:

−d
w t

t−d
ẋT

s Rẋsds 6 −wTRw, (11)

其中w =
w t

t−d
ẋsds = x− x(t− d). 故而

V̇ (x, ẋ) 6 ζT
0 Ξζ0, (12)

其中ζ0 = col{ẋ, x, x(t− d), w}.

这样根据Lyapunov-Krasovskii稳定性理论,如果

ηT(S⊥1 )
T
ΞS⊥1 η < 0, η 6= 0, (13)

则系统(1)稳定, 其中η = col {x, x (t− d)}. 注意到
ζ0 = S⊥1 η,所以式(13)等价于

ζT
0 Ξζ0 < 0, ∀S1ζ0 = S1S

⊥
1 η = 0, ζ0 6= 0.

这对应于Finsler引理的条件i). 进而由Finsler引理的
条件ii),可得式(2). 相似地,采用ζ1 = col{ẋ, x, x(t−
d),−w}和Finsler引理的条件iv),可得式(3).

如果首先采用约束∀S3ζ0 = 0, 则根据Finsler引
理,如果式(14)成立,则系统(1)渐近稳定.

ζT
2 (S⊥3 )

T
ΞS⊥3 ζ2 < 0, ∀S4ζ2 = 0, ζ2 6= 0, (14)
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其中ζ2 =col{ẋ, x, x(t− d)}. 再对式(14)利用Finsler
引理的条件iv),可得条件(4).

相似地, 如果首先采用约束∀S5ζ0 = 0, 则如果
式(15)成立,系统(1)渐近稳定.

ζT
3 (S⊥5 )

T
ΞS⊥5 ζ3 < 0, ∀S6ζ3 = 0, ζ3 6= 0, (15)

其中ζ3 = col{x, x(t− d), w}. 再利用Finsler引理的
条件iv),可得条件(5).

条件(6)∼(8),可由条件iii)得到. 证毕.

注注注 1 基于Finsler引理, 定理1给出的定常时滞系统

等价稳定性判据,分别对应于Finsler引理的条件ii), iii)和iv),

以及约束矩阵和乘子矩阵的不同选择.这样,定理1就提供

了一个定常时滞系统稳定性分析的研究框架,大量已有技

术可以融入这一框架, 获得等价的(或不等价)的稳定性判

据. 比如,用其他积分不等式[20]代替Jensen不等式, 所得结

果与定理1等价;用一些模型变换系统(如中立型变换、广义

模型变换等)代替原系统(1),如果模型变换系统与原系统等

价(如广义模型变换), 则所得结果也与定理1等价, 否则不

等价(如中立型变换);通过S--过程[21]引入一些不等式约束.

下面将具体表明已有文献中的结果只是定理1的
特例,而定理1中的标量乘子条件(6)∼(8)在已有文献
中还未出现过.

实际上将式(2)中S⊥1 选为


A Ad

I 0
0 I

I −I


 ,

再由Schur补即可得到文献 [7]中提出的稳定性判据.
根据定理1和注1可见,不论采用何种约束矩阵和乘
子矩阵, 不论结合何种等价技术(积分不等式、模型
变换), 从Finsler引理的角度, 所得结果都与条件(2)
等价,且由于条件(2)不引入任何乘子变量而最为简
单,从而解释了文献[17]的结论.

在条件(3)中,如果选择X = [N M ],则式(3)等
价于ζT

0 Ξζ0 < 0的两边加上零等式(16)和(17)的两
边:

2ζT
0 N [ẋ−Ax−Adx (t− d)] = 0, (16)

2ζT
0 M [x− x (t− d)−

w t

t−d
ẋsds] = 0. (17)

实际上,在FWM法中,矩阵N , M被称为自由权矩阵,
式(16)(17)分别对应于系统方程(1)和Leibniz-Newton
公式. 若选择

X =




T3 N3

T1 N1

T2 N2

0 0


 , 并用




0 I 0 0
0 0 I 0
I 0 0 0
0 0 0 I




进行合同变换,即可得文献 [6]的结果.在一些FWM

法文献中, 仅使用零等式(16), 这意味着V̇ (x, ẋ)中
的ẋ被保留下来而未被系统方程(1)所替换, 这对应
定理1中的条件(4). 也有文献仅使用零等式(17), 这
对应定理1中的条件(5). 实际上,若选择

S⊥5 =




A Ad 0
I 0 0
0 I 0
0 0 I


 , X =




N1

N2

0


 ,

由式(5)可得文献 [9]的结果.由以上分析可见, FWM
法是定理1的特例,而自由权矩阵本质上就是Finsler
引理中的乘子矩阵.

2.2 时时时变变变时时时滞滞滞系系系统统统(Time-varying delay systems)
本节将沿着2.1节的思路, 基于Finsler引理, 研究

如下时变时滞系统的稳定性判据:{
ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− ht), ∀t > 0,

x(θ) = ϕ(θ), ∀θ ∈ [−h̄, 0],
(18)

其中ht表示时变时滞,且满足

0 6 ht 6 h̄, h̄ > 0, ḣt 6 µ. (19)

定定定理理理 2 如果存在适当维数矩阵P > 0, Q1 >

0, Q2 > 0, R > 0和X, 使得式(20)或(21)对于ht =
0和h̄均成立,则系统(18)渐近稳定.

(S⊥7 )
T
Ξ1(ht)S⊥7 +XS8(ht)+ST

8 (ht)XT <0, (20)

Ξ1(ht) + XS9(ht) + ST
9 (ht)XT < 0, (21)

其中:

Ξ1(ht) = eT
1 h̄Re1 + eT

2 Pe1 + eT
1 Pe2 +

eT
2 (Q1 + Q2)e2 − (1− µ)eT

3 Q1e3 −
eT
4 Q2e4 − hte

T
5 Re5 − ĥte

T
6 Re6,

S7 = [−I A Ad 0 0 0 ],

S8(ht) =

[
−I I 0 htI 0
0 −I I 0 ĥtI

]
,

ĥt = h̄− ht, S9(ht) =

[
S7

02n×n S8 (ht)

]
.

证证证 考虑采用L-K泛函(22):

V (x)= xTPx+
w t

t−ht

xT
s Q1xsds+

w t

t−h̄
xT

s Q2xsds+
w 0

−h̄

w t

t+θ
ẋT

s Rẋsdsdθ, (22)

其中: P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0和R > 0. 计算式(22)
的微分,可得

V̇ = 2xTPẋ + xT(Q1 + Q2)x + h̄ẋTRẋ−
(1− ḣt)xT(t− ht)Q1x(t− ht)−
xT(t− h̄)Q2x(t− h̄)−

w t

t−h̄
ẋT

s Rẋsds. (23)
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由Jensen不等式,有

−
w t

t−h̄
ẋT

s Rẋsds 6 −htw
T
1 Rw1 − ĥtw

T
2 Rw2, (24)

其中: w1 = (x− x(t− ht))/ht, w2 = (x(t− ht)
− x(t− h̄))/ĥt. 当ht = 0和h̄时, 根据导数定义,分
别有w1(ht = 0) = ẋ(t), w2(ht = h̄) = ẋ(t− h̄). 但
实际上, 以下证明中w1和w2在ht = 0或h̄处的定义

并不影响证明过程.

这样, 如果式(25)或式(26)成立, 则系统(18)渐近
稳定.

V̇ 6ξT
1 (S⊥7 )

T
Ξ1(ht)S⊥7 ξ1, ∀S8(ht)ξ1 =0, ξ1 6=0,

(25)

V̇ 6 ξT
2 Ξ1(ht)ξ2, ∀S9(ht)ξ2 = 0, ξ2 6= 0, (26)

其中: ξ1 = col{x, x(t− ht), x(t− h̄), w1, w2}, ξ2 =
col{ẋ, ξ1}. 再由Finsler引理,即可得(20)和(21).

证毕.

注注注 2 从定理2可以看出时变时滞系统与定常时滞系

统的本质不同在于: 时变时滞ht会不可避免地出现在二次

不等式Ξ1 (ht)和约束矩阵S8 (ht)或S9 (ht)中, 这使得如果

不引入乘子变量, 所得判据中ht将以非线性形式出现. 而

对于存在非线性时变参数的矩阵不等式,将无法有效计算

其可行性. 另一方面,引入乘子变量可以解除耦合,使得时

变参数ht线性地出现式(20)或(21)中. 而根据鲁棒稳定性理

论[21],该LMI的可行性等价于其在不确定性参数的顶点处

的可行性,从而最终获得可以有效检验的LMI稳定性判据.

因此,定理2反映了为了获得可以有效检验的时变时滞系统

稳定性判据, 引入乘子变量是必要的. 而对定常时滞系统

稳定性分析,由于二次不等式和约束矩阵中不存在时变参

数,导致没有必要引入乘子变量. 从中也可发现,在时变时

滞系统的稳定性分析中,时变时滞ht实际上被看作为一个

多胞型不确定性参数,这与凸组合方法(convex combination

method)[22]在本质上完全相同.

注注注 3 需要注意的是,在对式(23)的最后一项定界时,

如果忽略一些有用项,可以去除在二次不等式和约束矩阵

中的ht,从而得到不引入乘子变量的稳定性判据. 但这种处

理方法必然放大对式(23)最后一项上界的估计, 从而增大

所得结果的保守性. 文献[5]和文献[2]中分别忽略了不同的

有用项,所引入的保守性程度也不同,比较结果见例1.

注注注 4 根据Finsler引理,如果将乘子矩阵设置为某种

特殊结构, 也可能引入保守性. 所以, 需要特别注意乘子

矩阵X的结构选择问题, 而已有研究对于该问题很少涉

及. 以定理2中条件(20)为例, 如果采用全参数结构, 即乘

子矩阵X采取5n × 2n维的无约束矩阵, 将使得式(20)中出

现零对角元素,而零对角元素的同行列元素不全为零的情

况, 这将导致严重的数值计算问题而无法正确求解. 为了

避免这种情况的发生, 目前通用的方法是将乘子矩阵X中

与w1和w2对应的行设置为全零行. 在例1中将通过数值计

算分析乘子矩阵结构选择对保守性的影响.

在注1中提到,通过S--过程可以引入一些不等式
约束, 下面将文献 [23]中从频域提出的一个不等式
约束通过S--过程引入到定理2中,获得一个新的时变
时滞系统稳定性判据.

推推推论论论 1 如果存在适当维数矩阵P > 0, Q1 >

0, Q2 > 0, Q3 > 0, R > 0和X ,使得式(27)或(28)对
于ht = 0和h̄均成立,则系统(18)渐近稳定.

S⊥
T

7 Ξ2(ht)S⊥7 +XS8(ht)+ST
8 (ht)XT <0, (27)

Ξ2(ht) + XS9(ht) + ST
9 (ht)XT < 0, (28)

其中: Ξ2(ht) = Ξ1(ht) + eT
1 αQ3e1 + eT

1 βQ3(e2 −
e4) +(e2 − e4)TβQ3e1 − (e2 − e4)TQ3(e2 − e4),
α = −(c2 − r2)h̄2, β = ch̄, c = 0.251, r = 0.749.

证证证 文献[23]中提出
[

ẋ

w3

]T [
αI βI

βI −I

][
ẋ

w3

]
> 0, (29)

其中w3 = x − x(t− h̄). 这样利用S--过程, 由定
理2就可以容易地证得结论. 证毕.

例例例 1 考虑一个在文献中广泛研究的时变时滞

系统(18),参数如下:

A =

[
−2 0
0 −0.9

]
, B =

[
−1 0
−1 −1

]
.

表1中给出对于不同µ, 不同方法所取得的保证
该系统渐近稳定的最大时滞上界h̄max. 由表1可
以看出, 定理2(除a)和d)两种情况)比文献 [5]和文
献 [2]可以取得更大的h̄max. 文献 [5]和文献 [2]中
都对式(23)最后一项上界的估计进行了放大, 由
于被忽略的有用项不同, 所引入的保守性也不同.
定理2由于避免了忽略有用项, 具有比文献 [5]和文
献 [2]更低的保守性. 另外表1给出了当定理2中的乘
子矩阵X取如下一些典型结构时所对应的结果, 其
中Xkn×ln代表kn× ln维的无约束矩阵. 对式(20):

a)

[
Xn×2n

04n×2n

]
, b)

[
X2n×2n

03n×2n

]
,

c)

[
X3n×2n

02n×2n

]
, d)




Xn×2n

0n×2n

Xn×2n

02n×2n


 ;

对式(21):

e)

[
X2n×3n

04n×3n

]
, f)

[
X3n×3n

03n×3n

]
.

由表1可以看出, 当X采用参数结构a)和d)时, 会
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由于自由度的缺失,而导致保守性较大.增加自由度
可以降低保守性, 特别当X采用参数结构b)和e)时,
可在保持最小保守性的同时,涉及最少的求解变量.

表 1 对于不同µ的最大时滞上界h̄max

Table 1 Maximum delay upper bound h̄max for
different µ

µ 0 0.1 0.2 0.5 0.8

文献[5] 4.472 3.605 3.039 2.043 1.492
文献[2] 4.472 3.606 3.043 2.072 1.590

定理2式a), d) 4.358 3.462 2.864 1.741 0.928
定理2式b), c), e), f) 4.472 3.658 3.163 2.337 1.934

文献[24] 4.568 3.673 3.085 2.043 1.492
推论1式e) 5.002 4.000 3.349 2.337 1.934

由表1可见,在对乘子矩阵都采用相同参数结构
的条件下,推论1取得了比定理2更大的h̄max(特别在
µ较小时),这体现了由S--过程引入不等式约束(29)的
作用. 作为对比,文献 [24]基于二次分离法也使用了
不等式约束(29),但由表1可见推论1对文献 [24]的结
果也有一定的改进.

3 控控控制制制器器器设设设计计计的的的直直直接接接法法法(Direct algorithm for
controller design)
本节以定常时滞系统为例,提出一种改进的时滞

相关控制器设计算法,即对系统

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d) + Bu(t), (30)

设计状态反馈控制u(t) = Kx(t)使得闭环系统渐近
稳定.

用AK = A + BK取代式(4)中的A,且取

S⊥3 =




I 0 0
0 I 0
0 0 I

0 I −I


 ,

可得

Ψ + XTĀ + ĀTX < 0, (31)

其中:

Ā = [I −AK −Ad ],

Ψ =




d2R P 0
∗ Q−R R

∗ ∗ −Q−R


 .

参数化乘子矩阵X为[N N 0], 对式(31)的左
边用diag{N−1, N−1, N−1}取合同变化, 并令V =
N−1, P̄ = V PV , Q̄ = V QV , R̄ = V RV , U = KV ,
可得

Ψ̃ + X̃TÃ + ÃTX̃ < 0, (32)

其中:

Ψ̃ =




d2R̄ P̄ 0
∗ Q̄− R̄ R̄

∗ ∗ −Q̄− R̄


 ,

X̃ = [I I 0], Ã = [V −AV −BU −AdV ].

这样, 可得如下一种避免迭代过程的直接控制器设
计算法.

算算算法法法 1 直接控制器设计算法.

Step 1 设d > 0为足够小的初始时滞上界.

Step 2 对于正定对称矩阵P̄ , Q̄, R̄和矩阵V , U ,
求解式(32). 如果式(32)不成立,退出算法.

Step 3 如果状态反馈增益K = UV −1满足设

计要求,记dmax = d, K∗ = K,增大d,返回Step 2;否
则,退出算法.

注注注 5 算法1通过将乘子矩阵适当地参数化, 直接获

得状态反馈增益,从而避免了迭代过程. 但根据注4,将X参

数化为[N N 0]会由于丧失一定的自由度, 从而增大保守

性. 不过以下的数值算例表明,其保守性并不太大.

例例例 2 考虑系统(30),参数为

A =

[
0 0
0 1

]
, Ad =

[
−2 −0.5
0 −1

]
, B =

[
0
1

]
.

为了便于比较,在算法1中对控制增益矩阵K的大小

进行不同的限制,即限定|kij| 6 σ, σ > 0,其中kij为

矩阵K的元素.对于不同的σ,由算法1得到最大时滞
上界和相应的控制增益矩阵(见表2). 表2中, “—”表
示没有可行解.

表 2 算法1的结果
Table 2 Results for Algorithm 1

σ dmax K∗

1 — —
5 0.8 [−4.1530 −3.8543]
10 1.0 [−9.1537 −5.6192]
50 2.3 [−46.7779 −15.1364]

100 2.8 [−98.9933 −29.1903]
1000 5.0 [−986.0011 −257.4562]
10000 8.6 [−9844.5 −2497.0]

100000 15.6 [−99893 −25074]

由表2可见,放松对控制增益矩阵K的限制,可以
取得很大的dmax,但是得到的控制增益也非常大,这
反映了算法1将乘子矩阵设定为特殊结构所引起的
保守性.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文建立了一个基于Finsler引理的时滞系统稳

定性分析框架. 这个新框架推广了FWM法, 可以清
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楚表明引入乘子矩阵对于时变时滞系统稳定性分析

的必要性. 在这个统一框架下,提出一些新的稳定性
判据和控制器设计算法, 数值算例表明了所提出方
法的有效性.
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