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摘要:针对快速传递对准中量测失准角为大角度的情况,在非线性欧拉角误差模型基础上,推导了一种基于乘性
四元数的等效快速传递对准模型. 为解决四元数在无迹卡尔曼滤波(UKF)算法中的应用问题,提出了一种基于四元
数的状态扩维无迹卡尔曼滤波(Q--AUKF)算法. 该算法将系统噪声增广到状态向量中,解决了乘性四元数噪声无法
进行向量意义下四则运算的问题.针对四元数加权均值规范化的限制,采用平均四元数算法保证其正交规范化要
求. 最后将其应用到快速传递对准中的仿真实验结果表明,在量测误差角为大角度的情况下,该算法具有更高的估
计精度与收敛速度.
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Quaternion augmented unscented Kalman filter and its application to
rapid transfer alignment under large misalignment

ZHOU Wei-dong, JI Yu-ren, QIAO Xiang-wei
(College of Automation, Harbin Engineering University, Harbin Heilongjiang 150001, China)

Abstract: An equivalent rapid transfer alignment model based on the multiplicative quaternion is derived for large
misalignment measurements on the basis of nonlinear Euler angle error model. In order to apply quaternion to the un-
scented Kalman filter(UKF), a quaternion augmented UKF(Q-AUKF) algorithm is proposed. The arithmetic problem of
multiplicative quaternion noise is solved by augmenting the system noise onto the state vector. An average quaternion
method is adopted to guarantee the normalization of weighted quaternion. The Q-AUKF algorithm is applied to the rapid
transfer alignment model and the simulation results show that the proposed algorithm has higher filter accuracy and faster
convergence speed.

Key words: rapid transfer alignment; multiplicative quaternion; unscented Kalman filter; normalization

1 引引引言言言(Introduction)
传递对准是动基座对准中的一项重要技术. 它

利用已经完成对准的主惯导信息对子惯导系统(如
导弹、舰载机等)进行初始对准.常用的传递对准算
法主要有计算参数匹配法和测量参数匹配法. 根据
使用背景的不同,许多学者提出了多种相应的匹配
方法. 其中, Kain和Cloutier提出的速度加姿态匹配
算法,由于增加了主子惯导相对姿态的观测,从而使
对准精度和时间都有了较大地提高[1] . 但是该算法
只是将初始误差角视为小量[2] ,而实际应用中经常
会出现3个误差角都为大角度的情况,此时就需要选
取合理的非线性模型和滤波算法.

常用的惯导姿态更新算法主要有方向余弦法,欧
拉角法,四元数法,等效旋转矢量法等. 其中,四元数
法由于非奇异性和可全姿态工作得到了越来越广泛

的应用[3,4] . 然而四元数法苛刻的正交规范化约束
条件限制了它在非线性滤波中的应用. 对此,国内外
学者进行了广泛而深入的研究. Lefferts等人针对扩
展卡尔曼滤波(EKF)算法中四元数规范化的限制造
成的协方差阵奇异问题,通过利用乘性误差四元数
表示四元数真实值与估计值之间的距离, 推导了一
种乘性EKF算法(multiplicative EKF)[5] . 在此基础上,
Vathsal和Psiaki等又分别给出了四元数的二阶非线
性滤波算法和高级迭代EKF算法[6,7] . 但是EKF算法
固有的缺陷还是影响了估计精度的进一步提高. 上
世纪90年代, Gordon给出了一种基于序贯重采样的
粒子滤波算法, 一定程度地解决了粒子贫化问题[8]

. 以此为基础, Oshman与Carmi提出了一种四元数和
遗传算法相结合的新型粒子滤波算法, 并将其应用
于空间飞行器的姿态估计中[9] . 但是粒子滤波算
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法较大的计算量还是影响了其在实际工程中的应

用. 近年来, Julier等人提出了通过采样点逼近系统
状态分布的UKF算法[10,11] . 在保持与EKF计算量相
当的同时, 该算法的滤波精度达到了泰勒展开式的
二阶. 因此, 该算法被广泛应用于非线性滤波系统
中[12] . 而四元数本质属于旋转矢量,无法直接进行
向量意义下的四则运算,所以目前常用的方法仍是
将系统方程中的四元数项转化为基于欧拉角的姿

态转移矩阵再进行UKF滤波[13] . 事实上,限制四元
数法与UKF结合的问题主要有两个,一是姿态更新
时乘性四元数的噪声不能简单地用加性噪声处理,
二是四元数的加权均值算法往往会破坏四元数的

规范性. 第一个问题可通过扩维的方法将系统噪声
增广到状态向量中来解决[11] . 而针对第二个问题,
Markley提出了一种基于Frononius范数的四元数加
权均值算法[14] . 该算法通过求取姿态矩阵代价函数
极值的办法,推导获得了规范的加权平均四元数.

本文在建立了大失准角四元数传递对准模型的

基础上, 提出了一种四元数扩维无迹卡尔曼滤波
(Q--AUKF)算法. 在大失准角情况下,分别对两种滤
波算法和误差模型进行了仿真比较. 实验结果表明,
该算法具有更高的滤波精度与收敛速度.

2 基基基于于于乘乘乘性性性四四四元元元数数数的的的系系系统统统数数数学学学模模模型型型(System
mathematic model based on multiplicative
quaternion)
Kain推导的快速传递对准模型引入了量测失准

角与实际失准角,并认为失准角为小量[1] ,即

Cb
a = I+ < ϕ× >, (1)

其中< ϕ× >为误差角的反对称阵形式,并满足:

< ϕ× >=




0 −ϕz ϕy

ϕz 0 −ϕx

−ϕy ϕx 0


 . (2)

在大失准角情况下,由于无法做上述简化,因此
建立的快速传递对准模型是非线性模型. 在此模型
的基础上, 通过四元数与姿态转移矩阵的等效旋转
关系,推导了基于乘性四元数的快速传递对准模型.

2.1 姿姿姿态态态误误误差差差模模模型型型(Attitude error model)
快速传递对准中,大失准角情况下的非线性欧拉

角姿态误差模型为[1]

ψ̇m = (Cs
m − Cs∗

m )ωm
nm + εs

s, (3)

其中: s∗系和s系分别表示子惯导系统解算的载体

坐标系与真实的载体坐标系, m系表示主惯导系

统解算的载体坐标系, n系为导航坐标系. ψm表示

s∗系到m系之间的量测误差角, Cs
m为方向余弦矩阵,

ωm
nm表示m系相对n系的旋转角速度在m系上的投

影, εs
s为陀螺漂移.

由于ψ̇m也可写成ωs∗
ms∗ ,因此上式也可表示为

ωs∗
ms∗ = (Cs

m − Cs∗
m )ωm

nm + εs
s. (4)

由姿态矩阵和四元数的等效旋转关系可得[15]

{
q (Cs

mωm
nm) = Qs

m ⊗ ωm
nm ⊗Qm

s ,

q
(
Cs∗

m ωm
nm

)
= Qs∗

m ⊗ ωm
nm ⊗Qm

s∗ ,
(5)

其中: Qm
s 表示从s系到m系的乘性四元数, q(·)表示

将3 × 1维向量转化为标量为零的四元数. 这里规定
推导过程中出现的四元数都满足规范化限制.为不
产生歧义, 本文定义当向量和四元数相乘时, 将向
量转化为四元数形式后再作运算.将式(5)代入式(4),
得到

ωs∗
ms∗ = Qs

m ⊗ ωm
nm ⊗Qm

s −
Qs∗

m ⊗ ωm
nm ⊗Qm

s∗ + εs
s. (6)

在式(6)两边同时右乘Qs∗
m ,并根据

ωs∗
ms∗ = −ωs∗

s∗m, (7)

可得

−ωs∗
s∗m ⊗Qs∗

m = Qs
m ⊗ ωm

nm ⊗Qm
s ⊗Qs∗

m −
Qs∗

m ⊗ ωm
nm + εs

s ⊗Qs∗
m , (8)

再由四元数微分方程

Q̇s∗
m =

1
2
Qs∗

m ⊗ ωm
s∗m =

1
2
ωs∗

s∗m ⊗Qs∗
m , (9)

将式(9)代入式(8),得到

−2Q̇s∗
m = Qs

m ⊗ ωm
nm ⊗Qm

s ⊗Qs∗
m −

Qs∗
m ⊗ ωm

nm + εs
s ⊗Qs∗

m . (10)

整理可得基于乘性四元数的姿态误差模型为

Q̇s∗
m =

1
2
Qs∗

m ⊗ωm
nm−

1
2
Qs

m⊗ ωm
nm⊗Qm

s ⊗Qs∗
m−

1
2
εs

s ⊗Qs∗
m . (11)

2.2 速速速度度度误误误差差差模模模型型型(Velocity error model)
快速传递对准中,大失准角情况下考虑杆臂效应

的非线性速度误差模型为[1]

δV̇ = Cn
s∗(I − Cs∗

m Cm
s )f s

s − (2ωn
ie + ωn

en)× δV −
ωn

ie × (ωn
em + ωn

en)× rn + Cn
s∗∇s

s, (12)

其中: rn表示杆臂, ∇s
s为加速度计漂移, e系表示地

球坐标系.

根据四元数相继转动性定理[15] ,有

Cs∗
m Cm

s f s
s = Qs∗

mQm
s f s

s Qs
mQm

s∗ . (13)

将式(13)代入式(12), 并由之前的等效旋转定理,
式(12)可写成

δV̇ = Qn
s∗(f

s
s −Qs∗

mQm
s f s

s Qs
mQm

s∗)Q
s∗
n −

(2ωn
ie + ωn

en)× δV −
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ωn
ie × (ωn

em + ωn
en)× rn + Qn

s∗∇s
sQ

s∗
n , (14)

从而得到基于乘性四元数的速度误差模型.

由于快速传递对准时间较短,主、子惯导之间认
为不发生相对移动,且杆臂位移固定不变,从而有

Q̇s∗
m = 0, ṙn = 0. (15)

2.3 惯惯惯性性性器器器件件件误误误差差差模模模型型型(Inertial unit error model)
考虑到惯性测量元件在快速传递对准过程中经

历时间较短, 其陀螺与加速度计误差可被建模为随
机常值加上白噪声, 即假设加速度计零偏和陀螺常
值漂移不随时间变化. 其表达式可描述为

∇s
s = ∇c + ωa, ∇̇c = 0, (16)

εs
s = εc + ωg, ε̇a = 0. (17)

2.4 量量量测测测方方方程程程(Measurement equation)
快速传递对准在观测方程中增加了相对姿态的

观测, 即量测失准角ψm, 其对应的四元数为Qs∗
m , 该

姿态四元数主要通过主子惯导设备提供的姿态参数

组合而成. 由于捷联惯导系统在姿态解算之后可以
直接提供四元数形式的姿态参数, 因此在每一个时
间拍的计算中, 主惯导都将提供一次高精度的姿态
四元数Qn

m,同时子惯导系统也在一次装订的基础上
作姿态解算并得到其对应的姿态四元数Qn

s∗ ,通过求
解单位四元数Qn

s∗的共轭值Qs∗
n 并乘上Qn

m, 即可得
到主子惯导间的相对姿态测量.

取主子惯导解算的姿态信息与速度信息作为量

测量,得到量测方程为

Z = HX + v, ν(t) ∼ N(0, R), (18)

其中: ν(t)为量测噪声, R为量测噪声方差阵,

HX =

[
Qs∗

m

δV + ωn
em × (Qn

mrmQm
n )

]
, (19)

Z = [ZqT ZeT ]T, (20){
Zq = Qs∗

n Qn
m,

Ze = V n
s∗ − V n

m,
(21)

Qn
m, Qs∗

n 分别为主子惯导解算出来的姿态四元数,
V n

m和V n
s∗分别表示由主子惯导提供的速度信息.

3 Q--AUKF滤滤滤波波波算算算法法法设设设计计计(Design of Q--
AUKF algorithm)
因为大失准角情况下得到的模型为非线性四元

数模型, 此时采用非线性估计可以获得比传统的线
性估计更好的滤波效果.而UKF滤波除了具有算法
简单,计算量适中等优点之外,更由于其在非线性程
度很高的情况下仍可获得较高的滤波精度而得到了

越来越多的研究与应用. 考虑到四元数噪声无法直
接进行一般意义下的加减运算,这里对状态向量进

行了扩维,将模型中的过程噪声和观测噪声增广到
状态向量中. 定义增广向量为

Xa = [XT ωT νT]T, (22)

式中: ω(t)为过程噪声,满足ω(t) ∼ N(0, Q), Q为过

程噪声方差阵. 此外,将状态向量分为了四元数部分
与非四元数部分[16] . 系统状态向量定义如下:

XaT = [XqT XeaT ], (23){
XqT = [Qs∗T

m QsT
m ],

XeaT = [δV T ∇T
c εT

c rnT ωT νT],
(24)

其中: XqT为四元数部分, XeaT为非四元数部分.

Q--AUKF滤波算法的一般步骤为:

1) 初始值设定:

X̂a
0 = E[Xa

0 ] = [XT
0 0 0]T. (25)

四元数部分为

P q
0 = E[(Xq0)−1 ⊗ X̂q0][(Xq0)−1 ⊗ X̂q0]T. (26)

非四元数部分为

P e
0 = E[(Xea

0 − X̂ea
0)(Xea

0 − X̂ea
0)

T] =


P0 0 0
0 Q 0
0 0 R


 . (27)

2) sigma点χa
i,k−1的选取与相应权值的计算四元

数和非四元数部分的sigma点χq
i,k−1和χe

i,k−1选取规

则如下:



χq
k−1 = [X̂qk−1 δX̂qi,k−1 ⊗ X̂qk−1 · · ·

(δX̂qi,k−1)−1 ⊗ X̂qk−1],

χe
k−1 = [X̂ea

k−1 X̂ea
k−1+[

√
(n+λ)P e

k−1]
T
i

· · · X̂ea
k−1−[

√
(n+λ)P e

k−1]
T
i ],

δX̂qi,k−1 =
1

‖[√(n + λ)P q
k−1]Ti ‖

[
√

(n + λ)P q
k−1]

T
i ,

(28)

其中: i = 1, · · · , n, [·]Ti 表示方阵第i行的转置, n为

所取状态向量的维数, δX̂qi,k−1为四元数sigma点的
扰动部分.

第i个sigma点可表示如下:

χa
i,k−1 = [χqT

i,k−1 χeT
i,k−1]

T, i = 0, · · ·, 2n. (29)

权值计算公式为

ωm
0 = λ/(n + λ), (30)

ωc
0 = λ/(n + λ) + 1− α2 + β, (31)

ωm
i = ωc

i = 1/[2(n + λ)] , i = 1, · · ·, 2n, (32)

λ = α2(n + κ)− n, (33)
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上式中: α表示sigma点与其均值的离散程度, 一般
设为很小的正值; κ是尺度因子,通常为3− n. β在高

斯分布中,一般取为2.

3) 时间更新.

χa
i,k|k−1 = F (χa

i,k−1, k − 1). (34)

在四元数部分的计算步骤中,求取状态的一步预
测时需要对四元数进行加权求和.因为本文的快速
对准模型是基于乘性四元数建立的, 因此不能通过
简单的加减法来进行操作.在文献[14]中,四元数部
分的加权求和是通过求取姿态矩阵代价函数极值的

办法来获得的, 这种方法保证了最终得到的四元数
为一个规范四元数. 经过整理,最终的加权求和公式
可表示为

x̂q
k|k−1 = arg max qk|k−1MqT

k|k−1, (35)

其中:

M =
2n∑
i=0

ωm
i χq

i,k|k−1(χ
q
i,k|k−1)

T, (36)

χq
i,k|k−1为χa

i,k|k−1的四元数部分, arg max表示求取
使目标函数qk|k−1MqT

k|k−1为最大值时qk|k−1的值.

从而,得到四元数部分的状态一步预测误差与一
步预测方差阵为

δxq
i,k|k−1 = (χq

i,k|k−1)
−1 ⊗ x̂q

k|k−1, (37)

P q
k|k−1 =

2n∑
i=0

ωc
i [(χ

q
i,k|k−1)

−1 ⊗ x̂q
k|k−1]×

[(χq
i,k|k−1)

−1 ⊗ x̂q
k|k−1]

T. (38)

非四元数部分的计算步骤为

x̂e
k|k−1 =

2n∑
i=0

ωm
i χe

i,k|k−1. (39)

上式中χe
i,k|k−1为χa

i,k|k−1的非四元数部分. 其一步预
测方差阵为

P e
k|k−1 =

2n∑
i=0

ωc
i (χ

e
i,k|k−1 − x̂e

k|k−1)×

(χe
i,k|k−1 − x̂e

k|k−1)
T. (40)

4) 量测更新.

za
i,k|k−1 = H(χa

i,k−1, k − 1). (41)

四元数部分的计算步骤为

ẑaq
k|k−1 = arg max qz

k|k−1M
z(qz

k|k−1)
T, (42)

其中: M z =
2n∑
i=0

ωm
i zaq

i,k|k−1(z
aq
i,k|k−1)

T, zaq
i,k|k−1为

za
i,k|k−1的四元数部分.

P q
xz,k =

2n∑
i=0

ωc
i [x̂

q
k|k−1 ⊗ (χq

i,k|k−1)
−1]×

[ẑaq
k|k−1 ⊗ (zaq

i,k|k−1)
−1]T, (43)

P q
zz,k =

2n∑
i=0

ωc
i [ẑ

aq
k|k−1 ⊗ (zaq

i,k|k−1)
−1]×

[ẑaq
k|k−1 ⊗ (zaq

i,k|k−1)
−1]T. (44)

非四元数部分的计算步骤为

ẑae
k|k−1 =

2n∑
i=0

ωm
i zae

i,k|k−1, (45)

其中: zae
i,k|k−1为za

i,k|k−1的非四元数部分.

P e
xz,k =

2n∑
i=0

ωc
i (χ

e
i,k|k−1 − x̂e

k|k−1)×

(zae
i,k|k−1 − ẑae

k|k−1)
T, (46)

P e
zz,k =

2n∑
i=0

ωc
i (z

ae
i,k|k−1 − ẑae

k|k−1)×

(zae
i,k|k−1 − ẑae

k|k−1)
T. (47)

5) 状态更新.

四元数部分的更新过程为

Kq
k = P q

xz,k(P
q
zz,k)

−1, (48)

P q
k = P q

k|k−1 −Kq
k(P q

zz,k)
−1(Kq

k)T, (49)

X̂qk = Kq
k((ẑaq

k|k−1)
−1 ⊗ Zq)⊗ x̂q

k|k−1. (50)

非四元数部分的更新过程为

Ke
k = P e

xz,k(P
e
zz,k)

−1, (51)

P e
k = P e

k|k−1 −Ke
k(P

e
zz,k)

−1(Ke
k)

T, (52)

X̂ea
k = x̂e

k|k−1 + Ke
k(Z

e − ẑae
k|k−1). (53)

最终得到第k步的状态向量为

X̂a
k = [X̂qT

k X̂eaT
k ]T. (54)

4 仿仿仿真真真与与与分分分析析析(Simulation and analysis)
本次仿真实验模拟了舰体在匀速直线运动中

舰载机的快速传递过程, 在大失准角条件下, 比较
了Q--AUKF与EKF这两种滤波算法在四元数模型中
的估计精度与收敛速度,同时对基于乘性四元数的
误差模型和基于姿态角的误差模型进行了比较. 仿
真初始条件为:载舰的初始位置为北纬,平直匀速向
北航行,北向速度为.载舰在行驶过程中受海浪影响
而发生的纵摇、横摇和艏摇运动可由一系列正弦波

来描述: 



θx = θxm sin(ωxt + θx0),
θy = θym sin(ωyt + θy0),
θz = θzm sin(ωzt) + θz0.

(55)

因为对准时间很短,可以假定载舰只做一种频率
和幅值的三轴摆动. 设摇摆幅度θxm, θym, θzm分别

为5◦, 4◦, 2◦; 摇摆频率ωx, ωy, ωz为0.18 Hz, 0.13 Hz,
0.06 Hz; 载舰向北航行, 因此初始角θx0, θy0, θz0都

为0◦. 由于主惯导的导航设备相比子惯导精度高出
很多,可以认为其输出无误差. 而子惯导由于成本等
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原因, 存在较大误差, 其陀螺常值漂移设为εx = εy

= εz = 0.05 (◦)/h, 加速度计初始偏差为10−3 g,
陀螺和加速度计的高斯白噪声强度分别设为

(0.001(◦)/h)2和(10−4g)2;杆臂为(3 3 1),单位为m;
量测失准角ψx, ψy, ψz分别设为1◦, 5◦, 25◦,除了x方

向的误差角为小角度,其余两个误差角都为大角度;
系统状态x的非四元数部分估计初始值均设为0,
四元数部分设为[1 0 0 0]T; 两种滤波器的更新频
率都设置为20 Hz.

方方方案案案 1 在基于相同的乘性四元数快速传递对

准模型中, 分别采用Q--AUKF与EKF对量测误差角
进行估计,可以得到其误差曲线如图1∼3所示.

图 1 量测失准角ψx的估计误差(方案1)
Fig. 1 Estimation error of measurement misalignment

ψx(Assumption 1)

图 2 量测失准角ψy的估计误差(方案1)
Fig. 2 Estimation error of measurement misalignment

ψy(Assumption 1)

图 3 量测失准角ψz的估计误差(方案1)
Fig. 3 Estimation error of measurement misalignment

ψz(Assumption 1)

方方方案案案 2 对基于乘性四元数的误差模型和基于

姿态角的误差模型分别采用Q--AUKF和UKF滤波算
法,得到的估计误差曲线如图4∼6所示.

图 4 量测失准角ψx的估计误差(方案2)
Fig. 4 Estimation error of measurement misalignment

ψx(Assumption 2)

图 5 量测失准角ψy的估计误差(方案2)
Fig. 5 Estimation error of measurement misalignment

ψy(Assumption 2)

图 6 量测失准角ψz的估计误差(方案2)
Fig. 6 Estimation error of measurement misalignment

ψz(Assumption 2）

从仿真结果可以看出, 在基于相同的乘性四元
数误差模型中, 当水平失准角为小角度时, 两种
滤波算法的估计精度在8 s后都可以达到0.05◦以下,
其中A--QUKF算法在15 s后达到稳定的滤波精度为
0.015◦. 但当y轴与z轴方向上的水平失准角与方位

失准角分别为5◦和25◦时, EKF算法由于对非线性函
数的Taylor展开式进行了一阶线性化截断,其估计曲
线出现了震荡,同时滤波精度也开始急剧下降,估计
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误差均值分别达到了0.178◦与0.716◦. 而A--QUKF算
法由于将乘性四元数应用在扩维UKF算法中, 并
通过sigma点采样的方法使其在大初始失准角下
获得了更好的估计效果, 其估计误差均值分别
为0.055◦与0.149◦. 同时, 基于姿态角的快速传递
对准误差模型在采用UKF滤波时, 其水平失准角的
估计误差均值分别为0.031◦和0.075◦,方位失准角的
估计误差均值为0.248◦,其误差较EKF算法更低. 但
在方位角为大角时, 基于姿态角的误差模型收敛速
度较慢,这主要是由于涉及到了超越函数的运算.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文首先在非线性欧拉角误差模型的基础上,

推导了一种大初始失准角下的乘性四元数模型.
并针对四元数在UKF中应用出现的问题提出了一
种Q--AUKF算法, 通过扩维与平均四元数法分别解
决了四元数在向量空间中四则运算与标准规范化的

问题,为四元数与非线性滤波的结合提供了新的思
路. 仿真结果表明, 在量测误差角为大角度的情况
下,该算法具有更高的估计精度与收敛速度.
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