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摘要: II型模糊集合是传统I型模糊集合的扩展,其本质是模糊集合中隶属度值的再次模糊化表示. II型模糊集合
可以直接处理模糊规则的不确定性,是解决现实环境高不确定性问题的有效手段. 本文首先简要给出了II型模糊集
合与系统的基本概念,然后分别回顾了广义和区间II型模糊理论的发展历史. 接着分别讨论了广义和区间II型模糊
系统的计算复杂性问题研究进展,并进一步介绍了基于区间II型模糊集合的词计算理论发展状况. 最后给出了本文
的结论和进一步研究问题的展望.
关键词: II型模糊集合; II型模糊系统;计算复杂性;词计算
中图分类号: N941 文献标识码: A

A survey of type-2 fuzzy sets and systems
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Abstract: A type-2 fuzzy set(T2–FS), which essentially is the refuzzification presentation of membership values in the
fuzzy set, is the extension of the traditional type-1 fuzzy set(T1–FS). The T2–FS can directly deal with the uncertainty of
fuzzy rules; thus, it is an effective approach to solving the problems with high uncertainties in realistic environment. In
this paper, the basic terminologies of the T2–FS and the type-2 fuzzy logic system(T2–FLS) are briefly introduced. The
developments of the generalized fuzzy theory and the interval type-2 fuzzy theory are reviewed, respectively. The progress
in tackling the computational complexity in the interval and generalized T2–FLS is also discussed. The theory of computing
with words based on the interval T2–FS is introduced in further. Finally, conclusion remarks and further research prospects
of the type-2 fuzzy theory are given.
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1 引引引言言言(Introduction)
1965年, Zadeh[1]提出I型模糊集合(type-1 fuzzy

sets, T1–FS)理论. 随后, 基于T1–FS的I型模糊系统
(T1 fuzzy logic systems, T1–FLS)成为处理不确定性、
模糊性和不精确性建模问题的成功方法,并在众多
领域得到了广泛应用[2]. 然而, 现实世界的T1–FLS
面临着诸多不确定性的来源,主要包括[3∼5]: 1)模糊
规则前件和后件的描述存在语言不确定性; 2)相同
规则前件通过专家问卷调查得到的规则后件存在差

异性; 3)激活模糊系统的输入信号存在测量噪音; 4)
模糊系统由于使用带噪音的训练数据进行调节或优

化而导致其存在参数不确定性. 所有这些语言和数
据的不确定性都可导致模糊规则前件和/或后件的
不确定性,并最终体现为相应隶属度函数的不确定
性[6]. 由于T1–FLS采用了由精确隶属度函数表示的
T1–FS, 其直接处理这些模糊规则不确定性的能力

非常有限[7].

作为对T1–FS的扩展, Zadeh[8]提出II型模糊集合
(type-2 FS, T2–FS)的概念. T2–FS的特征是对模糊
集合中的隶属度值再次进行模糊化表示, 即其隶
属度值本身为T1–FS. T2–FS增强了集合的模糊性,
因此可以提高其处理不确定的能力[9,10]. 理想情
况下, 需要T∞–FS去完全表征真实世界的不确定
性, 而T2–FS只是它的二阶逼近. 但是, 就如随机系
统中的方差可以为概率密度函数的均值分布提

供测度, T2–FS的降阶(type-reduction, TR)集合同样
可以为模糊集合的语言不确定性分布提供测度,
因此T2–FS可以直接处理语言不确定性[5∼7]. 不仅
如此, 由于语言和数据不确定性都体现为隶属度
函数的不确定性, 因此基于模糊隶属度函数表示
的T2–FS事实上可以同时对语言和数据不确定性
进行建模, 从而直接处理模糊规则的不确定性[4].
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目前, T2–FS已经发展成为处理现实环境高不确定
性的重要理论, 并且在建模与预测[11∼17]、反馈控

制[18∼24]、模式识别[25∼29]等领域获得了成功应用.

本文首先对II型模糊集合与系统中的基本概念
进行了简要概述,然后在第3节分别回顾了广义和区
间II型模糊理论的发展历史. 接着在第4节把解决区
间II型模糊系统(interval type-2 FLS, IT2–FLS)复杂
性问题的方法归类为3种,即减少TR迭代次数、回避
迭代TR和构建简约型IT2–FLS, 并分别进行了详细
论述. 在第5节则针对广义II型模糊系统(generalized
type-2 FLS, GT2–FLS)的复杂性问题讨论了两种主
要解决方案, 即采用近似计算方法和建立简化表
示理论.基于IT2–FS的词计算(computing with words,
CWW)理论综述被安排在第5节. 最后给出了本文的
结论和进一步研究问题的展望.

2 II型型型模模模糊糊糊集集集合合合与与与系系系统统统基基基本本本概概概念念念(Basic con-
cepts of the T2–FS and T2–FLS)
记Ã为某一T2–FS, x ∈ X为主变量, u ∈ Jx为

次变量, 其中Jx ⊆ [0, 1]为主隶属度. T2–FS需要
使用三维的隶属度函数表示, 而图1为其二维简
化表示示意图[7]. 图中对于任意x′ ∈ X , 有Jx′ =
[MF1(x′),MFN(x′)],其中N为Jx′的离散点个数. 如
此, Ã可表示为

Ã =
r

x∈X

(
r

u∈Jx

µÃ(x,u)/u)/x, (1)

其中
r
表示逻辑并. 图1右上角为Ã在点x′处的垂直

切片(vertical slice),即次隶属度函数,可表示为

µÃ(x′) =
r

u∈Jx′

µÃ(x′, u)
u

. (2)

相应次隶属度值为

fx′(ui)=µÃ(x′, ui) = Wx′i, i=1, · · ·, N. (3)

式(1)中次隶属度都取为1的T2–FS称为区间II型模糊
集合(interval T2–FS, IT2–FS),其本质为一阶不确定
模糊集合模型; 次隶属度取得不同值的T2–FS称为
广义II型模糊集合(generalized T2–FS, GT2–FS), 其
本质为二阶不确定模糊集合模型[30]. 如图1中灰
色区域所示, Ã的三维隶属度映射到二维平面时

的覆盖区域称为Ã的不确定域(footprint of uncertain,
FOU),其上界记为UMF(Ã),下界记为LMF(Ã). 如
图1右下角所示, 在FOU内的任意一个T1–FS定义
为内嵌I型模糊集合(embedded T1–FS, ET1–FS), 记
为Ae; 带有次隶属度值的ET1–FS则定义为内嵌II型
模糊集合(embedded T2–FS, ET2–FS),记为Ãe. 如图
1的FOU中虚线所示,首隶属度函数即为所有次隶属
度均取值为1的ET1–FS.

图 1 II型模糊集合示意图

Fig. 1 Schematic diagram of T2–FS in 2-dimension plane

只要在模糊规则前件或后件隶属度函数中包含

T2–FS, 相应的模糊系统即称为II型模糊系统(T2–
FLS). 考虑p输入单输出的T2–FLS, 其中输入xi ∈
Xi⊂R,输出y∈Y ⊂R, i=1, · · ·, p. 假设T2–FLS中
包含如下M条模糊规则[4]:

Rl: If x1 is F̃ l
1 and · · · and xp is F̃ l

p then y is G̃l, (4)

其中F̃ l
i和G̃l分别表示xi和y的语言变量, i = 1,· · ·,

p, l = 1, · · ·,M . 记µF为语言变量F相应的隶属度.
基于单值模糊化和扩展sup-∗合成的模糊推理输出B̃

的隶属度函数可表示为

µB̃(y) =
M⊔
l=1

µG̃l(y)uEl(x), (5)

其中激活集合El(x)定义为

El(x) ∆=
pu

i=1
µF̃ l

i
(xi). (6)

与T1–FLS区别在于, T2–FLS中的模糊推理输出为
T2–FS, 因此需降阶为I型TR集合, 然后才能进行常
规解模糊得到清晰量输出. TR是T1–FLS中解模糊
在II型系统中的扩展,其基本思想是用具有代表性的
T1–FS表示B̃, TR方法主要包括质心(centroid)、集合
中心(center-of-set, COS)和顶点(height)等类型[4]. 关
于T2–FS与T2–FLS相关概念更为详细的讲述可参考
文献[7, 31∼33].

3 II型型型模模模糊糊糊理理理论论论历历历史史史回回回顾顾顾(Historical review
of the type-2 fuzzy theory)

3.1 广广广义义义II型型型模模模糊糊糊理理理论论论历历历史史史回回回顾顾顾(Historical re-
view of the GT2 fuzzy theory)

1975年, Zadeh[8]首次提出T2–FS的概念, 并根据
扩展原理给出其适合于计算的垂直切片表示, 即把
T2–FS表示为所有x′∈X上垂直切片的合成:

Ã =
⋃

∀x′∈X

µÃ(x′). (7)

随后, Mizumoto和Tanaka等[34,35]研究了T2–FS的集
论运算和隶属度值性质, 并考察了其代数和、代数
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积运算. Nieminen[36]则对T2–FS代数结构作了更为
详尽的表述. 接着Dubois和Prade等[37∼39]讨论了模

糊取值逻辑,并给出基于最小t–范数的II型模糊关系
扩展合成公式. 然而, 直到1990年代中期, T2–FS的
研究都未曾体现出活力. 期间只出现了少量相关的
研究论文, 主要原因是此阶段研究者们的精力主要
还是集中在T1–FS上.

1990年代末期, Mendel等燃起了T2–FS的研究热
情. 1998年, Karnik和Mendel[40]扩展了文献[34,35]的
理论,提出T2–FS实用的并、交、补3种集论运算和代
数运算公式,并给出II型模糊关系扩展合成公式的一
般形式. 随后, 文献[4, 41]在理论上提出了质心型、
COS型和顶点型3种TR方法. TR方法一般需要用到
模糊集合质心的求取,文献[42]给出了求取T2–FS质
心的精确算法以及逼近算法. 接着, T2–FS的集论
运算和代数运算理论以及模糊关系扩展合成的研

究得到进一步的完善[43]. 文献 [43]同时给出了分别
在最小t–范数和乘积t–范数下的实用型join, meet和
negation运算公式. 2001年, 关于T2–FS首部专著[44]

的出版标志着T2–FS理论体系的初步确立. 基于扩
展原理的T2–FS垂直切片表示易于计算, 但会增加
理论推导的复杂性. 波浪切片(wave slice)表示是一
种避免这种复杂性的T2–FS定义方法[5],其把T2–FS
定义为所有Ne个ET2–FS的合成:

Ã =
Ne⋃
j=1

Ãe(j). (8)

文献 [5]同时给出了基于波浪切片表示的集论运
算公式. 至此, 文献 [4, 5, 40∼44]较为完整地建立
了T2–FS的数学理论.

2005年, Zadeh[45]指出不确定性是信息的一个重

要属性, 这使得不确定测度成为近年T2–FS理论研
究的热点之一. Zhai和Mendel[46]基于α–平面表示理
论[47]给出了T2–FS的质心、基数(card-inality)、模糊
度(fuzziness)、方差(variance)和偏度(skewness)5种不
确定测度的定义及其低复杂度的计算策略.最近,子
集度(Subsethood)的概念也被扩展到T2–FS中[48].

3.2 区区区间间间II型型型模模模糊糊糊理理理论论论历历历史史史回回回顾顾顾(Historical re-
view of the IT2 fuzzy theory)
虽然T2–FS可以处理高不确定性,但计算效率是

它的瓶颈, 而IT2–FS的提出促进了T2–FS的实际应
用. IT2–FLS能在许多具有挑战性的应用领域获得
比相应T1–FLS更好的性能表现,原因在于IT2–FS的
FOU同样可为系统设计提供额外的自由度,从而增
强其对不确定性的处理能力[49]. 1985年, Schwarz[50]

首次提出语言真值概念的区间方法, 即区间取值模
糊集合(interval-valued FS, IV–FS),并指出其在数学
简化和计算量方面的潜在优势. 实际上, IV–FS和

IT2–FS只是同一概念在不同研究角度和出发点下形
成的不同称谓. Gorzalczany被认为是 IV–FS研究的
代表性人物, 他首次提出类似于IT2–FS中FOU的概
念[51], 并研究了有关TR的问题[52,53]. Türksen[54]则

在从T1–FS到IV–FS的逻辑连接符汇总方面做了主
要的工作.然而类似于GT2–FS, IV–FS在出现最初十
多年期间的研究成果也非常有限.

1999年, Karnik等[4]首次提出IT2–FS的概念, 并
给出了IT2–FLS基于Karnik–Mendel(KM)算法的TR
方法计算流程. Liang和Mendel[55]则首次对IT2–FLS
进行了系统的概述, 给出IT2–FLS分别在单值、I型
和II型3种模糊化方法下的模糊推理输出表达式. 随
后, Karnik和Mendel[42,43]又系统地总结了IT2–FS的
集论运算理论, 并给出基于KM算法的质心型TR实
用方法及其逼近算法. 文献 [55]基于扩展原理的
IT2–FS理论是复杂T2–FS理论的特殊化形式, 这给
IT2–FS理论的理解造成负担, 而波浪切片表示定理
的引入使这个问题得到了解决. 文献 [56]基于波浪
切片表示重新构建了基于T1–FS数学基础的IT2–FS
简化理论, 并给出相应的简化集论运算公式以及
IT2–FLS在单值、I型和II型3种模糊化方法下的模糊
推理输出表达式.

对于IT2–FS不确定测度的研究, 最早是Jang和
Ralescu[57]在2001年提出的 IT2–FS基数概念. 其后,
Wu和Mendel[58]给出计算 IT2–FS TR集合最小–最
大不确定边界的Wu-Mendel(WM)方法. 接着, 文
献[59]又研究了对称型IT2–FS模糊统计学(Fuzzi-
stics)方法的前向问题, 即从参数化IT2–FS推导不
确定边界的取值,并得出FOU的几何特性与不确定
性之间的关系表达式. 最近, 文献 [60∼62]基于波
浪切片表示定理给出了IT2–FS全部5种不确定测度
的结构化表示方法, 但目前为止还未得出其实用计
算的解决方案. Liu和Mendel[63]则提出基于KM算法
的IT2–FS模糊加权平均值聚合方法, 为求取IT2–FS
广义质心提供了另一解决方案.

4 IT2–FLS复复复杂杂杂性性性问问问题题题研研研究究究进进进展展展(Progress
of the IT2–FLS complexity problem)
IT2–FS是一种简化的T2–FS, 但是由于T2–FS内

在的复杂性和冗余性, IT2–FLS的TR一直还存在问
题. KM算法的提出使TR效率得到了实质性的提高,
以致基于IT2–FS的方法成为II型模糊理论领域研究
的主流[2]. 然而, 即使已经证明KM算法具有单调超
指数收敛特性[64], KM算法用于求取IT2–FS质心时
仍需多次迭代, 且不能得到闭公式(closed-form for-
mula)表示, 因此在实际应用中仍过于复杂. 例如,
在文献 [55]基于IT2–FLS的在线自适应参数辨识问
题中, KM算法的使用导致计算TR集合所需的参数
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在每个循环周期都发生变化, 这直接增加了整个计
算过程的复杂性. 目前,解决IT2–FLS复杂性问题的
主要方法可归纳为:减少TR迭代次数[65∼69]、回避迭

代TR[33,53,58,70∼76]和精简模糊规则[77,78].

4.1 减减减少少少TR迭迭迭代代代次次次数数数(Reduce the times of TR it-
eration)

Mendel[65]指出,当IT2–FS的FOU对称时,质心也
具有对称特性,因此此时使用KM算法计算IT2–FS的
质心可节省50%的计算量. 接着, Wu和Mendel[66,67]

提出可以进一步减少TR迭代次数的加强型KM算
法,仿真结果表明其相对于常规KM算法一般可以减
少两次迭代和39%以上的计算时间. 针对IT2–FS广
义质心的求取问题, Melgarejo[68]先是定义了广义质

心上界、下界的重新表示公式,然后通过穷举和递归
混合算法对公式进行求解, 在不损失计算精度的情
况下获得了比KM算法更快的求解速度. Duran等[69]

则针对IT2–FS广义质心的求取提出了改进的迭代算
法,指出根据离散质心函数的性质,允许使用停止条
件来提高算法的运算速度,并用仿真表明其具有比
文献[66]中的加强型KM算法更高的运算效率.

4.2 回回回避避避迭迭迭代代代TR(Bypass the iterative TR)
上述IT2–FLS的TR方法虽然可以减少TR迭代次

数, 但是并不能得到清晰量输出的闭公式表示. TR
方法设计必须遵循的原则是,如果全部不确定消失,
那么T2–FS必须降阶为T1–FS[42]. 满足此原则的TR
方法并不止于基于KM算法的迭代TR[33]. 早期
Gorzalczany[53]基于IV–FS提出的解模糊方法实质上
就是一种可以回避迭代TR的有效方法. 文中首先定
义了一个中间函数:

f(y) = ((µ̄B̃ + µ
B̃
)/2)(1− (µ̄B̃ − µ

B̃
)), (9)

其中µ̄B̃和µ
B̃
分别为UMF(B̃)和LMF(B̃)的隶属度

函数,然后求取其最值或中值得到清晰量输出:

y(x) =

{
arg max

∀y∈Y
f(y),

or median(f(y)).
(10)

Niewiadomski等[70]则定义了4种其他类型的TR, 即
乐观型(采用µ̄B̃)、悲观型(采用µ

B̃
)、现实型(采用

µ̄B̃与µ
B̃
的平均值)和如下现实–加权型TR:

TRrew(B̃) = wµ
B̃

+ (1− w)µ̄B̃, (11)

其中w ∈ [0, 1]为权值. 但可以看出, 式(11)并没有完
全回避迭代TR,其还须进行一次求质心运算,即

y(x) = COG(TRrew(B̃)), (12)

其中COG表示求质心函数. Mendel[33]给出了如下可
以完全回避迭代TR的清晰量输出计算公式:

y(x) = wCOG(µ
B̃
) + (1− w)COG(µ̄B̃). (13)

Wu和Tian[71]提出了一种不同思路的回避迭代

TR方法,其先是定义了用于代替FOU的等价T1–FS,
然后TR被简化为寻找特定输入所对应的等
价T1–FS, 即TR在推理之前已被应用. 此方

法的执行速度快, 但一个重要缺陷是不允
许不确定通过模糊推理机. 另外一种回避
迭 代TR的 方 法 为 基 于 垂 直 切 片 表 示 的Nie-
Tan(N–T)解模糊方法[73]. 算例显示其可以比迭
代TR节省大约50%的计算量. 最近, 文献 [74]
提出一种 IT2–FLS解模糊的退缩方法, 其通过把
IT2–FS转变为解模糊值与之非常相似的I型典型内
嵌集合(representative embedded set, RES),从而实现
回避TR直接进行解模糊. 文中定义了两种与此方法
紧密联系的RES近似值,即简单型和区间型RES近似
值. 仿真结果表明基于简单型RES近似值的退缩方
法在速度和精度方面都具有比迭代TR更优越的表
现[74],且其逼近迭代TR的精度也比N–T解模糊方法
要好得多[75].
上述方法都实现了IT2–FLS的TR闭公式表示,但

存在两个主要问题:一是没有在理论上给出逼近迭
代TR精度的分析, 二是不能获得类似TR集合的不
确定性测度.针对第二个问题, Wu和Mendel[58]通过
最小–最大不确定边界近似TR方法, 导出能够同时
逼近输出TR集合和清晰量的WM算法, 实现了回避
迭代的快速计算.随后, WM算法在嵌入式实时控制
中得到了应用[79]. 但WM算法有一个缺陷,即为了使
相对于迭代TR的风险函数RTR足够小,在设计阶段
仍需用KM算法进行TR计算. Lynch等[72]通过使相对

于逼近集的风险函数RAPP最小化设计T2–FLS, 实
现完全摒弃迭代TR的改进型WM算法, 并在实时控
制中验证了其同样可以得到非常小的跟踪误差.

4.3 构构构建建建简简简约约约型型型IT2–FLS(Construct parsimonious
IT2–FLS)
简化IT2–FLS的另一思路是采用精简模糊规则

的简约型IT2–FLS. 构建简约型模糊系统的核心问
题是如何在保证系统逼近性能的情况下, 使模糊规
则数目达到最小化. 目前构建简约型T1–FLS已经发
展出很多方法,但关于简约型T2–FLS的研究结果却
还非常有限. Liang和Mendel[78]基于奇异值QR分解
(SVD–QR)方法首次研究了简约型IT2–FLS的设计
问题.文中首先从IT2–FLS中抽取两个模糊基函数表
达式, 然后使用基于柱状旋转的SVD–QR方法进行
规则精简. 时间序列预测实验的结果表明, 此方法
在系统性能只有小幅下降的情况下, 可以大幅减少
IT2–FLS的规则数量. 但是, SVD–QR方法对排序方
法的选择非常敏感,如何估计有效排序仍是个问题.
为了回避这个问题, 最近Zhou等[77]提出旋转QR分
解算法. 文中首先给出4种新的模糊规则相对贡献度
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排序指标,接着描述了如何利用这些指标对规则进
行前向选择和后向选择,从而构建出由最具影响力
的规则组成的简约型IT2–FLS. 基于实际数据的实
验表明, 此方法在保证逼近精度情况下能够比文献
[78]中的方法更有效地精简规则. 但如何针对具体
问题从4种排序指标中选出最有效的指标,还是个值
得进一步研究的开放性问题.

5 GT2–FLS复复复杂杂杂性性性问问问题题题研研研究究究进进进展展展(Progress
of the GT2–FLS complexity problem)
GT2–FS提供了比IT2–FS更多的设计自由度, 进

一步扩展了其对高不确定性的处理能力,因此必定
具有更好的应用潜能和更广的影响力[2]. 但目前
GT2–FLS并未像IT2–FLS那样得到广泛应用, 其主
要原因在于: 一是GT2–FS集论运算的复杂性致使
GT2–FLS模糊推理输出的计算变得异常复杂[33];二
是GT2–FLS的各种TR方法都涉及质心计算,而巨大
的计算量导致其只具有理论意义[4,5]. 把GT2–FS推
向实用的简化方法已成为近几年II型模糊理论研究
的焦点, 并已形成两种主要解决方案, 即采用近似
计算方法[80∼84]和建立简化表示理论(representation
theory, RT)[46,47,85∼97].

5.1 近近近似似似计计计算算算方方方法法法(Approximate calculation meth-
ods)

Greenfield等[81]基于网格离散化方法给出了优化

的GT2–FS集论运算公式,指出在良好离散化情况下
通过这种近似集论运算可以获得快速的模糊推理速

度. 次隶属度采用三角函数的T2–FS(triangular T2–

FS, TT2–FS)又 称 为 准T2–FS[92], 其 被 认 为
是IT2–FS和GT2–FS的良好折衷, 近年来引起了
学者们的关注[82∼84,87,90]. Starczewski[82,83]给出

了TT2–FS的近似扩展t–范数高效算法, 其计算只
涉及首隶属度函数、LMF和UMF, 计算过程只需存
储3个参数, 并可推广到多变量的情形. 文中同时
给出了基于KM算法的近似TR高效算法, 并可以获
得相应的显式求导公式. 其后Starczewski[84]又给出
各种扩展三角t–范数的解析公式, 并用算例显示其
在构建II型模糊神经网络系统学习律中的作用. 文
献 [82∼84]中的研究结果为T2–FLS参数优化和自适
应律设计的实现提供了有效途径.

5.2 计计计算算算几几几何何何学学学表表表示示示理理理论论论(Computational geome-
try RT)
计算几何学方法的引入让研究者们看到了GT2–

FLS实现实时执行的希望[85∼91]. GT2–FS的几何表
示方法实质为一种基于部分离散化的近似计算方

法[87], 只是其已经形成一种更为系统的T2–FS表示
理论.如图2所示, GT2–FS的部分离散化即只对主变

量论域X进行离散化, 而次隶属度采用连续的几何
函数表示. 文献[87, 88]基于部分离散化得出了GT2–

FS优化的集论运算公式,并指出几何学表示的GT2–

FLS执行代价与模糊规则数成近似线性关系. 几何
GT2–FS建立方法和几何解模糊方法的提出使几
何GT2–FLS理论得以完善[89,90], 并促成了第一个
GT2–FLS硬件系统的出现[91]. 事实上,几何GT2–FS
集论运算的效率比相应传统离散化集论运算的效率

要低,所以一般在解模糊时才有必要把GT2–FS部分
离散化为几何表示[90].

图 2 GT2–FS部分离散化示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the T2–FS in 2-D plane

在几何GT2–FS中如果采用TT2–FS,则可以将其
复杂度降低到最小[90]. 如此, 几何GT2–FS可以用n

个三维空间三角形组成的多面体表示:

Ã =
n⋃

i=1

ti, ti =




xi
1 yi

1 zi
1

xi
2 yi

2 zi
2

xi
3 yi

3 zi
3


 , (14)
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1,
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3为次隶属度值.几何解模糊器可表示为
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i=1

CiAi/
n∑

i=1

Ai, (15)

其中:
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3)/3, (16)
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仿真实验结果表明,几何解模糊器可以获得比迭
代TR快200000倍的执行速度,从而达到实时控制的
要求. 虽然几何解模糊的质心跟迭代TR的质心是两
种不同含义的质心, 但只有在模糊集合为轴对称时
两者才具有明显差别[90]. 因此通过离线设计特定的
模糊集合,可以使几何解模糊器的输出结果更加接
近迭代TR的结果.
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5.3 α–平平平面面面表表表示示示理理理论论论(α-plane RT)
T1–FS的α–截集概念在GT2–FS中的应用, 发展

了一种在理论和实践中都具有重要意义的GT2–FS
水平切片(horizontal slice)表示理论, 即α–平面表示
理论[46,47,92∼94]. GT2–FSÃ的α–平面定义为

Ãα =
r

∀x∈X

r
∀u∈Jx

{(x, u)|fx(u) > α}, (18)

其中α ∈ [0, 1]. 记次隶属度函数fx(u)的α–截集为

SÃα
(x, α) = [sL(x, α), sR(x, α)] . (19)

定义Ãα的三维指示函数如下:

IÃα
(x, u|α) =

{
1, ∀x ∈ X且u ∈ SÃα

,

0, 其他.
(20)

定义Ãα的α–级T2–FS为

Ã(α) = αIÃα
(x, u|α), (21)

则GT2–FS的α–平面表示可表达为

Ã =
⋃

α∈[0,1]

Ã(α). (22)

图3为Ã的α–平面示意图, 其中浅灰色和深灰色
组成的区域为FOU, 深灰色区域为式(18)的α–平面
Ãα, 垂直黑线表示式(19)的SÃα

. 可见, sL和sR即分

别为UMF(Ãα)和LMF(Ãα). 式(22)中, 每个Ã(α)可
以视为次隶属度均取值为α的IT2–FS, 因此通
过α–平面表示方法, GT2–FS可以直接利用现有
的IT2–FS
理论, 这极大地降低了GT–FLS的设计难度和计算
复杂性. Liu[47]给出了GT2–FS基于α–平面表示的质
心型TR, 指出只需少量的α取值即可使解模糊的清

晰量输出收敛到真实值. 接着, 基于α–平面表示的
GT2–FS集论运算、质心性质[93]以及准T2–FLS的简
化运算问题[92]也得到了研究,进一步完善了α–平面
表示理论.

图 3 GT2–FS的α–平面示意图

Fig. 3 Schematic diagram of the GT2–FS α-plane

5.4 Z切切切片片片表表表示示示理理理论论论(zSlice RT)
最近, Wagner和Hagras[95∼97]提出了在复杂度和

计算量方面都可得到大幅简化的GT2–FS Z切片表

示理论. 在图4(a)中任意x′ ∈X , GT2–FS的Z切割产

生了一个如图4(b)所示带有高度值zi ∈ [0, 1]和域
Jix

= [li, ri]的区间集合. Z切片为在隶属度函数的

第3维z轴上具有高度zi取值的IT2–FS,等价于式(21)
表示的α–级T2–FS[94],可表示为

Z̃i =
r

x∈X

r
ui∈Jix

zi/(x, ui). (23)

如此, GT2–FS的Z切片表示可表达为

Ã =
N⋃

i=1

Z̃i, N →∞, (24)

其中N为Z切片数量. Z切片表示理论把GT2–FS看
作是无穷多个实质为IT2–FS的Z切片的组合, 因此
同样可以直接利用现有的IT2–FS理论.

(a) GT2–FS的正面视觉图

(b) x′处的Z切片

图 4 GT2–FS的Z切片示意图

Fig. 4 Schematic diagram of the GT2–FS zSlice

文献 [96]给出了Z切片表示GT2–FS的集论运算
公式, 并在与传统集论运算的比较中显示出其计算
量方面的极大优势. 随后,文献 [97]研究了基于Z切

片的GT2–FLS, 给出其模糊推理、TR和解模糊的公
式表示. 针对两轮自主移动机器人控制问题, 文献
[95, 97]构建了基于Z切片的广义II型模糊控制器,并
在现实环境的实时控制中获得了比相应I型和相应
区间II型控制器均要好的控制性能. Z切片表示理

论进一步研究的问题在于, 如何使用非单值模糊
化方法构建Z切片表示的GT2–FLS,以及GT2–FS的
第3维表示如何影响其对不确定的建模能力.

6 基基基于于于IT2–FS的的的词词词计计计算算算研研研究究究进进进展展展(Progress
of CWW based on the IT2–FS)
词计算是指计算的对象为从自然语言中抽取的

词和命题的一种方法论[98], 其与模糊集合理论有
着非常紧密的联系. 词计算的过程如下: 首先采用
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“词”激活计算机并转化为相应的模糊集合表示,
然后这些模糊集合通过词计算引擎映射到其他模糊

集合, 最后还原为“词”的形式. Zadeh[99]在1996年
首次提出词计算的概念, 指出模糊逻辑至少是近似
等于词计算, 并举例使用I型模糊颗粒建立词模型.
基于“词对于不同人的含义具有差异性”的观点[3],
Mendel[100]认为词计算需要采用IT2–FS. Türksen[101]

也指出IT2–FS的模糊性能够为词计算提供更为丰
富的知识表示和逼近推理. 随后, Mendel[102]基于
Popper伪证主义证明了利用T1–FS建立词模型是不
恰当的, 因为T1–FS是确定的而“词”是不确定的.
他认为使用IT2–FS才能建立科学的一阶不确定词模
型, 因为其隶属度区间能够为词模型提供不确定性
表示[103]. Mendel的观点从另一个角度说明了在实
际应用中选择T2–FS的理由.

6.1 词词词计计计算算算理理理论论论研研研究究究进进进展展展(Progress of the CWW
theory)
为了用IT2–FS建立词模型, 必须从一组对象中

收集关于“词”的数据, 目前存在两种完全不同的
途径: 一是基于人的隶属度函数(person membership
function, PMF)的方法, 二是基于区间端点(interval
end-points, IEP)的方法[104]. 两种途径都可以通过模
糊统计学方法把收集的数据映射为相应FOU的简约
参数化模型. 使用PMF方法的不足在于其只能在人
们具有关于模糊系统非常丰富的知识时才能得到词

模型. 而IEP方法则没有这个限制,并且可以使用对
称或非对称IT2–FS的模糊统计学方法[105,106]进行从

数据到预定参数化FOU模型的映射操作.
在基于规则的模糊系统中, IT2–FS进行建模的对

象不仅包括规则前件和后件的语言不确定, 而且包
括and/or连接词的不确定. Mendel[33]对早期关于用
IT2–FS进行连接词不确定建模的研究进行了详细综
述. 最近, Türksen[107]指出信任测度、似然测度和可

能性测度都可以用α-截集表示的IT2–FS明确表达.
然后,他又提出作为词计算基础理论的元语言(meta-
linguistic)公理, 并基于IT2–FS考察了从元语言公理
到模糊分离和连接规范形式的映射产生的集论

公理[108]. 接着, IT2–FS的排序(ranking)[109]、相似性
(similarity)[110]和语言加权平均值(linguistic weighted
average, LWA)[111∼113]的概念也相继被提出. Wu和
Mendel[114]则对各种排序方法、相似性测度和不确
定性测度用实际数据进行了比较实验, 为各种方法
在词计算应用中的选择提供了建议.

6.2 感感感知知知计计计算算算机机机研研研究究究进进进展展展(Progress of the percep-
tual computer)
感知计算机(perceptual computer, Per-C)是用词

计算理论实现主观判决的一种特定结构形式, 由
Mendel在2001年提出[100]. 如图5所示, Per-C包括编

码器、词计算引擎和解码器3部分. 类似于一般的词
计算处理方式, Per-C首先把“词”编码成IT2–FS,
然后用词计算引擎得到推理输出IT2–FS,最后由解
码器把IT2–FS还原为“词”的形式.

图 5 感知计算机结构简图

Fig. 5 Schematic diagram of the Per-C

为了实现Per-C的编码器, Wu和Mendel[115]通过
区间方法从一组对象的数据中合成FOU, 从而把
“词”编码成IT2–FS. 词计算引擎设计的一个重
要假设是, 激活规则合成得到的FOU必需与词计
算编码簿里预先定义好的内部FOU、左肩FOU和右
肩FOU这3种类型的FOU具有相似性[116]. 这样基于
规则的词计算引擎输出就会与编码簿里的FOU相符
合,因此解码器就可以很容易地建立与词计算输出
FOU最相似的“词”. 传统的Mamdani型或TSK型词
计算引擎都不满足上述假设. 针对这个问题, Mendel
和Wu[116,117]提出基于LWA合并模糊IF–THEN规则
的词计算引擎,又称为基于激活区间的感知推理机
(firing-interval-based perceptual reasoning, FI–PR),并
建立起整个Per–C理论方法. 其后, Wu和Mendel[118]

详细研究了PR的特性, 指出输出为编码簿中相应
FOU类型的具体条件. 接着, Wu和Mendel[119]又提
出基于相似性的感知推理机(similarity-based PR,
S–PR), 并且用仿真比较实验表明S–PR得到的FOU
比FI-PR得到的更接近编码簿里的FOU类型,因此在
词计算引擎中S–PR是更好的选择.最近, Mendel[120]

对Per–C作了全面的回顾,并对词计算中遇到的具体
问题提出了些可行的解决思路.

7 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusions and prospects)
综上所述, II型模糊集合及系统的理论体系在数

学上已经建立, 其复杂性问题研究取得了一定的进
展,基于IT2–FS的词计算理论也取得了不少成果.同
时, T2–FLS在众多高不确定性场合获得了成功应用,
体现出明显超过相应I型系统的性能表现. 但同样
可见, T2–FLS的复杂性问题仍然没有得到彻底解决,
这在一定程度上限制了其在实时系统中的应用. 总
结起来, II型模糊理论还有诸多问题有待进一步研
究,主要体现在以下几个方面:

1) 关于IT2–FLS的实时性和自适应律设计的
问题. 虽然目前针对IT2–FLS已经提出不少简化
方法, 但在实际应用中, TR方法基本上还是停留
在使用KM算法和WM算法的阶段. 目前流行的基
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于KM算法的自适应T2–FLS有两个缺陷:一是KM算
法不能得到闭公式表示, 因此给求导运算带来很
大困难, 并且将直接增加计算过程的复杂性[55];
二是KM算法迭代计算需要用到当前结论模糊集
合的升序排列, 但结论模糊集合一般就是需要
自适应调整的对象, 因此造成设计矛盾. 而目前
关于IT2–FLS的TR闭公式表示的研究结果还非常
有限[33,76]. 因此, 把现有IT2–FLS简化方法应用到
实时系统中, 并通过闭公式表示的TR设计自适
应IT2–FLS,必定具有很大的研究前景.

2) 关于GT2–FLS的复杂性问题. GT2–FLS可
以对更复杂的不确定进行建模, 因此必定
具有比IT2–FLS更好的处理不确定能力[2]. 针

对GT2–FLS的复杂性问题, 目前已经相继提出了
一些近似计算方法和新的简化表示理论.但是真正
在实际系统中得到验证的, 目前只有几何学表示理
论[90]和z–平面表示理论[97],并且这些理论也仍然存
在一些问题.因此,对GT2–FLS的复杂性问题进行进
一步研究,并将其应用于实时系统中,将是今后研究
工作的重点.

3) 关于建立优化设计T2–FLS结构的系统化方
法. 目前,设计T2–FLS的结构还带有很大的随意性,
并没有形成一种优化设计的系统化方法. 特别T2–
FS次隶属度函数确定问题, 目前的研究还处于空
白[6]. 因此, 类似于T1–FLS理论, 如何针对实际问
题选择集论运算方法、降阶和解模糊算法, 如何构
建FOU、次隶属度函数和模糊规则, 以得到优化的
T2–FLS,都是亟待解决的重要问题.

4) 关于在数学理论上得出T2–FLS性能超过相
应T1–FLS的可测试条件.目前大量的实践结果表明,
在高不确定性场合T2–FLS比相应T1–FLS具有明显
的优越性, 并且不确定程度越高, 这种优势就越明
显. 但这些都还只是定性分析,而没有形成相应的数
学理论[33]. 因此,在数学理论上建立T2–FLS性能超
过相应T1–FLS的可测试条件,将是一个很具有意义
和挑战性的课题.
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