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摘要: 提出一种用三次样条插值逼近导航系统状态概率密度函数的方法. 导航随机微分模型的弱解由前向
Kolmogorov方程表示,其解析解很难求得. 本文通过三次样条插值函数来逼近其解可得到状态的先验概率密度函
数,再由Bayes公式得到状态的后验概率密度函数,解决了构造三次样条插值条件的难点问题,并以水下潜器组合导
航系统为背景,与粒子滤波方法进行性能对比分析,仿真结果验证了三次样条插值逼近导航随机微分模型解析解的
可行性.
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Cubic spline interpolation for
solving navigation stochastic differential model

ZHAO Yu-xin, CHEN Li-juan
(College of Automation, Harbin Engineering University, Harbin Heilongjiang 150001, China)

Abstract: We propose applying cubic spline function to approximate the probability density function of the state of a
navigation system. The weak solution of navigation stochastic differential model is described by the Kolmogorov’s forward
equation which is difficult to be solved. This article approaches its solution through cubic spline interpolation functions to
obtain a prior probability density function of the state, and then a posterior probability density function is gained through the
Bayes formula. Thus, the most difficult problem in forming cubic spline interpolation is solved. By taking the underwater
vehicle integrated navigation system as the background and performing the comparison analysis with the particle filter, the
feasibility of solving navigation stochastic differential model by using the cubic spline interpolation is confirmed through
simulation experiment.
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1 引引引言言言(Introduction)
精确导航技术是确保水下潜器有效利用和安全

回收的关键技术之一.目前,水下潜器的核心导航设
备多数以惯性导航系统为主,辅以其他设备如多普
勒测速仪、GPS等设备来辅助或校正惯性单元[1]. 近
年来,声学辅助导航(如长短基线等)、地球物理场辅
助导航(如重力、磁力、地形等) 技术研究在水下导
航技术领域逐渐兴起. 但所有组合模式的发展均离
不开滤波理论的支撑, 滤波技术是影响系统性能即
导航精度的关键之一.从卡尔曼滤波理论建立到现
在, 如何将滤波理论的最新成果应用于导航系统一
直是导航界研究的热点和推动滤波理论发展的动

力.
卡尔曼滤波将状态空间模型引入最优滤波理

论,对于具有高斯分布噪声的线性系统可以得到系
统状态的递推最小均方差估计,但其缺点是要求系
统模型为线性的, 其计算量以被估计向量维数的三

次方剧增.为了将卡尔曼滤波器应用于非线性系统,
Bucy, Sunahara等人提出了扩展卡尔曼滤波(extended
Kalman filtering, EKF),其基本思想是将非线性系统
进行线性化, 再进行Kalman滤波, 是一种次优滤波.
但是EKF算法假设条件过于苛刻, 只对更新区间内
近似线性的非线性系统有效, 因此难以应用于许多
物理系统[2, 3].
随后, Julier和Uhlmann等人提出并发展了UKF

(unscented Kalman filter, UKF)方法[4, 5]. UKF方法假
设系统噪声符合高斯分布,认为状态的概率密度分
布可通过能完全表述概率密度函数均值和方差的

有限个样本点来描述,并不要求系统是近似线性的.
对于线性系统, UKF和EKF具有同样的估计性能,但
对于非线性系统, UKF方法则可以得到更好的估计.
Julier等人还将UKF方法首先用于车辆导航定位中,
得到一个较EKF更好的结果[6].

l993年,英国学者Gordon等人提出粒子滤波算法
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(particle filter, PF), 该方法是基于Bayesian原理的非
参数化序贯Monte-Carlo模拟递推滤波算法[7], 其核
心是利用一组带有权值的随机样本(粒子)来逼近目
标的后验概率密度,粒子滤波采用样本形式而不是
函数形式对先验信息和后验信息进行描述, Karls-
son等人把粒子滤波应用于利用深度和声纳信息组
合的水下定位系统中,取得了较好的效果[8]. 但在实
际应用中, 上述算法在估计精度、实现难易程度及
计算量等方面还存在一定的不足,并且Kalman滤波
和UKF滤波都以求得系统状态概率分布的二阶矩为
目的, 而系统状态概率的实际分布可能不是正态分
布,所以直接对系统状态概率密度函数进行求解更
能明确系统状态各种可能性.

本文针对水下潜器组合导航过程的运动状态特

点和量测特性, 建立了状态连续、量测离散的导航
随机微分模型,并研究利用三次样条插值逼近导航
随机微分模型的概率解,得到水下潜器状态的高精
度分布,探索解决水下组合导航系统非线性滤波问
题,仿真结果验证了三次样条插值逼近导航随机微
分模型解的可行性.

2 导导导航航航随随随机机机微微微分分分模模模型型型(Navigation stochastic
differential model)

2.1 模模模型型型的的的建建建立立立(Modelling)
以水下潜器组合导航系统为例, 潜器的运动状

态可看作随机过程x(t), 假设对于t ∈ [0,∞), 所有
的x(t)都定义在一个概率空间(Ω,F, P )上,其中: Ω

是非空集合, 称为样本空间, 其元素称为样本; F是

样本空间的幂集的一个非空子集, 集合F必须是一

个σ–代数; P是概率测度, 简称概率. 量测z(t)为概
率空间中的一个代数域, z(t)是P可测的. 简记xt

∆=
x(t), zt

∆= z(t).

与离散模型中状态和量测都由离散方程描述不

同,在随机微分模型中xt, zt随时间演变的过程可以

用一个状态微分方程和一个量测离散方程来描述:

dxt = f(xt, t)dt + b(ut, t)dt + g(xt, t)dβt, (1)

zk = h(xk, tk) + ek. (2)

其中: xt∈Rn, ut∈Rc, βt∈Rd, zk∈Rm, ek∈Rm;

f(xt, t): Rn × R→ Rn称作漂移函数;

b(ut, t): Rc × R→ Rn称作控制函数;

g(xt, t): Rn × R→ Rn×d称作扩散系数;

h(xk, tk): Rn × R→ Rm是量测函数;

ut 是 c 维控制向量, βt 是 d 维布朗运动向量,
E[dβtdβT

t ] = Q(t)dt, Q(t) ∈ Rd×d; ek是m维白噪

声过程, E[eke
T
k] = R(k), R(k) ∈ Rm×m, βt与ek相

互独立.

2.2 随随随机机机微微微分分分方方方程程程的的的弱弱弱解解解(The weak solution of
stochastic differential model)
随机微分方程的解作为随机过程,可以抽象地用

一个泛函xt = J [x0, βt, t]表示. 随机微分方程有强
解和弱解两种分析方法,仅有一些类型的随机微分
方程有强解的封闭解;而弱解是分布解,即连续函数
空间中的一个概率,在随机微分方程中布朗运动只
是代表微观随机涨落的驱动力,它并不在宏观的平
均性质中出现. 将随机微分方程中的布朗运动换成
另一个布朗运动B′

t,其解就是x′t = J [x0, β
′
t, t],从分

布的角度看, 随机过程{xt}的分布与随机过程{x′t}
的分布是一样的. 当强解存在条件不满足时,弱解使
随机微分方程具有意义.

随机微分方程弱解由转移函数决定. 在系数
f(x, t), g(x, t)合适的条件下, 系统状态的条件概率
密度p(x, t|zt)满足前向Kolmogorov方程[9]:

L(p) = ṗ =
1
2

n∑
r,s=1

∂2(g(x, t)Q(t)gT(x, t) · p)
∂xr∂xs

−
n∑

r=1

∂(f(x, t) · p)
∂xr

. (3)

式中令p
∆= p(x, t|zt),

p′(x0) = 0, p′(xn) = 0. (4)

其中: 在实际的组合导航中f(x, t)表示运动状态变
化与运动状态之间的关系, g(x, t)表示噪声扩散.

前向Kolmogorov方程式(3)和它的边界条件式(4)
构成了一个微分方程边值问题. Ω 是Rn空间中具光

滑边界的区域, P : Ω → R是该边值问题的解.

3 随随随机机机微微微分分分模模模型型型的的的三三三次次次样样样条条条求求求解解解(Solving
stochastic differential model with cubic
spline interpolation)
三次样条算法[10]是在一维的情况下, 把其概率

密度进行分段来逼近系统状态的先验概率密度,其
直接对系统状态概率密度函数进行求解更能明确状

态的各种可能性. 并且针对其他分段低次插值多项
式三次样条算法既保留了其各种优点,又提高了插
值函数的光滑性.

本文通过构造三次样条插值条件,利用三次样条
插值函数来逼近前向Kolmogorov方程的解, 从而将
问题转化为对分段函数中关于系数的常微分方程组

的求解.

3.1 基基基本本本原原原理理理(Basic principle)
状态概率密度函数p(x, t): Rn × [t0, te) → R,对

于某固定时刻t, p(x, t)是f : Rn → R构成的希尔伯
特空间中的一员,记p(x, t) ∆= p(x).
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对于给定区间a = x0 < x1 < x2 < · · · <

xn = b, 点列{(x0, y0), (x1, y1), · · · , (xn, yn)}, 若函
数p(x)满足:

1) p(x)在每个子区间[xi−1, xi](i = 1, 2, · · · , n)
上是不高于三次的多项式;

2) p(x), p′(x), p′′(x)在[a, b]上连续;

3) 满足插值条件p(xi) = yi(i = 1, 2, 3, · · · , n).

则称p(x)为原函数关于节点的三次样条插值函
数. 设在节点xi处的p(x)二阶导数p′′(xi)为

p′′(xi) = Mi, i = 0, 1, 2, · · · , n.

由于在子区间[xi−1, xi]上p(x) = pi(x)(i = 1, 2, 3,

· · · , n)是不高于三次的多项式, 故其二阶导数必是
线性函数(或常数). 于是,有

p′′(x) = Mi−1

xi − x

hi

+ Mi

x− xi−1

hi

.

其中: x ∈ [xi−1, xi], hi = xi − xi−1,连续对其进行
两次积分得

pi(x) = Mi−1

(xi − x)3

6hi

+ Mi

(x− xi−1)3

6hi

+

Ai(x− xi−1) + Bi, x ∈ [xi−1, xi], (5)

其中Ai, Bi为只关于时间的积分常数. p(xi), p(xi−1)
代入式(3)前向Kolmogorov方程,得




L(p(xi)) =
∂p(x)

∂t

∣∣∣∣
xi

,

L(p(xi−1)) =
∂p(x)

∂t

∣∣∣∣
xi−1

.

由于

∂(f · p)
∂xr

=
∂(f)
∂xr

· p + f · ∂(p)
∂xr

,

∂(gQgT · p)
∂xs

=
∂(gQgT)

∂xs

· p + gQgT · ∂(p)
∂xs

,

∂2(gQgT · p)
∂xr∂xs

=

∂2(gQgT)
∂xr∂xs

· p + 2 · ∂(gQgT)
∂xr

· ∂(p)
∂xs

+

gQgT · ∂2(p)
∂xr∂xs

,

得

∂p

∂t
=

1
2

n∑
r,s=1

[
∂2(gQgT)
∂xr∂xs

· p +
∂(gQgT)

∂xr

· ∂(2p)
∂xs

] +

1
2

n∑
r,s=1

gQgT · ∂2(p)
∂xr∂xs

−
n∑

r=1

∂(f)
∂xr

· p−
n∑

r=1

f · ∂(p)
∂xr

.

记

1
2

n∑
r,s=1

∂2(gQgT)
∂xr∂xs

−
n∑

r=1

∂(f)
∂xr

∆= ∆1,

n∑
r,s=1

∂(gQgT)
∂xr

− f
∆= ∆2, gQgT ∆= ∆3.

假设g, Q, f与时间无关,则∆1,∆2,∆3与时间t无关.w tk+1

tk

L(p(x)) =
w tk+1

tk

∂p

∂t
dt =

w tk+1

tk

(∆1p + ∆2

∂p

∂x
+ ∆3

∂2p

∂x2
)dt, (6)

其中令tk+1 − tk
∆= ∆tk,由积分的中值定理得

ptk+1(x) =

ptk(x) + (∆1p
tk + ∆2

∂ptk

∂x
+ ∆3

∂2ptk

∂x2
) ·∆tk.

在tk+1时刻xi节点处pi(xi)可求,令

pi(xi) = p
tk+1
i (xi), pi(xi−1) = p

tk+1
i (xi−1).

由上式可得



Ai =
pi(xi)− pi(xi−1)

hi

− hi

6
(Mi −Mi−1),

Bi = pi(xi−1)− h2
i

6
Mi−1.

把Ai, Bi代入式(5)得

pi(x) = Mi−1

(xi − x)3

6hi

+ Mi

(x− xi−1)3

6hi

+

(pi(xi−1)− h2
i

6
Mi−1) · xi − x

hi

+

(pi(xi)− h2
i

6
Mi)

x− xi−1

hi

, (7)

则只需确定Mi(i = 0, 1, 2, · · · , n)这n + 1个未知数
即可得到三次样条插值函数. 利用一阶导数在子区
间节点xi上连续可得

p′i(xi − 0) = p′i+1(xi + 0), (8)

其中i = 1, 2, · · · , n− 1. 又由于

p′i(xi − 0) =
pi(xi)− pi(xi−1)

hi

+
hi

6
Mi−1 +

hi

3
Mi,

p′i+1(xi + 0) =
pi(xi+1)− pi(xi)

hi+1

− hi+1

6
Mi+1 − hi+1

3
Mi.

将其代入式(8)得
hi

6
Mi−1 +

hi + hi+1

3
Mi +

hi+1

6
Mi+1 =

pi(xi+1)− pi(xi)
hi+1

− pi(xi)− pi(xi−1)
hi

.
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上式两边同时乘以
6

hi + hi+1

,即得方程

hi

hi + hi+1

Mi−1 + 2Mi +
hi+1

hi + hi+1

Mi+1 =

6
hi + hi+1

· pi(xi+1)− pi(xi)
hi+1

−
6

hi + hi+1

· pi(xi)− pi(xi−1)
hi

,

其中令

ui =
hi

hi + hi+1

, αi =
hi+1

hi + hi+1

= 1− ui,

gi =
6

hi + hi+1

· pi(xi+1)− pi(xi)
hi+1

−
6

hi + hi+1

· pi(xi)− pi(xi−1)
hi

.

其中i = 1, 2, · · · , n− 1. 再由边界条件p′(x0) = 0,

p′(xn) = 0,得
p0(x1)− p0(x0)

h1

− h1

6
M1 − h1

3
M0 = 0,

pn−1(xn)−pn−1(xn−1)
hn

+
hn

6
Mn−1+

hn

3
Mn =0.

整理得

2M1 + M0 = 6
p0(x1)− p0(x0)

h2
1

∆= g0,

Mn−1 + 2Mn = −6
pn−1(xn)−pn−1(xn−1)

h2
n

∆= gn.

设(g0 g1 · · · gn−1 gn)T ∆= G,由以上n + 1个式子
得



2 1
u1 2 a1

. . . . . . . . .

un−1 2 an−1

1 2







M0

M1

...
Mn−1

Mn




= G,

由于




2 1
u1 2 a1

. . . . . . . . .

un−1 2 an−1

1 2



非奇异, 则方程

组存在唯一解.

利用追赶法可求出Mi(i = 0, 1, 2, · · · , n),把Mi

代入式(8),得先验概率密度p(x)表达式:

p(x) = pi(x), i = 1, 2, · · · , n.

由Bayes公式:

p(x, tk+1/zk+1)=
p(zk+1/x)p(x, t−k+1/zk)w

Ω
p(zk+1/x)p(x, t−k+1/zk)dx

,

其中似然概率密度得

p(zk+1/x) =

exp{−1
2
(zk − h(x, tk))TR−1

k (zk − h(x, tk))}
√

(2π)m det Rk

.

把先验概率密度代入Bayes公式得后验概率密度:

pi(x, tk+1/zk+1) =
p(zk+1/x)pi(x)w

Ω
p(zk+1/x)pi(x)dx

,

x ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · , n,

得到的后验概率密度p(x, tk+1/zk+1)也为一个分段
函数.

3.2 算算算法法法实实实现现现流流流程程程(Realizing process)
1) 设初始时刻的概率密度为正态分布,选定投

影区间和分段区间,构造三次样条函数来拟合先验
概率密度.设其系数为Mi, Ai, Bi(i=0, 1, 2,· · ·, n).

2) 利用前向Kolmogorov方程和上一个时刻的
后验概率密度函数构造插值条件,用Mi,Mi−1把Ai,

Bi表示出来, 得到先验概率密度只含n + 1个系数,
主要求这n + 1个系数.

3) 利用三次样条插值定义:在每个插值点处一
阶连续导数,即

p′i(xi − 0) = p′i+1(xi + 0), i = 1, 2, · · · , n− 1.

在利用边界条件:

p′(x0) = 0, p′(xn) = 0,

用追赶法求出系数Mi即求出先验系数,代入式(7)可
得先验概率密度表达式.

4) 判断根据当前时刻的量测信息计算似然概率
密度, 把先验和似然概率密度带入Bayes公式, 求出
当前状态的后验概率密度.

5) 重返第2)步, 计算下一个时刻的系统状态先
验概率密度.

4 实实实验验验(Experiments)
利用MATLAB进行仿真实验, 以一维状态空间

评价三次样条算法的性能.实验中以水下潜器组合
导航系统为例,假定位置校正信息采用单波速测量
得到的位置,使用的系统模型:

ẋ(t) = sin(x/2) + w(t),

z(k) = h(xk, tk) + e(k).

其中:

E[wwT] = 0.0012, E[eeT] = 0.52, h(xk, tk) = xk.

初始状态x0 = 0.5, P0 = 1, 取粒子数500, 仿真时
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间t = 50 s.

三次样条和粒子滤波[11]都是求解递推Bayes估
计的方法,一个是在函数空间中对状态概率密度函
数进行分段逼近,一个是在状态空间中对状态分布
进行逼近,它们是求解同一个问题的两种思路,目前
还没有用三次样条进行对状态概率密度函数进行分

段逼近和对两种方法的估计效果对比分析的研究成

果,本试验把三次样条插值与粒子滤波算法进行了
比较,部分实验过程如表1和图1所示.

表 1 实验中部分概率密度的积分值
Table 1 Part integral value of probability density

in experiment

概率密度的积分值
t/s

先验 似然 后验

1 0.999919 1 1
2 1.000002 1 1
31 1.000015 1 1
32 1.000002 1 1
33 0.999986 1 1
50 1.000001 1 1

(a) 第1 s时系统状态的概率密度

(b) 第2 s时系统状态的概率密度

(c) 第32 s时系统状态的概率密度

(d) 第50 s时系统状态的概率密度

图 1 状态概率密度函数演变的部分结果图
Fig. 1 Part results of state probability density function

evolvement

表1为图1中三次样条插值的先验概率密度, 似
然概率密度与后验概率密度的积分值,从表中可看
出其满足概率密度的性质. 由图1中仿真结果显示,
三次样条插值可以逼近系统状态的概率密度. 在
图1(c)中可看出从32 s之后在某处开始发生抖动,在
进行MATLAB仿真时, 发现由于插值点的选取存在
误差, 所以有的插值点值为负数, 又由于三次样条
插值要求满足二阶连续可导,致使曲线呈凹凸状.从
表1上看,三次样条逼近系统的概率密度基本上是可
行的.

5 三三三次次次样样样条条条和和和粒粒粒子子子滤滤滤波波波算算算法法法的的的对对对比比比分分分析析析

(Contrastive analysis between cubic spline
and particle filter)
以水下潜器组合导航系统为例,假定位置校正信

息采用单波速测量得到的位置,本节主要对三次样
条算法和粒子滤波算法的估计的方差、标准差、状

态的均方根误差和标准差进行对比分析.实验中使
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用的系统模型:

ẋ(t) = sin(x/2) + w(t),

z(k) = h(xk, tk) + e(k),

其中: E[wwT] = 0.0012, E[eeT] = 0.52, h(xk, tk) =
xk. 初始状态x0 = 0.5, P0 = 1,取粒子数500.

实验分别对三次样条插值算法和粒子滤波算法

进行仿真, 由于考虑不同的时间间隔对三次样条和
粒子滤波比对分析实验效果的影响, 取∆t = 0.1,

∆t = 0.01两个时间间隔, 其实验结果统计如图2、
图3所示.

(a) 实验的均值

(b) 实验的标准差

图 2 实验的均值与标准差(∆t = 0.1)

Fig. 2 Estimated mean and standard deviation

(a) 实验的均值

(b) 实验的标准差

图 3 实验的均值与标准差(∆t = 0.01)

Fig. 3 Estimated mean and standard deviation

图2、图3表示在50次仿真下三次样条和粒子滤
波的位置描述及其标准差. 比较图2和图3中的(a)图
可看出三次样条的位置描述与粒子滤波的位置描述

相差不大,均比较接近真实值,因此三次样条可以较
好的跟踪系统状态的演变,从图2与图3的(b)图可看
出,当选取不同的时间间隔时,时间间隔越小三次样
条算法会以较快的速度收敛到某一值.

从图2、图3可知: 在选择相同的系统模型下,本
文提出的三次样条插值算法可以保证跟踪的位置标

准差以较快的速率收敛到一个更小的剩余集,并且
可以看出其收敛精度优于粒子滤波.

状态的均方根误差和标准差:

R =

√
t∑

k=1

(Sk − Yk)2/t,

σ=
t∑

i=1

√
E(Yi − EYi)2/t.

其中: R表示均方根误差, σ表示标准差, Sk表示真实

位置信息, Yk表示三次样条或粒子滤波的位置信息.

它们是一种评价导航系统性能的综合指标.为了
进一步比较两种方法的性能, 取仿真时间t = 50 s,
仿真次数ST = 10,整体状态仿真结果如图4所示.

(a) 状态均方根误差
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(b) 状态标准差

图 4 状态的均方根误差与标准差(∆t = 0.1)

Fig. 4 Root-mean-square error and standard deviation

图4分别给出了系统状态的均方根误差及标准
差. 图4(a)反映了三次样条插值中所获得的观测点
的离散程度与粒子滤波相差不多; 图4(b)反映了三
次样条插值中估计值偏离真实值的程度与粒子滤波

相比较好.

从图2、图4中可看出三次样条插值不但可以很
好地跟踪系统状态的演变,而且可以很好的解决非
线性非高斯系统的状态估计精度和收敛光滑性问

题.从而验证了三次样条插值逼近导航随机微分模
型解的可行性.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文根据导航随机微分模型, 通过Bayes公式可

以获得状态估计的最优解, 但首先需要知道系统状
态先验概率密度函数, 探索采用三次样条方法对其
进行求解的可行性. 对文献[10]的算法进行改进,提
出三次样条插值算法, 把状态概率密度随时间演变
的偏微分方程转化为对分段函数中关于系数的常微

分方程组的求解, 在一维函数空间中求解系统状态
的概率密度函数. 给出了用三次样条逼近概率解的
证明,详细推导了一维情况下算法的求解过程.

本文先探索三次样条插值算法在一维情况下的

逼近效果,通过运用MATLAB对其算法进行仿真实
验,其试验结果显示,三次样条可以在有限维函数空
间内求得系统状态的概率密度函数, 可以跟踪系统
状态的变化, 而且估计精度较高. 唯一不足的是在
仿真时间较长的情况下概率解分布会出现微小的抖

动,其原因与三次样条插值点的选取存在偏差以及
三次样条要求满足二阶连续可导的性质有关.
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