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摘要: H∞控制理论中的回路成形设计和µ综合都已经是定型的设计方法. 最近有文献提出一种将这两种设计方
法结合起来处理弱阻尼谐振模态参数摄动的新方法. 但是实际设计表明,二者的结合并没有达到预期的效果.本文
分析指出,回路成形本质上是一种鲁棒稳定性设计,其H∞范数指标的逆就是系统的稳定裕度.而µ综合只是一种鲁

棒性能的设计工具. µ综合与回路成形结合只是反映在稳定裕度上,而并不影响设计所允许的摄动大小. 所以在回
路成形设计中没有必要再加进µ综合法. 文中附有算例.
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µ-synthesis in H-infinity loop-shaping design

HE Zhen, JIANG Xiao-ming, MENG Fan-Wei, WANG Guang-xiong
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Heilongjiang Harbin 150001, China)

Abstract: Both loop-shaping design and µ-synthesis are standard design tools of the H-infinity control theory. Recently,
a novel design method combining µ-synthesis with loop-shaping is proposed for dealing with the parameter uncertainty of
the lightly damped mode. However, the practical design shows that such combination fails to provide the expected result.
We point out that the loop-shaping design is essentially a method for robust stability, because the inverse of the resulting
H-infinity norm is the stability margin of the system. However, the µ-synthesis is a real tool for designing the robust
performance. The combination of µ-synthesis with loop-shaping determines only the stability margin, but not the size of
the allowable perturbation. Therefore, there is no need to add an extra procedure of µ-synthesis to the loop shaping design.
A design example is presented for explanation.
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1 引引引言言言(Introduction)
H∞控制理论中的回路成形设计[1–2]和µ综

合[3–4]都已经是定型的设计方法. H∞回路成形是
以允许的(标称)互质摄动的范数‖∆‖∞为设计指标,
如果‖∆‖∞ 6 0.2[2, 5]就认为设计具有鲁棒性. 但是
因为不是在给定的摄动范围下的鲁棒设计,最近有
文献提出将回路成形与µ综合结合来解决参数摄动

下的鲁棒设计问题,而且是作为一种新方法来提出
的[5]. 但是实际设计表明,二者的结合并没有达到预
期的效果.这是因为以往的一些文献并未认真探讨
过这些方法的实质,只从字面上来了解这些方法,因
而存在认识上的误区. 本文将分析这两种方法的基
本特点,指出即使另有参数摄动,回路成形设计中也
没必要再加进µ综合,并通过算例来进行对比说明.

2 回回回路路路成成成形形形的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性(Robustness of the loop
shaping design)
H∞回路成形法中的对象是用互质分解来描述

的. 例如,若采用右互质分解(r.c.f),则对象就是

G = NM−1, N, M ∈ RH∞, (1)

式中的对象G是已经按高低频段要求进行“成形”,
即已加入相应权函数后的传递函数. 当对象是用互
质因子来表示时, 摄动的对象就用互质因子的加性
摄动来表示,即

G∆ = (N + ∆N)(M + ∆M)−1, (2)

式中∆N,∆M ∈ H∞为稳定的传递函数. 图1中G∆

就是这个用互质因子摄动来表示的(摄动)对象. 从
图1可见, 这个对象的不确定性是1入2出, 对应的矩
阵表达式为

∆ =

[
∆N

∆M

]
. (3)

这种不确定性就称为互质因子不确定性.
设将图 1分为不确定性部分∆和标称部分

Fl(P, K),其中的P是G∆中除去(∆N,∆M)的余下部
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分所构成的广义对象.设Fl(P, K)的H∞范数为γ,

‖Fl(P, K)‖∞ = γ. (4)

并设互质因子不确定性的范数为ε,

‖∆‖∞ =

∥∥∥∥∥

[
∆N

∆M

]∥∥∥∥∥
∞

= ε. (5)

根据小增益定理, 当 ε < γ−1时, 系统就应该是稳定
的.

图 1 互质因子不确定性的系统

Fig. 1 System with coprime factor uncertainty

注意到,式(1)一般采用标称互质分解(normalized

coprime factorization)[1], 故

[
N

M

]
是内矩阵. 传递函

数阵左乘一个内矩阵后,其H∞范数是不变的[6–7],即

‖Fl(P, K)‖∞ =

∥∥∥∥∥

[
N

M

]
Fl(P, K)

∥∥∥∥∥
∞

.

所以求解H∞问题时,可以将图1中的输出z右乘传递

函数N阵和M阵, 成为两个输出[z1 z2 ]T, 如图2所
示. 系统的范数指标为

‖Tzw‖∞ = γ, (6)

式中Tzw是[w1 w2 ]T到[z1 z2 ]T的传递函数阵. γ的

逆,即γ−1代表了回路成形系统的稳定裕度.稳定裕
度反映了设计的鲁棒性, 对回路成形来说, 如果γ

值不大于4∼5, 就认为此回路成形的设计具有鲁棒
性[1, 5].

图 2 H∞设计时的系统
Fig. 2 System for H∞ design

鲁棒(稳定)性对任何控制系统的设计都是要求
的,因为数学模型不可能与实际对象完全一致,任何
设计都应该允许对象有一定的摄动,否则这个设计
是不能用的. 在经典理论时期,这种鲁棒性反映为幅
值裕度和相位裕度.随着认识的深入,还要求一个设
计对未建模动态具有鲁棒稳定性. 在H∞设计中,这
个鲁棒稳定性的条件是

‖W2T‖∞ 6 1, (7)

式中: W2是乘性不确定性的界函数(权函数), T是系

统的闭环传递函数.
但是乘性不确定性有一定的局限性. 例如,对于

弱阻尼系统来说,如果谐振模态的频率ω0有摄动,就
无法用乘性不确定性的界来进行限定[1]. 另外,乘性
不确定性也不适用于不稳定的摄动,为此提出了可
以描述更大一类不确定性的互质因子摄动(图1)[1–2].
互质因子摄动既可概括未建模动态, 也可以概括参
数不确定性. 互质因子不确定系统可等价变换为图2
的形式. 图2对应的不确定性已是一个2入2出的4块
结构,更具普遍性[8]. 设用∆LS表示这个2入2出的不
确定性,则可将图2进一步简化成图3. 图3表明, H∞
回路成形设计除高低频段的成形要求外, 就是一个
单一的鲁棒稳定性问题, 是互质因子摄动∆LS下的

鲁棒稳定性问题. 文献 [8]将这4块不确定性系统的
‖Tzw‖−1

∞ = γ−1定义为稳定裕度(stability margin).
H∞范数在一般的H∞设计中都是一种性能指标,不
过在H∞回路成形设计中这却是一个鲁棒稳定性的
指标.这个概念对正确认识回路成形法很是重要.

图 3 H∞回路成形的结构图
Fig. 3 Schematic diagram of the H∞ loop shaping design

注意到互质因子摄动可以包含谐振模态的参数

摄动等一大类摄动[1], 当用回路成形法设计时只要
稳定裕度(γ−1)满足要求,系统对谐振模态的摄动也
是鲁棒稳定的. 所以从理论上讲,回路成形法设计时
没有必要再将谐振模态的参数摄动单独列出来, 另
外再加一个µ综合.不过从另一方面来说,如果将影
响鲁棒稳定性的最大因素单独列出来, 在回路成形
法中加进µ综合[5],能否得到一个更好的设计?见下
一节的分析.

3 µ综综综合合合(µ-synthesis)
µ综合是用来处理鲁棒性能(robust performance)

的设计问题的. 假设系统的性能是用灵敏度S来表

示的, S = (I + GK)−1,则在H∞设计中就是对其加
权的范数小于1来进行求解,即‖W1S‖∞<1. 如果对
象有摄动,就要求‖W1S∆‖∞<1,这就是鲁棒性能问
题.式中S∆为摄动后系统的灵敏度函数. 图4是一般
情况下的鲁棒性能问题的框图,图中的M是已包含

有控制器K的系统.设

M =

[
M11 M12

M21 M22

]
, (8)
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其中: M11是系统中与不确定性块∆相连的部分,如
果M11与∆所构成的回路是稳定的,则就称这个系统
是鲁棒稳定的; 式中M22是没有摄动时的名义系统

的性能传递函数, 例如, 可以是加权的灵敏度W1S.
M与∆所构成的上线性分式变换式为

Fu(M, ∆)=M22+M21∆(I−M11∆)−1M12, (9)

式(9)是含有不确定性∆的表示系统性能的传递函

数. 鲁棒性能问题就是要求其范数指标

‖Fu(M, ∆)‖∞ < 1.

这个性能要求可以用一个摄动块∆P来表示(图4虚
线所示), σ̄(∆P) 6 1. 将摄动块归并到一起,图4就可
整理成图5的形式,并定义新的摄动块为

∆̃ = diag{∆,∆P}. (10)

图 4 鲁棒性能问题的框图
Fig. 4 Block diagram of the robust performance problem

图 5 鲁棒性能问题中的∆̃

Fig. 5 ∆̃ in the robust performance problem

现在这个摄动块是一种块对角的结构,这样的不
确定性称为结构不确定性(structured uncertainty). 结
构不确定性的系统(图5), 如果仍采用H∞范数条件
‖M‖∞ < 1作为鲁棒稳定性条件就有了保守性. 为
此需要定义一个新的函数来代替奇异值函数σ̄(M),
这就是结构奇异值µ(M)[3–4],下面是结构奇异值理
论中的一个主要定理,因为这已经是一个定型的定
理,所以不再给出证明.

定定定理理理 1 鲁棒性能定理[4, 6–7].

Fu(M, ∆)稳定,且‖Fu(M, ∆)‖∞ < 1, σ̄(∆) 61
的充要条件是

‖µ(M)‖∞ < 1, (11)

式中

‖µ(M)‖∞ := sup
ω

µ[M(jω)]. (12)

根据定理1, 一般是用µ综合法来求解这个鲁棒

性能问题的式(11). µ计算中用的是µ的上界

µ(M) 6 inf
D

σ̄[DMD−1]. (13)

式(13)表明, 如果求得标定阵D后, 这个奇异值σ̄的

问题就可采用常规的H∞优化解的算法来求得控制
器K. 这种D–K迭代算法就称为µ综合[3, 7, 9].

当采用H∞回路成形法时,回路成形中的性能,即
范数指标‖Tzw‖−1

∞ 表示的是一种稳定裕度.所以在回
路成形中加进µ综合, 只是多考虑了一个参数摄动
后的稳定裕度. 现在来具体说明H∞回路成形中加
进µ综合的问题. 文献 [5]所研究的问题中有弱阻尼
谐振模态频率ω0的摄动,这是参数不确定性问题,所
以提出在回路成形设计中再加上这个参数不确定

性. 图6所示就是相应的框图, 图中∆表示这里的谐

振模态的参数摄动.图6中M中的(2, 2)块M22就是回

路成形设计中输入到输出的传递函数Tzw,而∆LS就

是回路成形中的互质摄动(见图3). 不过因为µ综合

中各摄动块的范数都是1(见定理1),对∆LS作归一化

处理后,就要在回路成形的通道中乘上γ−1I .

图 6 回路成形加µ综合的设计框图

Fig. 6 Block diagram of the H∞ loop shaping design plus

µ-synthesis

这里对加进µ综合问题的讨论思路是,先不考虑
参数摄动, 按常规的H∞回路成形设计得一控制器
K1, 相应的稳定裕度为γ−1

1 . 将这个控制器K1闭环

后分析该系统实际上可允许的参数变化范围,设为
|∆1|. 然后以这个|∆1|作为给定摄动的大小,采用回
路成形加µ综合来进行设计.具体做法是调整图6中
的γ值, 使最终的µ(M) → 1(见定理1), 设这时对应
的γ为γ2,所得的控制器为K2. 这个鲁棒性能问题肯
定是有解的,而且现在处理的是摄动后的性能,当然
要比上面名义系统的性能(γ−1

1 )要差一些, 即γ−1
2 <

γ−1
1 (虽然差别不是太大).现在的问题是,加上µ综合
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后能否使允许的摄动范围|∆| > |∆1|? 答案是否定
的. 因为即使是鲁棒性能问题(图6),当∆ = 0时则是
名义系统,而原来的∆1本是名义系统所能做到的最

大值.

综上所述可以看到,当有参数摄动时, H∞回路成
形设计中也没有必要再要将µ综合结合进来. 常规
的回路成形设计所允许的参数摄动大小是回路成形

法所能做到的最大值,即使加上µ综合也不可能再扩

大其(允许的)摄动范围.

4 算算算例例例(Design example)
这里结合回路成形中的一个典型例子[1]来进行

说明. 例题的背景是卫星的姿态控制.设本例中有一
刚性模态和一个挠性模态,其状态空间方程为{

P0 : ẋ = A0x + B0u,

y = C0x,
(14)

式中: u是控制力矩(N ·m), y是滚转角(rad),相应的
状态阵为

A0 =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −ω2 −2ζω


 ,

BT
0 = [0 1.7319×10−5 0 3.7859×10−4 ],

C0 = [1 0 1 0],

其中挠性模态的频率ω0 = 1.539 rad/s,阻尼比ζ =
0.003. 如果挠性模态的频率有摄动,则其状态阵为

A=




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 − [ω0(1+wδδ)]

2−2ζω0(1+wδδ)


=

A0 +




0
0
0
1


 δ

[
0 0 −2ω2

0wδ −2ζω0wδ

]
=

A0 + B1∆C1, (15)

式中wδ为摄动的权系数. 如果摄动为8%, 则wδ =
0.08, 而δ则是不确定性部分, |δ| 6 1. 式(15)的第2
个等号是忽略了展开式中的二次微小量而得到的.

图7是回路成形设计时的系统框图. 图中P0是名

义对象(见式(14)), P0+∆P的状态阵是与式(15)相对
应的. Wc是为了使系统高低频段特性满足指定(开
环)回路特性而加的权函数. Gs = P0Wc称为成形对

象, 是H∞回路成形设计时的广义对象. 图中K∞是

回路成形设计所得的H∞控制器. 最终的控制器K1

= WcK∞. 本例中取

Wc = 10000
s + 0.4

s
. (16)

图 7 回路成形设计时的系统

Fig. 7 System in the loop shaping design

这里分两种情形来进行设计.第一种情形是只采
用名义对象的特性P0(见式(14))来进行回路成形设
计,设计后再来分析允许的ω0的摄动范围,设为|∆1|.
第2种情形是设指定的摄动范围|∆| = |∆1|, 按图7
的回路成形加µ综合来进行设计,并进行比较.

第1种名义系统的H∞回路成形设计是一种常规
的H∞优化设计, 得到从[w1 w2 ]T到[z1 z2 ]T的传递
函数阵Tzw的H∞范数为

‖Tzw‖∞ = γ1 = 2.4817

这里γ1 < 4, 满足回路成形对γ值范围的要求, 说明
这个系统具有成形所要求的(开环)回路特性, 且具
有鲁棒稳定性. 设用K1来表示这第一种设计所得的

控制器:

K1 = WcK∞ =
22707(s + 0.4)(s2 + 0.2795s + 0.04545)(s2 + 0.1797s + 1.041)

s(s + 4.417)(s + 0.4048)(s2 − 0.08855s + 0.1365)
.

图8所示为控制器的幅频特性.

现在来分析此名义系统回路成形设计后的鲁

棒性, 即允许的ω0的摄动范围. 分析的框图如图6
和图7所示,根据小增益定理要求σ̄(M11) < 1. 图9
所示是式(15)中当摄动权系数wδ = 0.08时所得的
传递函数M11的奇异值Bode图, 其最大值0.986 <

1. 说明所设计的系统当谐振频率ω0摄动±8%时仍

是稳定的.

图10是阶跃扰动0.3 N·m下系统的响应.图10中
曲线1是名义系统的响应,曲线2对应ω0正摄动8%,
ω0 + ∆ω = 1.62 rad/s,而曲线3对应ω0负摄动8%,
ω0 − ∆ω = 1.416 rad/s. 本例中摄动后的系统仍
是稳定的. 因为小增益定理并不包含相位信息,实
际系统在ω0 + ∆ω = 1.76 rad/s和ω0 − ∆ω =
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1.05 rad/s时才出现等幅振荡.

图 8 控制器Bode图

Fig. 8 Bode plots of the Controller

图 9 M11的最大奇异值图

Fig. 9 Maximum singular value plot of M11

图 10 系统在阶跃扰动下的响应

Fig. 10 Responses of the system under step disturbance

第2个设计就是回路成形加µ综合的设计. µ综

合中需要将不确定性∆LS进行归一化处理,所以在
信号通道上要乘以γ−1I(见图6). 本例中将第一种
设计中所得的允许摄动∆ω/ω0 = 8%作为设计的
给定值, 即取式(15)中的wδ = 0.08, 并取图6信号
通道中的衰减倍数

γ−1 = γ−1
1 = 1/2.4817.

根据这套数据,采用D–K迭代算法[9]进行µ综合的

结果是µmax = 1.231 > 1, 不满足定理1的结构奇
异值小于1的要求. 为此修改图6中的衰减倍数

γ−1 = γ−1
2 = 0.3,

再次进行D–K迭代, 得µmax = 0.98 < 1. 设计所
得的控制器为

K2 = WcKµ =
−31075(s + 0.4)(s2 + 0.2573s + 0.03278)(s2 + 0.3155s + 1.407)

s(s + 4.97)(s + 0.4055)(s2 − 0.3247s + 0.2211)
.

图8中同时绘有此控制器的幅频特性. 比较K1

和K2可以看到,二者并无实质性差别.系统在阶跃
扰动下的响应特性也与图10相似(图略).这个µ综

合是在摄动wδ = 0.08下设计的, 其结果是γ−1
2 =

0.3 < γ−1
1 . 可见将ω0的摄动考虑进来时,稳定裕

度会有所下降. 如果扩大摄动的范围(例如wδ >

0.08),那么图6中的γ−1还要减小,即系统的稳定裕
度还要降下来. 这个例子说明,标称对象下的稳定
裕度是一个值,如果将模态摄动(∆ω0)包括进来考
虑,那么稳定裕度就要减小,这是很自然的. µ综合

可以用来计算这个减小的稳定裕度.这就是µ综合

在设计中所起的作用, 而H∞回路成形加µ综合并

没有改变回路成形所得出的允许摄动的范围.

5 结结结论论论(Conclusion)
互质因子摄动可以概括包括谐振模态在内的

参数摄动和未建模动态. H∞回路成形法处理的就
是系统对这类摄动的鲁棒稳定性问题. H∞回路成

形中的设计指标就是这种鲁棒稳定性问题中的稳

定裕度. µ综合只是用来处理系统的鲁棒性能,而
µ综合中鲁棒性能的“性能”,在回路成形法中就
是指稳定裕度.所以回路成形加进µ综合后只是对

稳定裕度的值有影响, 并不能改善允许摄动的范
围.由此可见,当用H∞回路成形法设计时,除未建
模动态外,即使另有参数摄动,也没有必要在回路
成形法中再加µ综合.因为回路成形法如果按规定
的γ来设计,对所有的这些摄动均具有鲁棒性. 这
就是本文想要给出的结论.
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