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摘要:本文针对一类可由抛物型偏微分方程描述的分布参数系统,研究了一种基于输入输出数据的建模与控制
方法. 首先利用Karhunen-Loève(K-L)分解提取系统的一组主导空间基函数,并以此对系统输出进行时空分解,随后
由时空分解得到的时间系数部分以及系统激励构成输入输出信息,利用最小二乘法辨识出时域ARX模型,最后针
对该模型设计了广义预测控制器. 仿真结果表明,上述控制方法能够对分布参数系统取得良好的控制效果.
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Time-space ARX modeling and predictive control for
distributed parameter system
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Abstract: For a class of distributed parameter systems described by parabolic partial differential equations (PDEs),
we investigate their modeling and control by using the input-output data. Based on the characteristics of parabolic PDEs,
the Karhunen-Loève (K-L) decomposition method is applied to extract the dominant spatial basis functions of the system,
which is in turn employed for executing the time-space decomposition. After the time-space decomposition, a temporal
auto-regresive model with external input (ARX) model is identified by using the temporal coefficients obtained from the
decomposition along with the excitation input signal. A generalized predictive controller is developed based on this ARX
model. Simulation results show that this control method results in desirable performances for a distributed parameter
system.

Key words: distributed parameter system; time-space decomposition; ARX model; general predictive control; least-
squares identification

1 引引引言言言(Introduction)
对于实际中广泛存在的分布参数系统(distribut-

ed parameter system, DPS), 由于其自身的无穷维特
性以及时空分布特性, 在使用传统方法对其进行控
制时面临一系列的困难[1, 2]. 此类对象的机理模型
一般为偏微分方程形式, 无法直接利用集中参数系
统的控制器设计方法对其进行控制器设计. 为此,
文献 [3]利用空间离散化方法将偏微分方程转化成
一组常微分方程进而设计控制器, 但为了保证模型
的精度,通常会伴随一个维数非常高的常微分方程
模型, 这将直接导致控制器设计困难并且维数过高
而难以实现. 文献 [4∼12]基于各种正交分解(proper
orthogonal decomposition, POD)的方法, 将时空分布
的变量表示成一系列空间基函数与时间系数的线性

组合, 并随即利用带权流形方法(weighted manifold
method)或Galerkin投影等方法对原偏微分方程模型

进行降维处理,化无穷维系统为有限低维模型,并基
于低维模型设计控制器. 但此类方法在进行模型降
维处理时必须首先获取原分布参数系统完整的偏微

分方程模型, 然而在许多实际的工业过程控制问题
中,获取对象精确的偏微分方程描述是非常困难的.
文献 [13]定义了多维分段广义正交多项式算子并应
用于一类非线性分布参数系统的参数辨识, 但该方
法仍需要对系统结构的先验知识.

文献 [14, 15]讨论了一种基于输入输出数据的黑
箱建模方法, 利用K-L(Karhunen-Loève)分解结合最
小二乘及奇异值分解等方法建立分布参数系统的

时空Hammerstain模型,但并未就该系统的控制器设
计进行研究.本文将借鉴该方法中时空分解的思想
对分布参数系统进行时空ARX建模并设计预测控
制器. 首先通过K-L分解对时空分布的系统输出进
行时空分解, 随后基于所获得的时间系数部分以
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及激励信号辨识出时域ARX模型,并在此模型基础
上设计广义预测控制器. 与Hammerstein模型相比,
ARX模型形式更简单,并且能与广义预测控制框架
更好地融合.仿真结果表明,本文所设计的基于时空
分解的预测控制方法能够对分布参数系统取得良好

的控制效果.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
本文考虑的被控对象为任意可由抛物型偏微分

方程描述的分布参数系统.假定系统的输入是u(t),
通过分布在空间上的数个执行机构作用于系统上.
y(x, t)和yp(x, t)分别是系统的实际输出以及输出期
望值,其中: t是时间变量, x是空间变量. 本文研究的
主要问题为如何对时空分布的输出y(x, t)进行时空
分解, 并在此基础上对分布参数系统进行建模及设
计预测控制器. 为此,首先通过K-L分解方法从大量
的系统输出采样中提取系统的主导模态, 在本文所
考虑的问题中即表现为获取分布参数系统的一组主

导空间基函数ϕ(x). 随后基于空间基函数以及各时
刻在空间一些点上的输出采样(snapshots)对系统的
输出进行时空分解, 获得与空间信息无关的时间系
数部分y(t). 根据u(t)及y(t), 利用传统的系统辨识
方法,如递推最小二乘辨识算法等,即可辨识出一个
不包含空间信息的时域ARX模型. 在控制器设计中,
将以该ARX模型为预测模型设计广义预测控制器,
求解出控制律u(t)并通过空间分布的执行机构作用
于原分布参数系统上,系统结构如图1所示.

图 1 分布参数系统的时空ARX建模及预测控制结构框图
Fig. 1 Structrue diagram of time-space ARX modeling and

predictive control for distributed parameter system

从图1可以看到,系统主要包括K-L分解、模型辨
识及控制器设计3部分. 下文将对这3部分内容分别
进行讨论.

3 时时时空空空分分分解解解及及及ARX模模模型型型辨辨辨识识识(Time-space de-
composition and ARX model identification)

3.1 时时时空空空分分分解解解(Time-space decomposition)
在所有利用线性基函数展开进行时空分解的方

法中, K-L分解方法通常可以获得一个维数较低的
模型. 换言之,如果给定了基函数的个数,那么在平
均意义上, 通过K-L方法所获得的基函数能够最大
程度地反映系统的能量[16]. 因此本节讨论如何利
用K-L分解对分布参数系统进行时空分解[14]. 首先,

假定系统的输出为{y(xi, t)}N,L
i=1,t=1, 其中t = 1, 2,

· · · , L表示输出在时间上的L个离散点进行采样,而
i = 1, 2, · · · , N表示在空间上的N个点放置传感器

进行输出检测. 假定空间基函数为{ϕi(x)}∞i=1,时间
系数为{yi(t)}∞i=1,则输出y(x, t)可展开成如下形式:

y(x, t) =
∞∑

i=1

ϕi(x)yi(t). (1)

在实际应用时, 一般可将其展开成近似的有限项形
式,即

yn(x, t) =
n∑

i=1

ϕi(x)yi(t), (2)

其中n的选取以该组空间基函数能否反映系统绝大

部分的能量为准.由于空间基函数的单位正交特性,
即

(ϕi(x), ϕj(x)) =
w

Ω
ϕi(x)ϕj(x)dx =

{
0, i 6= j,

1, i = j.

(3)

因此只要求出空间基函数, 就能方便地解出相应的
时间系数

yi(t) = (ϕi(x), y(x, t)), i = 1, · · · , n, (4)

其中(f(x), g(x)) =
w

Ω
f(x)g(x)dx为内积的定义.

为了求得主导空间基函数,可以形成下述优化问题:



min
ϕi(x)

〈‖y(x, t)− yn(x, t)‖2〉,

s.t. (ϕi, ϕi) = 1, ϕi ∈ L2(Ω), i = 1, · · · , n,
(5)

上式中: ‖f(x)‖ = (f(x), f(x)) 1
2 和 〈f(x, t)〉 =

1
L

L∑
t=1

f(x, t)分别为范数及集合平均值的定义. 针

对该优化问题,存在一个极值必要条件如下:



w
Ω

R(x, ζ)ϕi(ζ)dζ = λiϕi(x),

(ϕi, ϕi) = 1, i = 1, · · · , n,
(6)

其中R(x, ζ) = 〈y(x, t)y(ζ, t)〉为空间上两点的相关
函数. 至此,求解前述优化问题即转化为求上述积分
方程的解.

注注注 1 由于求解上述积分方程比较复杂, 当系统输
出采样值中的时间节点数L小于空间节点数N时, 可以
利用“snapshots”的方法求解式(6)所述的积分方程以减
少计算量[17]. 首先假定空间基函数ϕi(x)可表示为一系

列snapshots的线性组合(snapshots意即在某一采样时刻,分
布在空间各点上的输出采样值,例如y(x, 3), x = 1, 2, · · · ,

N就表示在采样时刻t = 3时的一个snapshot):

ϕi(x) =
LP

t=1
γity(x, t). (7)

将式(7)代入到式(6),可得如下方程:
w

Ω

1

L

LP
t=1

y(x, t)y(ζ, t)
LP

k=1
γiky(ζ, k)dζ =

λi

LP
t=1

γity(x, t). (8)
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定义Ctk =
1

L

w
Ω

y(ζ, t)y(ζ, k)dζ, 即可将上述方程转化为

一个特征值求解问题:
Cγi = λiγi, (9)

其中γi = [γi1 · · · γiL]T为第i个特征向量,将其结果代入到

式(7)即可求得空间基函数. 由于矩阵C是对称半正定的,因

此由式(9)求得的特征值所构成的ϕi(x)是正交的,对其进行

标准化处理后即可获得空间基函数ϕi(x).

注注注 2 对于空间基函数展开的个数n而言,其数量越

多,所能反映的系统能量也越多,但同时也会使得基于时空

分解得到的ARX模型阶数增加. 文献[14]指出,当由式(9)求

得的前n个特征值
nP

i=1
λi占所有特征值之和

LP
j=1

λj的百分比

大于99%或99.9%时,可认为该组空间基函数已经能够反映

出系统绝大部分的能量. 下文将结合仿真来说明,只要选取

合适的空间基函数数量n,就可达到令人满意的建模精度.

3.2 基基基于于于时时时空空空分分分解解解的的的ARX模模模型型型辨辨辨识识识(ARX model
identification based on time-space decomposi-
tion)

ARX模型能够根据过去时刻的输出及将来时刻
的输入预测将来时刻输出,因此被广泛应用于模型
预测控制算法中[18]. 多变量ARX模型可以由下式表
述: 




y(t) = A(q−1)y(t) + B(q−1)u(t),

A(q−1) = A1q
−1 + · · ·+ Anyq

−ny ,

B(q−1) = B1q
−1 + · · ·+ Bnuq

−nu ,

(10)

式中: y(t) = [y1(t) y2(t) · · · yny(t)]T, u(t) =
[u1(t) u2(t) · · · unu(t)]T, q−1是后移算子, 表示后
退一个采样周期的相应的量, A, B都是q−1的矩阵多

项式, 其中矩阵多项式B(q−1)的若干首项元素B1,

B2, · · ·可以是零,以表示对象相应的时滞数. 上述模
型可以改写成线性回归形式如下:



y(t) = Θ Φ(t),

Θ = [A1 · · · Any B1 · · · Bnu ] ∈ Rn×(nny+mnu),

Φ(t) = [y(t− 1)T · · · y(t− ny)T

u(t− 1)T · · · u(t− nu)T]T.

(11)

根据上述线性回归模型, 利用如下递推最小二乘算
法即可对模型参数Θ进行在线辨识:




Θ̂(t) = Θ̂(t− 1)+

K(t)[y(t)− ΦT(t)Θ̂(t− 1)],

K(t) = P (t− 1)Φ(t)·
[ΦT(t)P (t− 1)Φ(t) + µ]−1,

P (t) =
1
µ

[I −K(t)ΦT(t)]P (t− 1),

(12)

其中: 0 < µ < 1为遗忘因子, K(t)为权矩阵, P (t)为
正定的协方差矩阵. 得到了时域ARX模型后,只需将

模型输出ŷi(t)与上一节中获得的空间基函数ϕi(x)
进行时空综合即可得到分布参数系统时空ARX模型
的输出,从而构成完整的时空ARX模型如下式所示:




ŷ(t) =
ny∑
i=1

Âiŷ(t− i) +
nu∑
j=1

B̂ju(t− j),

ŷn(x, t) =
n∑

i=1

ϕi(x)ŷi(t).
(13)

4 基基基于于于时时时空空空分分分解解解的的的分分分布布布参参参数数数系系系统统统广广广义义义预预预

测测测控控控制制制(Generalized predictive control for
distributed parameter system based on time-
space decomposition)
本章将以时空ARX模型的时域部分为基础设计

预测控制器,并用其对原分布参数系统进行控制,使
得系统能够在闭环下取得良好的控制效果.由于预
测模型采用的是与空间信息无关的时域ARX模型,
因此可以采用传统的多变量广义预测控制算法进

行设计[19∼21]. 利用模型(13)可以得到在j步后的输

出y(t + j)的预测值:

ŷ(t + j|t) = EjB∆u(t + j − 1) + Fjy(t), (14)

其中Ej和Fj为满足下述丢番图方程的矩阵多项式:

I = Ej(q−1)A∆ + q−jFj(q−1), (15)

式中: q−1为后移算子,表示后退一个采样周期的相
应的量, ∆ = 1 − q−1为差分算子. 根据预测模型得
到输出预测值ŷ(t + j|t)后即可将其代入如下优化性
能指标中进行最优控制律的计算:

min
ũ

N2∑
j=N1

‖y(t + j)− yp(t + j)‖2

R
+

NU∑
j=1

‖∆u(t + j − 1)‖2

Q, (16)

其中: [∆u(t) · · · ∆u(t + NU − 1)]T为在t时刻计

算得到的未来NU步的控制序列, NU为控制时域;
y(t + j)和yp(t + j)分别为输出预测值及输出期望
值, N1和N2分别为优化时域的始值与终值; R和Q为

正定的权系数矩阵. 在无输入输出约束的情况下,利
用极值必要条件即可求得上述优化问题的解:

ũ = (GTG + λI)−1GT(yp − f), (17)

其中矩阵G及向量f的定义可参考文献 [13]. 即时最
优控制量可由下式给出:

u(t) = u(t− 1) + gT(yp − f), (18)

其中gT是(GTG + λI)−1GT的第1行.

注注注 3 为了对分布参数系统时空分布的输出进行控

制,给定的输出期望值yp(x, t)也应该是一系列时空分布的

值,然而在针对时域ARX模型设计预测控制器时所需的输

出期望值是yp(t)而不是yp(x, t). 因此需要首先采用第3章

中由K-L分解所得到的一组空间基函数对yp(x, t)进行时空
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分解以获取yp(t).

综合上述章节中所讨论的建模及控制方法,对分
布参数系统进行时空分解及预测控制器设计的主要

步骤可归纳如下:

Step 1 对被控系统施加适当的激励,将采样得
到的输出{y(xi, t)}N,L

i=1,t=1作为snapshots, 通过式(7)
∼(9)及式(4)求解出空间基函数{ϕi(x)}n

i=1和时间系

数{y(t)}L
t=1.

Step 2 根据输出期望值yp(x, t)及空间基函
数{ϕi(x)}n

i=1, 由式(4)计算出期望值的时间系数部
分yp(t).

Step 3 在每一时刻,根据最新的输入数据u(t)
以及输出数据y(x, t)经过时空分解得到的时域部分
y(t),利用算法(12)估计ARX模型参数,并利用式(18)
计算出最优控制量施加于系统上. 重复执行Step 3以
实现实时控制.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
5.1 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑一个化工中常见的催化反应过程[22], 催化

棒一般置于管式反应器中, 反应物A从反应器的一

端进入反应器中发生零阶催化放热反应, 并生成B

物质一同从反应器的另一端排出,如图2所示. 由于
反应过程需要放热, 为保证反应器内的温度恒定就
需要从外界向反应器提供制冷物质. 因此控制目标
为:调节制冷物质的温度,使得反应器内分布在各个
空间位置上的温度能够在闭环下恒定.

图 2 催化棒

Fig. 2 Catalytic rod

在一定的假设条件下,该反应过程可以用如下抛
物型偏微分方程及边界条件来描述[22]:

∂y(x, t)
∂t

=
∂y(x, t)

∂x2
+ βT(e−

γ
1+y − e−γ) +

βu(bT(x)u(t)− y(x, t)), (19)

其中: 初值条件为y(x, 0) = y0(x), 边值条件为
y(0, t) = 0, y(X, t) = 0. 式中y(x, t), u(t), b(x),
βT, βu, γ和X分别代表反应器内的温度、制冷物质

的温度、执行器在空间上的分布函数、反应热量、热

传导系数、活化能以及反应器长度.

假设存在4个执行器u(t) = [u1(t) · · · u4(t)]T,
并等间隔地分布在反应器上, 分布函数为b(x) =

[b1(x) · · · b4(x)]T, bi(x) = H(x − (i− 1)π
4

) −

H(x− iπ

4
),其中H为单位阶跃函数.

5.2 时时时空空空ARX建建建模模模(Time-space ARX modeling)
首先对时空分解及ARX模型辨识部分进行仿真

验证. 通过执行机构对系统进行输入激励,以获取系
统输出的snapshots. 参照文献 [14],选择激励信号为

ui(t) = 1.1 + 5 sin(
t

10
+

i

10
)(i = 1, 2, 3, 4)对系统

进行激励. 对象的各项主要参数以及仿真参数取值
如表1所示.

表 1 对象及仿真参数取值
Table 1 Parameter values for plant and simulation

参数 βT βu γ y0(x) T X

取值 16 2 2 0.5 2 3

为了获取系统响应的真实值,仿真采用有限差分
法来求解式(19)所示的偏微分方程, 获得的数值解
将用来近似系统的真实解. 经有限差分法求得的系
统开环响应如图3所示.

图 3 系统开环响应的有限差分法求解结果

Fig. 3 Open-loop response solved by finite difference

对系统响应按照一定的频率进行采样以获取

snapshots. 在3.1节中指出,利用snapshots方法对系统
进行时空分解需要满足的条件是输出采样值中的时

间节点数小于空间节点数, 因此本文选取时间节点
数L为100,空间节点数N为120. 为了对空间基函数
n取不同个数的情况下的建模结果进行比较,定义下
列均方根误差(RMSE)指标:

RMSE = (

w ∑
e(x, t)2dx

w
dx

∑
∆t

)
1
2 . (20)

以下取空间基函数个数n分别为1, 2, 3, 4,对系统进
行建模. ARX模型中的模型阶数ny, nu分别选为3和
4,也即模型形式为

y(t)= (A1q
−1+ A2q

−2+ A3q
−3)y(t) + (B1q

−1+

B2q
−2 + B3q

−3 + B4q
−4)u(t), (21)

其中A1, A2, A3, B1, B2, B3和B4为待辨识参数. 获
得ARX模型后,将其与空间基函数进行时空综合,即
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可获得完整的时空ARX模型. 表2列出了n取不同值

时的RMSE.

表 2 空间基函数数量n取不同值时的RMSE
Table 2 RMSE for different number of spatial basis

funtion

n 1 2 3 4

RMSE 2.2820 0.7396 0.0886 0.0819

从仿真结果可以看到,当空间基函数数量n取得

较小时(1和2), 建模误差比较大. 当n取3时, 就能够
获得较好的建模精度.此时再增大n的值对建模精度

的提升效果就不再明显. 因此本文在建模精度以及
模型复杂度之间进行折中,选取n = 3对系统进行建
模与控制. n = 3时的模型输出及建模误差分别如
图4、图5所示.

图 4 时空ARX模型输出(n = 3)

Fig. 4 Spatial-temporal ARX model output(n = 3)

图 5 时空ARX模型误差(n = 3)

Fig. 5 Spatial-temporal ARX model error(n = 3)

从上述仿真结果可以看到, 时空ARX模型的输
出与通过有限差分法获得的模型输出相比,在整个
空间分布上均能获得较小的建模误差, 表明了基于
时空分解的ARX建模方法能够有效地对分布参数系
统进行建模.

5.3 基基基于于于时时时空空空分分分解解解的的的广广广义义义预预预测测测控控控制制制(Generalized
predictive control based on time-space decom-
position)
在获得系统的时空ARX模型后,即可利用第4章

所述的方法进行控制器的设计.在广义预测控制算
法中选取预测时域N2和控制时域NU为3,优化性能
指标中控制量的权重系数λ为0.8. 引入控制器构成
闭环后, 系统的闭环响应及时空分布的控制量分别
如图6、图7所示. 从仿真结果可以看到,基于时空分
解的广义预测控制算法能够有效地实现对反应器内

温度分布的控制.

图 6 分布参数系统闭环响应

Fig. 6 Closed-loop response of DPS

图 7 控制量的时空分布

Fig. 7 Spatial-temporal distribution of manipulated input

6 结结结论论论(Conclusion)
本文给出了一类可由抛物型偏微分方程描述的

分布参数系统进行建模及控制的方法. 首先根据系
统特性, 通过K-L分解提取出系统的主导空间基函
数并以此对系统输出进行时空分解,随后基于K-L分
解所获得的时间系数部分以及激励信号,辨识出一
个时域ARX模型,并基于该模型设计广义预测控制
器. 本文的方法不需要事先获得对象精确的偏微分
方程描述,减小了对于先验知识的依赖性,并且具有
计算量小、便于实施等特点. 对催化反应过程的仿
真实验表明该方法能有效地对分布参数系统进行建

模与控制.
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