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摘要:针对信息受限的条件,研究了一类连续混沌系统的同步问题.通过一个有限容量的信道,将具有混沌形式
的驱动系统和基于观测器的响应系统连接. 在这种情况下,设计了有效的量化方法使得同步误差关于传输误差是
输入状态稳定(ISS),同时保证传输误差是指数衰减的. 从而使得混沌同步误差在信道容量有限条件下渐近趋于零.
最后通过数值例子说明了本文方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates synchronization for a class of continuous chaotic systems with information constraints.
A general chaotic master system and its observer-based response system are connected through a limited-capacity commu-
nication channel. A proper quantization scheme is designed such that the synchronization error caused by the transmission
error is input-to-state stable (ISS). Meanwhile, the transmission error decays to zero exponentially. This indicates that
the synchronization error converges to zero asymptotically in a communication channel of limited capacity. A simulation
example is presented to show the effectiveness of the proposed approach.

Key words: observer; quantization; matrix inequality; chaotic synchronization; input-to-state stability

1 引引引言言言(Introduction)
混沌系统作为一类特殊的确定性非线性系统,由

于其轨道对初始条件的极端敏感性, 使得它在信息
处理中有着重要的地位. 当前一个重要的研究方向
是利用该性质实现混沌的加密通信, 要求通过混沌
控制产生出与给定混沌序列同步的混沌轨道. 因此,
混沌同步成为混沌控制中的重要组成部分. 混沌同
步还有许多其他重要的应用背景. 当不考虑信息受
限的情况,已取得了很多的研究成果[1–4],已有许多
方法. 信息通过网络传输标志着现代技术的进步.在
信息受限条件下研究混沌同步问题变得很有意义.

近年, Fradkov和Evans等学者研究了几类信息受
限条件下的混沌量化同步问题[5–7]. 作者假定具有
Lurie形式的驱动系统的单输出以固定采样周期通
过有限信道到达响应系统.结果表明,在信息受限条
件下同步误差只能是有界的. 除非信道容量无穷大,
否则, 不可能保证同步误差渐近趋于零. 文献 [8]也
研究了一类混沌系统在信息受限条件下的量化同步

问题,得到同步误差是指数衰减的,但文中的驱动系
统和响应系统完全相同.

能否设计一套算法使得在信息受限情况下,实现
混沌完全同步是本文的研究目标.本文研究一类结
构更为一般的基于观测器的混沌同步问题,设计了
一种不同的量化方式,使得在有限信道传输条件下,
就可以实现同步.方法的关键是在量化设计过程中,
编码器和解码器部分(见图1)分别复制了驱动系统.
通过这种方式, 可以获得实际状态与复制系统产生
的预测状态之间的差值,并在编码器中进行量化. 然
后,编码器通过传输信道将量化误差传送给解码器.
由于编码器和解码器中置入了相同的复制系统,它
们会引起同样的预测状态. 在这种情况下,在解码器
中,预测状态与量化误差相加便形成实际信号.由于
驱动系统是混沌系统,初值具有不可预见性,该方法
不仅有利于控制初值条件,实现混沌同步的关键环
节,另外还可以极大减少数码率的传输,从而间接达
到放宽带宽的限制.这些都是本文的特点.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑连续时间驱动系统

ẋ = f(x), x(t0) = x0. (1)

响应系统为

ẏ = f(y) + G(x− y), y(t0) = y0. (2)

其中: x, y ∈ Rn, G为状态观测器的增益矩阵. 设函
数f(x)满足Lipschitz条件, 即存在常数L > 0, 使得
对于任意x, y ∈ Rn,有

‖f(x)− f(y)‖6 L‖x− y‖. (3)

本文假定固定采样,即h = tk+1 − tk > 0为常数
(k ∈ N = {0, 1, 2, · · · }).
为了减少平均传输率的要求,在编码器和解码器

中分别添加驱动系统的复制系统

˙̂x(t) = f(x̂), x̂(t0) = x0 (4)

用来构造驱动系统的估计状态x̂∈Rn. 记e=x−x̂为

传输误差,则其量化误差为eq = q(e),其中q(·)是量
化函数. 记η = x − y为同步误差. 在每个采样时
刻tk,编码器和解码器中的状态x̂被更新为

x̂(tk) = x̂(t−k ) + q(e(t−k )) =

x̂(t−k ) + q(x(tk)− x̂(t−k )), (5)

其中“−”表示相应变量在tk处的左极限.本文要求
在信道容量有限的条件下, 通过设计合适的量化器
和增益矩阵G使得同步误差η关于传输误差e是输入

状态稳定(ISS).同时又保证传输误差e指数衰减. 从
而实现同步误差在有限信道条件下渐近趋于零的目

标.

图 1 信息受限下的混沌同步

Fig. 1 Chaotic synchronization under information constraints

3 量量量化化化器器器(Quantizer)
量化函数q : Rn → D是分段常值向量函数, 其

中D是Rn中的有限子集,即把Rn划分成有限个形如

{z ∈ Rn : q(z) = i, i ∈ D}的量化区域.具体地说,
存在M > ∆ > 0使得[10]

1) 如果‖z‖ 6 M ,那么‖q(z)− z‖ 6 ∆;

2) 如果‖z‖ > M ,那么‖q(z)‖ > M −∆.

注注注 1 条件1)显示当量化值非饱和时量化误差不超

过∆;条件2)给出检测饱和的方法. 本文假定在原点的某个

领域内q(z) = 0.

在上述量化规则的基础上,定义量化器如下:

qµ(z) = µq(
z

µ
), (6)

其中µ > 0为调焦变量,随着µ的增大或减小,量化范
围Mµ和量化误差∆µ也随着增大或减小,并在采样
时刻tk更新µ.

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
量化器的调焦规则定义为




µk+1 =

{
aoutµk, ak =aout,

ainµk, ak =ain,
k=0, 1, 2, · · · ,

ak =





aout, ‖qµk
(e(t−k ))‖ > loutµk,

ain, ‖qµk
(e(t−k ))‖ < linµk,

ak−1, ‖qµk
(e(t−k ))‖ ∈ [linµk, loutµk],

(7)

其中lout > lin > 0, aout和ain是根据设计需要而待

定的常数. 由量化器的调焦规则可知, ak仅取aout和

ain两个值,并且aout > 1, 0 < ain < 1. 前者说明在
采样时刻量化器已处于饱和阶段; 后者说明在采样
时刻量化器处于非饱和阶段.

注注注 2 设计的量化器为动态量化器,量化范围Mµk的

增大和减小完全由µk决定,而µk的更新规则是由ak−1决定

的. 假若系统处于饱和阶段,要使ak = aout转化为ak =ain,

则必须要使‖qµk (e(t−k ))‖ < linµk才能实现. 若系统处于非

饱和阶段, 则只有量化器达到饱和时, ak = ain才转化为

ak = aout.

由于驱动系统初值的不确定性,量化器会交替处
于饱和及非饱和阶段,根据调焦规则,量化器的运行
过程可以分为以下3种情况:

1) 始终处于非饱和阶段;

2) 从饱和阶段进入非饱和阶段;

3) 初始阶段进入非饱和阶段, 然后又返回到饱
和阶段,而最终进入非饱和阶段.

考虑传输误差e = x− x̂所满足的方程

ė(t) = f(x)− f(x̂), t ∈ [tk, tk+1), (8)

当t ∈ [tk, tk+1)时,有

e(t) = e(tk) +
w t

tk

(f(x(s))− f(x̂(s)))ds.

由Gronwall不等式[11]

‖e(t)‖6 ‖e(tk)‖e(Lh), t ∈ [tk, tk+1), (9)

根据式(5)−(6),式(9)又可写为

‖e(t)‖ 6 ‖e(tk)‖e(Lh) = ‖x(tk)− x̂(tk)‖e(Lh) =

‖e(t−k )− qµk
(e(t−k ))‖e(Lh). (10)
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当t → t−k+1时,可得

‖e(t−k+1)‖ 6 ‖e(t−k )− qµk
(e(t−k ))‖e(Lh). (11)

定义变量ξ−k =
e(t−k )
µk

,当轨道状态进入非饱和阶段

时,由式(11)可推出

‖ξ−k+1‖ 6 e(Lh)

ain

‖ξ−k − q(ξ−k )‖. (12)

由此可得如下引理:

引引引理理理 1 若(2+e(Lh))∆ < M成立,则存在a∗in ∈
(0, 1)使得对任意ain ∈ (a∗in, 1)有

(2 +
1

ain

e(Lh))∆ < M. (13)

证证证 令w = M − (2+ e(Lh))∆,则存在ε0 > 0,使
得w = ε0∆,即

(2 + e(Lh) + ε0)∆ = M.

取a∗in =
e(Lh)

e(Lh) + ε0

,则有

(2 +
1

a∗in
e(Lh))∆ = M,

因此,当ain ∈ (a∗in, 1)时,结论式(13)成立. 证毕.

引引引理理理 2 设M , ∆和ain满足引理1. 记B0 =M−
2∆,则当‖ξ0‖ < B0时,成立

‖ξ−k+1‖ 6 e(Lh)

ain

∆ < M, k > 0, (14)

‖qµk
(e(t−k ))‖ 6 (M −∆)µk, (15)

‖e(t)‖ 6 e(Lh)ak
in∆µ0, t ∈ [tk, tk+1). (16)

证证证 若‖ξ0‖ < B0,则量化器在初始时刻处于非
饱和阶段. 根据量化器的调焦规则(7)和式(12),可得
式(14)和(15)成立. 由此及调焦规则可知, 在初始时
刻以后的任意时间里量化器都处于非饱和阶段, 于
是式(16)成立. 证毕.

定定定理理理 1 对给定的h > 0, 选取M , ∆和ain满足

引理1;取lin = B0−∆ = M−3∆, lout > M−∆,以

及aout >
e(Lh)(2M − 3∆)

M − 3∆
, 则对任意k > 0, µk有

界,并且系统(8)指数稳定.

证证证 证明过程分3部分.

1) 如果初始条件使得量化器始终处于非饱和阶
段,则

‖e(t)‖ 6 ‖e(t−k+1)‖ 6
‖e(t−k )− qµk

(e(t−k ))‖e(Lh), (17)

µk+1 = ainµk, t ∈ [tk, tk+1), k > 0. (18)

由于‖z − qµk
(z)‖ 6 ∆µk,根据式(17)可知

‖e(t)‖ 6 e(Lh)ak
in∆µ0, t ∈ [tk, tk+1), k > 0.

由ain ∈ (0, 1),故系统(8)指数稳定.

2) 如果初始条件使得量化器处于饱和阶段,则

‖ξ−k+1‖6
e(Lh)

aout

‖ξ−k −q(ξ−k )‖<
e(Lh)

aout

(‖ξ−k ‖+M).

记ρ =
e(Lh)

aout

,由上面公式递推可得

‖ξ−k ‖ 6 ρk‖ξ0‖+ M(ρk + ρk−1 + · · ·+ ρ) 6

ρk‖ξ0‖+
Mρ

1− ρ
.

因为aout >
e(Lh)(2M − 3∆)

M − 3∆
, 故对任意的x0和µ0,

必存在k∗(‖x0‖, µ0)使得ξ−k∗ < lin = M − 3∆,此时,
量化器处于非饱和阶段. 由引理1和引理2可知,系统
在未来时刻将一直处于非饱和阶段. 于是,问题就转
化为第1)种情况. 对∀k > k∗,

‖e(t)‖6 e(Lh)ak−k∗
in ∆µk =

e(Lh)ak−k∗
in ak∗

out∆µ0, t ∈ [tk, tk+1)

成立,因此当初始阶段处于饱和阶段时,系统(8)仍然
指数稳定.

3) 如果初始阶段处于非饱和阶段, 但在有限时
间段内又跳回到饱和阶段, 那么这种情况可以先转
化为第2)种情况,然后再转化为第1)种情况,因此,系
统(9)还是指数稳定.

综上所述, 对任意的x0, 当t → ∞时, 传输误差
e(t)指数衰减. 证毕.

在上述量化规则下, 现在研究系统(1)和(2)的量
化同步问题.同步误差η满足

η̇ = f(x)− f(y)−G(x̂− y) =

−Gη + f(x)− f(y) + Ge(t). (19)

定定定理理理 2 选择增益矩阵G,使得−G为Hurwitz矩
阵. 若存在标量µ > 0, 正定矩阵P > 0使得下列矩
阵不等式

−GTP − PG + L2PTP + I + µP < 0 (20)

成立,则同步误差η关于传输误差e是ISS稳定.

证证证 若存在正定矩阵P 使得 (20)成立, 则选取
Lyapunov函数

V (η(t)) = ηT(t)Pη(t), (21)

V沿着系统(19)轨线的导数为

V̇ = ηT(−GTP − PG)η +

2ηTP (f(x)− f(y)) + 2ηTPGe(t). (22)

由于P > 0,所以存在正定矩阵Q使得P = QTQ,通
过式(22)计算可得

V̇ 6 −µV + 2
√

V
√

λmax(P )‖G‖‖e‖.
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根据比较引理,
√

V 6√
λmax(P )(exp(−µ

2
(t− t0))‖η0‖+

2
µ

(1−exp(−µ

2
(t−t0)))‖G‖ sup

t06τ6t

‖e(τ)‖),

进一步可推出

‖η‖ 6
√

λmax(P )
λmin(P )

(exp (−µ

2
(t− t0))‖η0‖+

2
µ

(1− exp (−µ

2
(t− t0)))‖G‖ sup

t06τ6t

‖e(τ)‖) 6
√

λmax(P )
λmin(P )

exp (−µ

2
(t− t0))‖η0‖+

2
µ

√
λmax(P )
λmin(P )

‖G‖ sup
t06τ6t

‖e(τ)‖. (23)

令

β(r, s) =

√
λmax(P )
λmin(P )

exp (−µ

2
s)r,

γ(s) =
2
µ

√
λmax(P )
λmin(P )

‖G‖s,

则(23)可被重写为

‖η‖ 6 β(‖η0‖, t− t0) + γ( sup
t06τ6t

‖e(τ)‖),

即同步误差η关于传输误差e是ISS稳定. 证毕.

注注注 3 当且仅当0<µ<µ∗时,不等式(20)有唯一解P ,

其中µ∗ = −2maxRe λi(−G).

注注注 4 由定理1可知, 传输误差e(t)指数衰减, 因此可

推出同步误差η(t)渐近趋于零. 另外,从本文的量化规则可

知信道容量是有限的,并不随着t →∞时趋于无穷.

5 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
用统一混沌系统[12]来验证定理2的有效性. 驱动

系统为

ẋ = f(x) = Ax +




0
−x1z1

−x1y1


 . (24)

响应系统为

ẏ = Ay +




0
−x2z2

−x2y2


 + G(x− y), (25)

其中:

G =




90.158 0 0
0 90.158 0
0 0 90.158


 ,

A=



−(25a+10) 25a+10 0

28−35a 29a−1 0

0 0 −a+8
3


, a∈ [0, 1].

显然,−G是Hurwitz矩阵;根据文献[12],可知统一混
沌系统的轨线是在一个有界集Ω内,其中

Ω = {(x, y, z)| − 20 6 x 6 20,

− 30 6 y 6 30, 0 6 z 6 50}.
对Ω中的任意向量x和y,容易验证

‖f(x)− f(y)‖ 6 (‖A‖+ ‖Q‖)‖x− y‖,
其中

Q =




0 0 0
z1 0 x2

−y2−x2 0


 .

通过计算,可得

L = ‖A‖+ ‖Q‖ 6
30.2367 + 50.9902 = 81.2269.

定义量化函数为

q(x)=





M, xi > M +
1
2
∆,

−M, xi 6 −M − 1
2
∆,

∆

⌊
x

∆
+

1
2

⌋
, xi∈(−M− 1

2
∆,M+

1
2
∆),

其中: i = 1, 2, 3, bxc表示不超过x的最大整数.

量化器为

qµ(x) = µq(
x

µ
).

若选取M = 80, ∆ =
1
2

, µ0 = 1, ain = 0.8; 初

始条件x0 = [0.3 0.3 0.3]T, 则在上述定义的量化
方式下, 图2∼4给出了当参数a取不同值时驱动系

统(24)与响应系统(25)的同步误差的仿真,显示出同
步误差渐近趋于零,从而验证了定理2的有效性.

图 2 混沌系统的同步误差(a = 0.3)

Fig. 2 Synchronization error of chaotic systems(a = 0.3)
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图 3 混沌系统的同步误差(a = 0.8)

Fig. 3 Synchronization error of chaotic systems(a = 0.8)

图 4 混沌系统的同步误差(a = 1)

Fig. 4 Synchronization error of chaotic systems(a = 1)

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类连续混沌系统在信息受限下的

量化同步问题,给出了有效的量化方法,使得同步误
差渐近趋于零,克服了以往的研究工作,在有限信道
容量下无法实现同步误差渐近趋于零的缺陷.
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