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摘要:本文面向状态估计,考察了通讯功率受限时线性动态系统状态的降维问题.为了满足平行信道传输数据的
维数限制和通讯功率约束,采取降低状态维数的方法,通过传输信号的新息,提高传输效率,利用有限的通信资源,
使得接收端的状态估计达到最优. 本文采用差分脉冲编码调制系统(DPCM),基于最小误差熵估计准则和Kalman估
计算法,得出了最优的状态降维矩阵的设计方法,并且对随机系统的可估计性以及对相应确定性系统的能观性进行
了分析.分析和仿真结果表明,这种设计方法在传输信号满足通讯功率限制的条件下可以使接收端的状态估计性能
达到最优.
关键词: 通讯约束;功率受限;状态降维;状态估计误差熵;可估计性
中图分类号: TP13 文献标识码: A

State-dimension reduction and filtering for linear systems
under communication constraints

SHEN Ying, ZHANG Hui
(State Key Laboratory of Industrial Control Technology, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China;

Institute of Industrial Process Control, Department of Control Science and Engineering, Zhejiang University,
Hangzhou Zhejiang 310027, China)

Abstract: We investigate how to reduce the state dimensions when estimating the states of a linear dynamic system with
channel communication power constraints. To meet the requirements on the dimension number and communication power
constraints of the parallel channels, we adopt the structure of differential pulse code modulation (DPCM) to produce the
innovation as the transmitted signal；and a new method of state-dimension reduction is derived under the minimum error
entropy estimation (MEEE) criterion of filtering at receiver. Furthermore, the problem of state estimability of the stochastic
system and the observability of the corresponding deterministic system are analyzed by using information theoretic method.
Analysis and simulation results show that the estimation performance of Kalman filter is optimal under communication
power constraint when this dimension reduction method is applied.
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1 引引引言言言(Introduction)
在系统控制设计方案中,往往需要利用被控对象

内部状态变量的实时信息.在很多工程领域中,被控
对象往往结构复杂,其数学模型阶次往往很高,状态
维数很大.另一方面,在大规模控制系统、分布式控
制系统或远程控制系统中,被控对象、控制器、执行
器等往往是分布在不同的物理位置并通过网络信道

连结成一个整体.而它们之间的通讯信道的传输能
力往往是有限的,如存在带宽约束、功率约束等. 这
时, 相对较大的数据实时传输量与有限的信道传输
能力之间产生了矛盾.
为了解决这一矛盾,一类做法是对须同时传输的

信号分时传输,这样的通讯策略对实时系统提出的
是“接入约束”(access constraints)问题[1–2]. 另一种

策略是, 通过降低被控对象状态的维数, 然后在信
道接收端估计被控对象的状态, 从而达到降低数据
传输量的目的,即本文所考察的“状态降维”(states-
dimension reduction)问题.关于与数据降维相关的问
题, 前人已经做过大量的工作, 如通信和图像处理
领域中的数据压缩[3–4]. 本文研究的是以估计为目
的的动态系统状态降维问题,与此相关的成果有文
献 [5–9]. 文献 [5]讨论的是基于信息论方法的模型
降阶问题.模型降阶是尽量保持原模型的输入输出
特性的前提下降低状态阶次, 这与状态降维有相似
的地方,但它们的目的不同:前者是寻找一个降阶矩
阵, 使得降阶后的系统性能最接近于原系统; 后者
是寻找一个降维矩阵, 使得接收端的状态估计值与
原状态的误差最小. 文献 [6]讨论了观测值的选择问
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题,以状态估计误差的最小二乘为目标,得出了输出
矩阵的设计方法, 并且在文献 [7–8]中得到应用. 文
献 [9]是以信息论的方法研究估计问题的经典文献,
讨论了系统中的信息量的变化情况, 特别是对估计
误差熵作了较详细的分析.
本文针对系统通过有限数目的平行信道进行数

据传输的情况, 以最优状态估计为目的, 研究在信
道功率受限情况下的状态降维问题. 采用信息论
的方法对系统进行分析设计,以接收端的估计误差
熵最小为准则, 得出了降维矩阵的设计方法, 并且
对系统的可估计性进行了分析.本文的工作受到文
献 [6, 8]所采用方法的启发, 而与它们的不同之处
在于本文是针对信道约束条件进行讨论,采用最小
误差熵估计准则,并且在算法中进一步考虑了平行
信道的功率分配问题,而文献 [6, 8]以最小二乘估计
为准则,且没有涉及功率约束问题.另外, 本文与文
献 [8]的一个显著的区别是最终所要解决的问题是
不同的, 文献 [8]是对滤波器参数的设计, 而本文是
设计状态降维矩阵.
本文采用了差分脉冲编码调制(DPCM)[10]的系

统结构, 在信道上传输信号的新息.此时, 信道前后
各有一个滤波器, 分别称为前置滤波器和后置滤波
器,前置滤波器是为了得到信号的新息,后置滤波器
是为了估计被控对象的状态. DPCM通过降低相邻
两个被传输值之间的冗余度可以降低数据传输率,
同时又可以降低传输功率,因而被广泛应用于通信
系统中,如文献[11–13]中都采用了这样的系统结构.
而本文的系统与传统DPCM不同之处在于本文可以
通过设计系统的参数(输出矩阵, 即降维矩阵)使得
信道接收端更准确地估计.广义上说,降维和前置滤
波器相当于通信系统的编码部分, 而后置滤波器相
当于通信系统的解码部分. 因此,事实上,本文所讨
论的也是通信系统中广泛存在的编码与解码问题.
分析和仿真结果表明, 本文的设计方法可以使传输
信号满足功率约束, 且状态估计的性能在最小估计
误差熵准则下达到最优.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
2.1 研研研究究究对对对象象象(System under discussion)
假设研究对象可描述成如下的离散定常模型:

x(k + 1) = Ax(k) + Bw(k), (1)

其中: x(k) ∈ Rn, w(k) ∈ Rm, A,B分别是具有适

当维数的定常矩阵, x(0)服从高斯分布, w(k)是协
方差阵为Q的零均值高斯白噪声向量, 与x(0)不相
关.假设每一时刻对象的状态均是可检测的.

2.2 状状状态态态预预预处处处理理理(States preprocessing)
预处理是为了将所要传输的信号转变成适合

于信道传输的信号. 本文所研究的信道是由 p个

独立、平行且具有功率约束的信道组成的平行信

道[14–15],假设当信道输入信号满足功率约束的条件
时, 信息可以在信道上无误差地传输.这里, 暂不考
虑量化的问题.

由于信道是由p个独立信道组成的平行信道,所
以信道同时传输的数据维数不能大于p维,这个约束
条件可通过系统状态降维来得以满足. 本文采用线
性的降维方式,即将不同的状态线性组合作为输出.
在实际系统中, 可以考虑采用传感器或检测设备来
实现这个降维过程. 检测过程不可避免地受到各种
因素的干扰, 用高斯白噪声近似各种随机干扰是工
业过程领域常用的处理方法,如文献 [16];在通信领
域,用高斯白噪声来近似也是一种常用的处理手段,
如文献 [17]中所提到的热噪声. 在降维检测过程中,
会受到热噪声、散粒噪声以及其他加性微噪声的影

响, 根据中心极限定理[18], 它们的和往往近似地服
从高斯分布.所以在数据压缩时,也常用高斯白噪声
来近似各种随机干扰, 如文献 [19]. 因此, 这里状态
检测以及降维检测过程中的各种干扰因素可以用一

个加性高斯白噪声表示. 这样,降维输出过程可描述
如下:

y(k) = Cx(k) + v(k), (2)

其中: y(k) ∈ Rp为状态降维后的输出值; C为适当

维数的定常矩阵,称之为降维矩阵; v(k) ∈ Rp是降

维过程中的高斯白噪声向量,假定其均值为零,协方
差为R,与w(k)和x(0)均不相关.

信号预处理部分还包括一个滤波的过程,产生信
号的新息,新息的定义如下:

ỹ(k|k − 1) = y(k)− ŷ(k|k − 1), (3)

其中: ŷ(k|k − 1) = E{y(k)|Y k−1}为信号的预测
值, Y k表示0到k时刻所有输出的时间序列,即Y k =
{y(0),y(1), · · · ,y(k)}. 由于新息在通讯中能降低
相邻两个被传输值之间的冗余度,因而传输新息可
以进一步降低被传输信号的功率,从而降低信道通
信速率资源的使用. 传输新息的另一个优点是它不
仅适用于稳定对象,而且适用于不稳定的对象.根据
平均功率的定义[14–15],新息的平均功率可以表示如
下:

1
p
tr(E(ỹỹT)), (4)

其中: tr(·)表示矩阵的迹, E(·)表示数学期望, (·)T表
示转置运算.信道接收端接收到信号的新息,对新息
滤波后可以估计出被控对象的状态. 在系统中,前置
和后置滤波器均采用Kalman滤波算法. Kalman滤波
器有很多优良的性质, 它在均方误差准则以及估计
误差熵准则下都是最优的[20–21]. 既然滤波器已经确
定, 那么事实上本文的问题就是要在某种准则下寻
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找一种线性降维方法,即确定式(2)中的降维矩阵C,
通过C的选择使得输出端的Kalman估计的性能达到
最优.

系统结构如图1所示.

图 1 系统结构框图

Fig. 1 System block diagram

3 问问问题题题求求求解解解(Solution)
3.1 最最最小小小误误误差差差熵熵熵估估估计计计(Minimum error entropy esti-

mation)
希望在信道接收端通过Kalman滤波器尽量准确

地恢复被控系统的状态, 即寻找一个降维矩阵使得
状态的估计误差尽量小, 因此合理的设计准则应该
是关于估计误差的某个凹函数或凸函数. 不同于一
般的最小均方误差准则[20],本文采用最小误差熵估
计准则[21],即寻找一个降维矩阵使得估计误差熵

H(x̃(k))

最小. 其中: x̃(k) = x(k) − x̂(k)为状态估计误差,
x̂(k) = E{x(k)|Y k}为状态估计值. 本文将参照文
献 [8]的方法,采用迭代算法获得每一时刻的降维矩
阵C(k), 当C(k)收敛于某个定常矩阵时, 该定常矩
阵即为本文所求的定常降维矩阵C. 之所以采用最
小估计误差熵准则,是因为它具有如下的良好性质.

考察当前时刻的状态和当前及以往所有时刻的

输出之间的互信息

I(x(k);Y k) = H(x(k))−H(x(k)|Y k) =

H(x(k))−H(x̃(k)), (5)

H(x(k))与降维矩阵无关, 所以, 对于本文的问题,
当H(x̃(k))达到最小时, 互信息I(x(k);Y k)达到最
大.

再看条件互信息:

I(x(k);y(k)|Y k−1) =

H(x(k)|Y k−1)−H(x(k)|Y k) =

H(x̃(k|k − 1))−H(x̃(k)), (6)

其中: x̃(k|k − 1) = x(k) − x̂(k|k − 1) 表示状态
的预测误差, x̂(k|k − 1) = E{x(k)|Y k−1}为状态预
测值.在第k时刻, H(x̃(k|k− 1))只与C(k− 1)有关,
与C(k)无关, 因此, 对于本文的问题, 当H(x̃(k))达
到最小时,互信息I(x(k);y(k)|Y k−1)达到最大.

因此,针对本文的问题有

minH(x̃(k)) ⇔ max I(x(k);Y k) ⇔
max I(x(k);y(k)|Y k−1). (7)

假设信道所能传输的最大平均功率为F ,已知在
信道上传输的是新息,因此信道功率限制即是对新
息的功率限制,即

1
p
tr(E(ỹ(k|k − 1)ỹT(k|k − 1))) 6 F, (8)

其中: p表示信道可同时传输数据的最大个数;
ỹ(k|k−1) = y(k)− ŷ(k|k−1)为信号的新息,其中:
ŷ(k|k−1)=E{y(k)|Y k−1}表示输出的预测值, Y k表

示0到 k时刻所有输出的时间序列, 即Y k = {y(0),
y(1), · · · ,y(k)}. 因此,本文的问题可以归结为

min
C

H(x̃(k)),

s.t.
1
p
tr(E(ỹ(k|k − 1)ỹT(k|k − 1))) 6 F.

(9)

3.2 求求求解解解方方方法法法(Solving method)
根据信息论的相关知识[14–15]可知

H(x̃(k)) =
n

2
ln(2πe) +

1
2

ln det(P (k)), (10)

其中P (k) = E{x̃(k)x̃T(k)}为估计误差协方差矩
阵. 根据Kalman滤波迭代算法[20],有

P (k) =

P (k|k − 1)− P (k|k − 1)CT(k)[C(k)P (k|k −
1)CT(k) + R]−1C(k)P (k|k − 1), (11)

其中: P (k|k− 1) = E{x̃(k|k− 1)x̃T(k|k− 1)}为预
测误差的协方差矩阵. 根据矩阵求逆定理,式(11)可
进一步转化为如下形式:

P (k) = [P−1(k|k − 1) + CT(k)R−1C(k)]−1 =

P (k|k − 1)[In + CT(k)R−1C(k)P (k|k − 1)]−1,

(12)

其中In为n维单位阵,则

ln det(P (k)) =

ln det(P (k|k − 1))−
ln det(In + CT(k)R−1C(k)P (k|k − 1)), (13)

其中

det(In + CT(k)R−1C(k)P (k|k − 1)) =

det(Ip + C(k)P (k|k − 1)CT(k)R−1) =
det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R)

det(R)
. (14)

将式(14)代入式(13)再代入式(10)可得

H(x̃(k)) =
n

2
ln(2πe) +

1
2

ln det(P (k|k − 1)) +
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1
2

ln det(R)− 1
2

ln det(C(k)P (k|k −
1)CT(k) + R), (15)

因为p(k|k−1)只与C(k−1)有关,而与C(k)无关,所
以式(15)中与C(k)有关的只有最后一项,则

min
C(k)

H(x̃(k)) ⇔
max
C(k)

ln det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R). (16)

综上所述, 本文问题转化为在信道功率受限的
情况下, 寻找降维矩阵C(k)使得det(C(k)P (k|k −
1)CT(k) + R)取得最大值.

根据Kalman滤波算法,有

ỹ(k|k − 1) = C(k)x̃(k|k − 1) + v(k). (17)

式(17)代入式(8)可得

tr(ỹ(k|k − 1)ỹT(k|k − 1)) =

tr(C(k)P (k|k − 1)CT(k)) + tr(R) 6 pF. (18)

记pF − trR = F ′, F ′ > 0,则式(18)等价于

tr(C(k)P (k|k − 1)CT(k)) 6 F ′, (19)

则本文的问题(9)可转化为求解如下的问题:

max
C(k)

ln det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R),

s.t. tr(C(k)P (k|k − 1)CT(k)) 6 F ′.
(20)

上述问题的求解方法可以采用信息论中求解带

有相关高斯噪声的平行信道的信道容量的常用方

法[14–15].

首先,将矩阵R对角化,存在矩阵S使R=SΛST,
其中: Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λp}, diag{·}表示对角
矩阵, λi, i = 1, 2, · · · , p为矩阵R的特征值, 并假设
λ1 6λ2 6 · · ·6λp, S为单位正交矩阵,满足SST =I .
则

det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R) =

det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + SΛST) =

det(STC(k)P (k|k − 1)CT(k)S + Λ) =

det(C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k) + Λ), (21)

其中C̄(k) = STC(k). 又

tr(C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)) =

tr(C(k)P (k|k − 1)CT(k)), (22)

因此,问题(20)进而可以转化为

max
C̄(k)

ln det(C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k) + Λ),

s.t. tr(C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)) 6 F ′.
(23)

显然, C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)是非负定对称矩阵,假
设C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)对角线上的元素为ρ1, ρ2,

· · · , ρp, ρi > 0(i = 1, 2, · · · , p)满足

det(C̄(k)P (k|k−1)C̄T(k)+Λ)6
p∏

i=1

(ρi+λi),

(24)

其中当且仅当C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)为对角阵时等
号成立,即当C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k)为

C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k) = diag{ρ1, ρ2, · · · , ρp}
(25)

时, ln det(C̄(k)P (k|k − 1)C̄T(k) + Λ)可取得最大
值.

接下来,用拉格朗日乘子法求

ln
p∏

i=1

(ρi + λi) =
p∑

i=1

ln(ρi + λi) (26)

的最大值.设θ为拉格朗日乘子,目标函数为

J =
p∑

i=1

ln(ρi + λi) + θ(
p∑

i=1

ρi − F ′). (27)

由
∂J

∂ρi

= 0(i = 1, 2, · · · , p)可得

1
ρi + λi

+ θ = 0. (28)

由式(28)可知

ρ1+λ1 =ρ2+λ2 = · · ·=ρp+λp =−1
θ
. (29)

又知
p∑

i=1

ρi + λi = pF, (30)

则−1
θ

=F . 记−1
θ

= ν,则ρi = ν − λi, i=1, 2,· · ·, p.

当F较小, ρi(i = 1, 2, · · · , p)可能会出现小于零的
情况. 又根据上面的分析, ρi > 0(i = 1, 2, · · · , p)采
用与求信道容量相同的处理方法[14–15]对解作一修

正,令ρi = (ν − λi)+,其中正函数(x)+定义为

(x)+ =

{
x, x > 0,

0, x < 0.
(31)

利用
p∑

i=1

(ν − λi)+ = F ′ (32)

确定ν, 然后求出ρi. 确定ν以及ρi的过程称为灌水

法[14–15].

事实上, 上述的灌水过程是一个功率分配的过
程, 首先把功率分配给噪声最小也就是测量误差最
小的传感器所对应的信道, 然后分配给测量误差第
二小的信道,就像灌水一样进行,直到水涨到一定的
水平ν, 使总的灌水量等于F ′. 从上述过程可知, 在
分配功率时总是先满足噪声较小的传感器所对应

的信道, 传感器受到的噪声越小表明它测得的数据
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越准确, 因而也就越有利于接收端的滤波估计. 当
ρi = 0时, 该传感器所测得有效信息完全被湮没在
噪声之中, 这时或许可以考虑将该传感器从系统中
移走从而进一步降低维数. 是否应该保留该传感器
涉及多方面的因素,本文暂不讨论,下文就保留该传
感器的情况进行分析讨论.
从上述灌水过程可知,分配给每个输出分量的功

率是不同的, 本文设计方法的着眼点是接收端状态
估计的整体性能.由分析可知,灌水准则可以使状态
估计的整体性能达到最优,即估计误差熵达到最小.
最后求降维矩阵. 设P (k|k − 1)的特征值为σ1 >

σ2 > · · · > σn,所对应的单位正交特征向量为ε1, ε2,

· · · , εn. 受文献 [5]中模型降阶的最小条件信息损失
方法的启发,当选择

C̄(k) =




√
ρ1

σ1

0

. . .

0
√

ρp

σp




[ε1 · · · εp ]T (33)

时,满足式(25),那么

C(k) = SC̄(k). (34)

至此,已经得出了最小估计误差熵准则下的降维
矩阵.
进一步考察新息ỹ(k|k−1) = C(k)x̃(k|k−1)+

v(k)的熵

H(ỹ(k|k − 1)) =
n

2
ln(2πe) +

1
2

ln det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R).

(35)

从式(35)及式(16)可知

max H(ỹ(k|k − 1)) ⇔ minH(x̃(k)). (36)

式(36)进一步说明了本文采用DPCM的系统结构的
合理性. 进一步,

H(Y k) = H(Y k−1,y(k)) =

H(Y k−1) + H(y(k)|Y k−1) =

H(Y k−1) + H(ỹ(k|k − 1)) =

H(Y k−2)+H(ỹ(k−1|k−2))+H(ỹ(k|k−1))=

H(y(0)) + H(ỹ(1|0)) + H(ỹ(2|1)) + · · ·+
H(ỹ(k − 1|k − 2)) + H(ỹ(k|k − 1)). (37)

对 于 本 文 问 题, 当H(ỹ(1|0)), H(ỹ(2|1)), · · · ,

H(ỹ(k − 1|k − 2)),H(ỹ(k|k − 1))均取得最大值
时, H(Y k)达到最大. 因此, 由式(37)可知最小估计
误差熵方法可以使传输功率约束下H(Y k)达到最
大. Kalman估计是基于过去所有时刻的的观测值进
行估计的, 若过去所有观测值所包含的关于状态的
信息量越大,则越有利于估计.这进一步说明了本文

设计方法的优越性.

3.3 算算算法法法(Algorithm)
Step 1 初始化,设置迭代次数i = 0,估计误差

协方差矩阵P (0), 期望的精度delta, 相邻两次迭代
所得估计误差熵的差d = ∞.

Step 2 令i = i+1,依据式(33)−(34)和式(10)分
别计算C(i)以及相邻两次迭代所得估计误差熵的差
d = H(i− 1)−H(i).

Step 3 若相邻两次迭代所得估计误差熵的

差d 6 delta,迭代停止;否则转到Step 2.
参数delta表征了算法的收敛程度, delta越小,则

估计误差熵越接近于最小值,这时,算法收敛的时间
也相对较长. 当系统为定常系统时,可以离线计算降
维矩阵,这时,更关注的是算法的收敛精度, delta可

以取很小的值.
以上迭代算法收敛后所得C(i)即为所求的定常

降维矩阵C.

4 可可可估估估计计计性性性分分分析析析(Estimability analysis)
从上文的分析中可知, 在信道接收端需要对系

统的状态进行估计, 自然地, 希望这种估计是有效
的,有意义的. 为评估系统状态估计的可行性和有效
性, 文献 [22]基于最小均方误差估计提出系统可估
计性定义:若一个系统是可估计的,则该系统状态的
后验估计误差P (k) = E{x̃(k)x̃T(k)}严格小于先验
误差Π(k) = E{x(k)xT(k)}. 文献 [23]从信息论的
角度对可估计性问题进行了进一步研究.本文的方
法是在功率约束下寻找降维矩阵使得估计误差熵最

小, 但所设计的系统是否满足状态估计(解码)的有
效性要求,是一个需要进一步考察的问题.下面将借
助可估计性概念对图1所示系统进行分析.

引引引理理理 1 [23] 在线性随机系统(1)−(2)中, 系统状
态为可估计的,当且仅当

I(x(k);Y k) > 0, ∀k > n− 1. (38)

由引理1可以得出如下的定理:

定定定理理理 1 对图1所示系统(1)−(2)在功率约束(8)
条件下,系统是可估计的,当且仅当

F >
p1

p

p1

√√√√√
p1∏

i=1

λi · det(P (k|k − 1))

det(Π(k))
+

p∑
i=p1+1

λi

p
,

∀k > n− 1. (39)

特别地,当系统是稳定系统时, Π(k), P (k|k − 1)分
别收敛到一个定常矩阵Π , P ,则可估计性的充要条
件为

F >
p1

p

p1

√√√√√
p1∏

i=1

λi · det(P )

det(Π)
+

p∑
i=p1+1

λi

p
. (40)
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上式中,当p1 = p时,
p∑

i=p1+1

λi = 0; Π与P分别可通

过求解Lyapunov方程和代数Riccati方程得到.

证证证 由信息论可知

I(x(k);Y k) = H(x(k))−H(x̃(k)) =
1
2

ln det(Π(k))−
1
2

ln det(P (k|k − 1))− 1
2

ln det(R) +

1
2

ln det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R). (41)

根据上文中的求解过程可知

det(C(k)P (k|k − 1)CT(k) + R) =

(
pF −

p∑
i=p1+1

λi

p1

)p1 ·
p∏

i=p1+1

λi, (42)

其中p1表示ρi(i=1, 2, · · · , p)中不为零的个数. 将式
(42)代入式(41)可得

I(x(k);Y k)=
1
2

ln
(
pF−

p∑
i=p1+1

λi

p1

)p1 det(Π(k))

det(P (k|k − 1))
p1∏

i=1

λi

.

(43)

由引理1可知,系统是可估计的,当且仅当

(
pF −

p∑
i=p1+1

λi

p1

)p1 det(Π(k))

det(P (k|k − 1))
p1∏

i=1

λi

> 1. (44)

即得证. 证毕.

注注注 1 通过检验式(39)是否成立即可判断用最小估计

误差熵方法所设计的系统是否可估计.由于用最小估计误

差熵求得的降维矩阵可以使I(x(k); Y k)取得最大值,若该

系统是不可估计的,则表明在这样的功率约束条件下不存

在使得系统可估计的降维矩阵, 这时, 必须改善信道条件,

提高其功率约束的上限值. 式(39)不仅提供了一个判断系

统是否可估计的手段,同时对设计系统的降维矩阵具有一

定的指导作用. 当希望所设计的系统满足可估计性且稳态

预测误差能达到某个期望值P时,可以通过计算式(39)预测

出信道所必须提供的功率下限.

进一步考察上文讨论的可估计性与系统能观性

之间的联系.取模型(1)−(2)中w(k) = 0, v(k) = 0,
即得随机模型(1)−(2)所对应的确定性模型{

x(k + 1) = Ax(k),
y(k) = Cx(k).

(45)

设随机系统(1)−(2)与它所对应的确定性系统(45)均
具有离散幅值的初始状态向量x(0), 记x(0) =
[x1(0) x2(0) · · · xn(0)]T, 则每一个xi(0)(i = 1,

2, · · · , n)随机地取值于一个有限的集合Ωi, 并在每
一个Ωi上定义一个概率测度. 从一般意义上考虑,
xi(0)的概率特性是未知的. 根据Janeys的“最大熵”
原则[24–25], 设所定义的xi(0)的概率分布使得xi(0)
的熵最大,即在缺乏先验信息的情况下假定xi(0)取
值的不确定性最大.

文献 [2, 23]讨论了随机系统(1)−(2)的可估计性
与它相对应的确定性系统(45)的能观性之间的关系,
有如下结论:

引引引理理理 2 [5] 若rank(A) = n, 则随机系统(1)−(2)
是状态可估计的,当且仅当其相应的确定性系统(45)
是能观的.

由引理2可知, 对于本文讨论的系统, 若转移矩
阵A满秩且所设计的系统是可估计的, 即功率约束
F、观测噪声协方差矩阵R、状态协方差矩阵Π与预

测误差协方差矩阵P满足式(39)时, 那么它所对应
的确定性系统(45)在相同的通讯约束条件下是能观
的. 其中, 观测噪声协方差矩阵R是客观存在的, 状
态协方差矩阵Π由对象决定, 而预测误差协方差矩
阵P必然满足P 6 Π ,因此,对于任意由状态空间模
型描述的研究对象,信道所能提供的最大功率成为
决定随机系统的可估计性以及所对应的确定性系统

的能观性的关键因素.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
大量的MATLAB数值仿真表明, 本文的降维方

法对于一般系统都有比较良好的性能.仿真中利用
各个状态估计误差(状态的实际值与估计值的差)的
平方的时间平均值和估计误差熵(用EH表示)来考
察算法的性能.记

∆xi =
1
N

N∑
i=1

(xi − x̂i)2,

其中: xi为状态的第i个分量, x̂i表示状态第i个分量

的估计值, N表示时间. 分别对不同功率限制的情况
进行了仿真. 由于状态维数较多和篇幅的限制,这里
只给出信道功率F = 3时第一维状态的仿真曲线.

5.1 模模模型型型 1(Model 1)
模型1取自文献[26],该模型如下:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Γw(k),

其中u(k)表示系统输入项. 由于本文研究的是没
有控制作用的随机系统, 则可对原模型作一些修
改. 令u(k) = 0, Γ为噪声输入矩阵, 不失一般性,
令Γ = B,系统转移矩阵A、输入矩阵B具体如下:
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A =




0.3718 −0.3111 0.1357 −0.0557
0.9575 0.1524 −0.0685 0.1043
0.3408 −0.3287 0.3923 −0.2060
0.0529 −0.2922 0.9320 0.4835


 ,

B =




1.2800 1.0400
1.6400 1.4000
1.0400 2.4000
0.8400 2.6000


.

降维维数p = 2. 过程噪声w(k),观测噪声v(k)是不
相关的零均值高斯白噪声序列,其方差分别为

Q =
[
1 0
0 1

]
, R =

[
1 0.1

0.1 1

]
.

算法中参数 delta = 0.00001. 分别验证功率限制
F = 2, 3, 5三种情况下所设计的系统, 均是可估计
的. 仿真结果如表1、图2−4所示.
表1中的数据是不同的功率限制下模型一各个

状态估计误差平方和的时间平均值以及估计误差

熵. 图2中的曲线为状态分量x1的真实值(用Rx1表

示)与估计值(用Ex1表示), 其中: 实线表示状态的
真实值, 虚线表示状态的估计值. 观察可以发现实
线与虚线非常接近, 估计误差较小. 图3为x1的估

计误差(用x1e表示)曲线,图4为估计误差熵(用EH表

示)与功率限制(用F表示)的关系曲线.可以发现,信
道功率的上限值越大,状态估计的平均误差及误差
熵就越小,表明估计越准确,这与预期是相一致的.

图 2 F = 3,状态x1真实值与估计值

Fig. 2 Actual value and estimate of x1 when F = 3

图 3 F = 3,状态x1估计误差

Fig. 3 Estimation error of x1 when F = 3

图 4 估计误差熵与功率限制的关系曲线
Fig. 4 Relationship between estimation error entropy and

power constraint

表 1 模型1仿真结果
Table 1 Simulation results of Model 1

∆x1 ∆x2 ∆x3 ∆x4 EH

F = 2 1.4941 4.8818 4.1514 8.1170 6.7364
F = 3 1.0765 2.4509 2.5416 4.2905 5.9027
F = 5 0.5212 1.0388 1.4802 1.5856 4.6830

5.2 模模模型型型 2(Model 2)
模型2是一个目标跟踪模型,来自文献[27]:

x(tk+1) = A(δk)x(tk) + B(δk)w(tk),

其中: tk表示采样时刻, δk = tk+1−tk,系统转移矩阵
A(δk)、输入矩阵B(δk)具体如下:

A(δk)=




1 δk 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 δk 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 δk

0 0 0 0 0 1




, B(δk)=




δ2
k/2 0 0

δk 0 0

0 δ2
k/2 0

0 δk 0

0 0 δ2
k/2

0 0 δk




.

上式中,取δk = 2. 降维维数p = 3. 过程噪声w(k),
观测噪声v(k)是不相关的零均值高斯白噪声序列,
其方差分别为Q = R = diag{1, 1, 1}, 算法中参数
delta = 0.00001. 分别验证功率限制F = 2, 3, 5三种
情况下所设计的系统, 均是可估计的. 仿真结果如
表2、图5−7所示.

表2中的数据是不同的功率限制下模型2各个状
态估计误差平方和的时间平均值以及估计误差熵.
图5中的曲线为状态x1的真实值与估计值,其中实线
表示状态的真实值,虚线表示状态的估计值,图6为
状态x1的估计误差曲线,图7为估计误差熵与功率限
制的关系曲线. 观察模型2的仿真结果可以有与模
型1相似的发现: 随着信道功率的增大,状态估计的
平均误差及误差熵减小,估计就越准确,与预期相一
致.
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注意到,该系统矩阵的特征值均为1,即该模型是
非稳定的,这表明本文方法不仅适用于稳定对象,对
于非稳定对象也具有良好的性能.

表 2 模型2仿真结果
Table 2 Simulation results of Model 2

∆x1 ∆x2 ∆x3 ∆x4 ∆x5 ∆x6 EH

F = 2 124.4 10.4 95.2 5.6 147.6 11.6 18.4
F = 3 22.36 4.67 27.44 5.58 17.12 4.84 15.14
F = 5 4.13 2.01 5.98 3.25 6.52 3.04 12.12

图 5 F = 3,状态x1真实值与估计值

Fig. 5 Actual value and estimate of x1 when F = 3

图 6 F = 3,状态x1估计误差

Fig. 6 Estimation error of x1 when F = 3

图 7 估计误差熵与功率限制的关系曲线
Fig. 7 Relationship between estimation error entropy and

power constraint

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了在信道功率受限情况下的状态降维

问题. 本文的方法是受到文献 [6, 8]的启发. 基于最
小误差熵估计准则和Kalman滤波算法,在信道功率
约束下,得出了状态降维方法,即降维矩阵的计算方
法, 并且对所设计系统的可估计性以及它所对应确
定性系统的能观性进行了分析.分析和仿真结果表
明, 本文所设计的降维方法可以在传输信号满足功
率约束的条件下使得状态估计具有满意的性能;并
且,当功率约束和系统参数满足一定关系时(式(39)),
系统是可估计的.

由于信道会受到带宽等因素的限制,难以无限精
确地传输连续幅值的信号,通讯中常采用量化等编
解码方法进行处理. 本文的进一步工作是在此基础
上研究与系统估计和控制相关的量化问题.
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