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摘要:本文研究了一类多智能体系统在牵制控制下的群一致性问题,提出了融合群内信息交互、群间信息交互和
牵制控制器的一致性协议.对固定拓扑下的二群组智能体系统和切换拓扑下的多群组智能体系统,利用稳定性理论
和图论分别给出了适用于任意拓扑结构的充要条件,使得智能体系统在所提协议和牵制控制器的联合作用下实现
预期的群一致.针对拓扑图中含有生成树这一特例,分析了被施加牵制控制的智能体在拓扑结构中的具体位置.此
外,对切换拓扑下进行非线性交互的多群组智能体系统,利用Lyapunov方法推导出一充分条件,得出只要对多智能
体系统的一部分主体进行牵制控制,则所有智能体即可在所提协议和牵制控制器的作用下渐近收敛于各自的期望
一致平衡点. 最后,仿真例子验证了所提方法的有效性.
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Group consensus in multi-agent systems via pinning control
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Abstract: In dealing with the group consensus problem of multi-agent systems via pinning control, we propose a
consensus protocol combining the in-group information exchange, the out-group information exchange with the pinning
controller for reaching more than one anticipative stationary state. By using stability and graph theories, we derive the
necessary and sufficient conditions for the couple-group agent system in fixed topology and the multi-group agent system in
switching topologies, respectively, such that all the agents can achieve their own consistent states asymptotically. Specially,
the relation between the controlled agents and the interactive topology is analyzed for the case when the topology graph has
a spanning tree. Moreover, based on the Lyapunov function method, a sufficient condition is derived for multi-group agent
systems with nonlinear transmission to asymptotically reach several anticipative consistent states in switching topologies.
The obtained results imply that the anticipative group consensus can be achieved if a fraction of them are controlled.
Illustrative examples are provided to demonstrate the effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 多智能体系统的一致性问题吸引了众

多学者, 并得到了广泛的应用, 如编队控制[1–2]、聚

集[3]、群集[4]和蜂拥[5]等. 一致性是指随着时间的演
化, 多智能体网络中所有个体状态趋于一致. 关于
多智能体一致性问题的研究可以追溯到20世纪70年
代的管理科学和统计领域[6]. 1995年, Vicsek等人从
统计力学的角度提出了Vicsek模型[7],该离散时间模
型中所有智能体以相同的速率在平面中运动,运动
方向按照邻居角度的矢量平均进行更新. 文献 [8]利
用代数图论和控制理论对Vicsek模型作了理论分析.
文献 [9]把文献 [8]中的问题扩展到了有向拓扑图的
情况,并得出如果信息交互拓扑图中含有一生成树,
则所有的智能体最终均能收敛到一致平衡点. 此
外, Olfati-Saber和Murray[10–11]提出了多智能体系统

一致性问题的理论框架, 研究了固定拓扑和切换拓
扑下的一致性问题,并针对是否存在时延给出了两
类一致性协议.然而在上述文献中,所考虑的一致性
问题均为单个一致平衡点的情况,为此,文献 [12]研
究了智能体动态网络中具有多个一致平衡点的问

题,并给出了一个一致性协议,使得在该协议下所有
智能体能完成一个或多个一致平衡点的趋同.
牵制控制(pinning control)的基本思想是通过对

网络中的一部分节点施加控制,达到对整个网络的
控制.汪小帆和陈关荣等[13–14]将牵制控制策略引入

到了无标度动态网络的控制中, 通过对一部分网络
节点进行牵制,使得所有的节点都稳定到平衡点. 文
献 [15]研究表明在线性或非线性复杂网络中只需对
一个节点进行牵制控制,即可保证整个网络的稳定.
文献 [16]研究了非线性耦合情况下的多智能体一致
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性问题,给出了一些充分条件,使得只需对一小部分
节点施加牵制控制,即可保证所有的智能体收敛到
期望的一致平衡点. 针对系统不存在外部干扰的情
况, 文献 [17]设计了一个牵制控制器使得移动智能
体系统达到一个期望值.需要指出的是,文献[16–17]
均只考虑了单个一致平衡点的情况. 在现有文献中,
未见有关多智能体动态网络牵制控制到多个一致

平衡点的成果. 鉴于此, 本文对多智能体系统在牵
制控制下的多平衡点趋同问题进行了研究,提出了
融合群内信息交互、群间信息交互和牵制控制器的

一致性协议.对固定拓扑和切换拓扑下的多智能体
系统, 分别给出了实现群一致的充要条件, 并针对
拓扑结构中含有生成树这一特例, 分析了被施加牵
制控制的智能体在拓扑结构中的具体位置.此外,对
切换拓扑中进行非线性交互的多智能体系统,利用
Lyapunov方法推导出一充分条件, 以通过对多智能
体网络中的一部分节点进行牵制控制,来实现多个
一致平衡点的趋同.

给定矩阵C = [cij] ∈ Rn×n, C < 0表示矩阵C

为负定, λ(C)为C的特征根. ‖·‖表示欧几里得范数.
记G = (V, E , A)是具有n个节点的加权有向图,其中
的V = {v1, v2, · · · , vn}为节点集, E ⊆ V × V为边
集, A = [aij]表示加权邻接矩阵. 本文假设对任意的
vi ∈ V , 有aii = 0. 有向图G的边记为(vi, vj), 表示
节点vi可以接收到来自节点vj的信息,并称vj为父节

点, vi为子节点.显然, (vi, vj)∈E当且仅当aij 6=0.节
点vi的邻集记为Ni = {vj ∈ V|(vi, vj) ∈ E}. 一条有
向路径由一组有序边组成, 形如(vi1 , vi2), (vi2 , vi3),
· · · , 其中(vij

, vij+1) ∈ E . 在一有向图中, 若除了一
节点(称为根节点)外, 其他每个节点都有且仅有一
个父节点,则称该有向图为有向树. 在有向图中,若
可以找到一连接所有节点的有向树, 则称该有向图
含有一生成树.

2 固固固定定定拓拓拓扑扑扑(Fixed topology)
设多智能体系统由两个子系统构成,分别含有m

和n个智能体, 并用1到m和m + 1到m + n标记. 记
两个子系统对应的子拓扑图分别为G1和G2, 整个系
统的拓扑图为G. 每个子系统对应的编号集分别为
I1 = {1, 2, · · · ,m}和I2 = {m+1,m+2, · · · ,m+
n},节点(智能体)集为V1 = {v1, v2, · · · , vm}和V2 =
{vm+1, vm+2, · · · , vm+n},节点vi的邻集定义为

N1,i = {vj ∈ V1|(vi, vj) ∈ E}, (1)

N2,i = {vj ∈ V2|(vi, vj) ∈ E}, (2)

则I = I1 ∪ I2, V = V1 ∪V2,Ni = N1,i ∪N2,i. 考虑
到智能体在子系统内部和子系统之间的信息交互,
本文对智能体按在拓扑图中所处的位置进行如下划

分:

V in
1 = {vi ∈ V1|N2,i = ∅且vi /∈ ⋃

p∈I2

N1,p},

Vout
1 = {vi ∈ V1|N2,i 6= ∅或vi ∈

⋃
p∈I2

N1,p},

V in
2 = {vi ∈ V2|N1,i = ∅且vi /∈ ⋃

p∈I1

N2,p},

Vout
2 = {vi ∈ V2|N1,i 6= ∅或vi ∈

⋃
p∈I1

N2,p}.

显然有V1 = V in
1 ∪ Vout

1 , V in
1 ∩ Vout

1 = ∅, V2 =
V in

2 ∪ Vout
2 , V in

2 ∩ Vout
2 = ∅. 记V in = V in

1 ∪ V in
2 ,

Vout = Vout
1 ∪ Vout

2 .

设每个智能体vi具有如下动态:

ẋi(t) = ui, ∀i ∈ I, (3)

其中: xi ∈ R为智能体vi的状态, ui是状态反馈输入.
记x = (x1, x2, · · · , xm+n)T.

定定定义义义 1 如果编号为前m和编号为后n的两组

智能体的状态分别渐近收敛到所属子系统的一致平

衡点,即

lim
t→∞

‖xi − xj‖ = 0, ∀i, j ∈ I1, (4)

lim
t→∞

‖xi − xj‖ = 0, ∀i, j ∈ I2, (5)

则称此系统具有群一致性.

不失一般性, 假定智能体子系统的期望一致平
衡点分别为x∗1和x∗2. 本文对智能体之间的信息交互
规则作如下设定: ①智能体vi ∈ V in, i ∈ I ,对其所
在子系统及邻居的期望一致平衡点均未知,在信息
交互时发送给群内邻居(即同一子系统中的邻居)的
是xi;②智能体vi ∈ Vout, i ∈ I ,对其所在子系统的
期望一致平衡点已知,但对群外邻居(即非同一子系
统中的邻居)的期望一致平衡点未知,此类智能体在
信息交互中发送给群内邻居的是xi, 发送给群外邻
居的信息为x̂i = xi − x∗i ,其中

x∗i =

{
x∗1, i ∈ I1,

x∗2, i ∈ I2.
(6)

基于规则①−②,给出如下一致性协议:

uc
i =





∑
vj∈N1,i

αi,j(xj − xi)+
∑

vj∈N2,i

βi,j(x̂j − x̂i), ∀i ∈ I1,

∑
vj∈N2,i

αi,j(xj − xi)+
∑

vj∈N1,i

βi,j(x̂j − x̂i), ∀i ∈ I2,

(7)

其中: uc
i的第1项为群内信息交互, αi,j ∈ R表示群

内部传输信道的权重. uc
i的第2项为群间信息交互,

βi,j ∈ R表示G1和G2之间传输信道的权重. 为使两
子系统分别到达各自的期望一致平衡点x∗1和x∗2, 提
出如下牵制控制量:
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ud
i =

{
−di(xi − x∗1), ∀i ∈ I1,

−di(xi − x∗2), ∀i ∈ I2,
(8)

其中的控制增益di > 0, 显然di = 0意味着智能
体vi上不存在牵制控制.这样,本文的目标是通过对
一小部分的智能体进行牵制控制,使得两组智能体
在ui = uc

i + ud
i的作用下,分别渐近收敛到各自的期

望一致平衡点x∗1和x∗2.
记

A1 =




α1,1 α1,2 · · · α1,m

α2,1 α2,2 · · · α2,m
...

...
...

αm,1 αm,2 · · · αm,m


 ,

A2 =




αm+1,m+1 αm+1,m+2 · · · αm+1,m+n

αm+2,m+1 αm+2,m+2 · · · αm+2,m+n

...
...

...
αm+n,m+1 αm+n,m+2 · · · αm+n,m+n




,

B1 =




β1,m+1 β1,m+2 · · · β1,m+n

β2,m+1 β2,m+2 · · · β2,m+n

...
...

...
βm,m+1 βm,m+2 · · · βm,m+n




,

B2 =




βm+1,1 βm+1,2 · · · βm+1,m

βm+2,1 βm+2,2 · · · βm+2,m

...
...

...
βm+n,1 βm+n,2 · · · βm+n,m




.

首先本文给出基于任意拓扑结构的一个结论.

定定定理理理 1 若多智能体系统(3)受协议(7)和牵制
控制器(8)的联合作用(即ui = uc

i + ud
i ),则m + n个

智能体能渐近实现预期的群一致,当且仅当如下条
件成立:

max{Re(λ(Ξ −D))} < 0, (9)
其中:

Ξ = A− Lα + B − Lβ,

D = diag {d1, · · · , dm+n} ,

A =

[
A1 0m×n

0n×m A2

]
, B =

[
0m×m B2

B1 0n×n

]
,

Lα = diag{L(1)
α , L(2)

α }, Lβ = diag{L(2)
β , L

(1)
β },

L(1)
α = diag{ ∑

j∈N1,1

α1,j, · · · ,
∑

j∈N1,m

αm,j},

L(2)
α = diag{ ∑

j∈N2,m+1

αm+1,j, · · · ,
∑

j∈N2,m+n

αm+n,j},

L
(1)
β = diag{ ∑

j∈N1,m+1

βm+1,j, · · · ,
∑

j∈N1,m+n

βm+n,j},

L
(2)
β = diag{ ∑

j∈N2,1

β1,j, · · · ,
∑

j∈N2,m

βm,j}.

证证证 定义误差向量ei = xi − x∗i , i ∈ I ,则

ėi =





∑
vj∈N1,i

αi,j(ej − ei)+
∑

vj∈N2,i

βi,j(ej − ei)− diei, ∀i ∈ I1,

∑
vj∈N2,i

αi,j(ej − ei)+
∑

vj∈N1,i

βi,j(ej − ei)− diei, ∀i ∈ I2.

(10)

根据定义1,群一致性等价于

lim
t→∞

‖ei‖ = 0, ∀i ∈ I. (11)

记

e = (e1, e2, · · · , em+n)T,

x∗ = (x∗1, · · · , x∗1︸ ︷︷ ︸
m

, x∗2, · · · , x∗2︸ ︷︷ ︸
n

)T,

则式(10)可用矩阵形式表示为

ė = (Ξ −D)e. (12)

由线性时不变系统的稳定性理论可知, ei(i ∈ I)渐
近收敛于平衡点0当且仅当式(9)成立. 证毕.

定理1给出了多智能体系统(3)能在固定拓扑下
实现群一致的一个充要条件. 由D中元素di与智能

体vi的一一对应性, 可以从条件(9)中确定需要进行
牵制控制的智能体的最少数目和相应编号,同时可
以计算出对应牵制控制增益量di的最小值. 需要指
出的是,定理1给出的结果适用于具有任意拓扑结构
的G, 是一个一般化的结论. 下面针对G中含有生成
树这一特例, 来分析被施加牵制控制的智能体在拓
扑图中所处的具体位置.

定定定理理理 2 若拓扑图G中含有一生成树,则多智能
体系统(3)可在协议(7)和牵制控制器(8)的联合作用
下渐近实现预期的群一致, 当且仅当G中任一生成
树的根节点受到牵制控制.

证证证 由定理1的证明过程可知,多智能体系统(3)
在ui = uc

i+ud
i作用下实现预期的群一致等价于状态

分别为e1, · · · , em+n的m + n个智能体在协议(10)作
用下渐近趋同于一致平衡点e∗ = 0.

充分性. 不妨设T (vs)是G中任一生成树,其中根
节点为vs. 若vs受到牵制控制,根据式(10),可以看成
有一新的节点v0通过边(vs, v0)连接到了节点vs, 其
中节点v0的状态为e0 = 0,边(vs, v0)的权重为ds. 记
由节点{v0, v1, v2, · · · , vm+n}构成的拓扑图为G′,则
不难得到G′有一生成树T (v0) = (vs, v0) ∪ T (vs). 根
据文献 [18]中的引理2.2, 可知该m + n + 1个节点
可在协议(10)的作用下渐近趋同于一致平衡点e∗ =
e0 = 0.

必要性. 假设G中所有处于根节点位置的智能体
都没有受到牵制控制.不妨设T (vs)为G中任一生成
树,新节点v0通过边(vr, v0)连接到了非根节点vr,则
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由根节点的特性可知, vs和v0之间无法通过一有向

路径相连, 即在新的拓扑图G′中无法找到一生成树
连接其中的m+n+1个节点.由文献[9]中的定理3.8
可知,此时群一致无法实现. 所以必定有一根节点受
到牵制控制. 证毕.

根据定理2,当智能体系统的拓扑结构图中含有
一生成树时, 只需要对其中任意一个处于根节点位
置的智能体施加牵制控制(8),则所有的智能体即可
趋同于各自子系统的期望一致平衡点. 此外, 若不
考虑收敛速度,该牵制控制器的增益可以任意小(大
于0).

3 切切切换换换拓拓拓扑扑扑(Switching topologies)
不失一般性,设所考虑的多智能体系统由p个子

系统构成,每个子系统分别包含q1, q2, · · · , qp个智能

体.定义编号集

Ik = {1 +
k−1∑
i=1

qi, 2 +
k−1∑
i=1

qi, · · · , qk +
k−1∑
i=1

qi},

节点集

Vk = {vi, i ∈ Ik} ,

智能体vi的邻集为

Nk,i = {vj ∈ Vk|(vi, vj) ∈ E}, k = 1, 2, · · · , p,

则有I =
p⋃

k=1

Ik, V =
p⋃

k=1

Vk, Ni =
p⋃

k=1

Nk,i.

多群组智能体系统的群一致性定义如下.

定定定义义义 2 如果智能体系统的所有个体能在协议

ui作用下实现:

lim
t→∞

‖xi − xj‖ = 0, (13)

∀i, j ∈ Ik, k = 1, 2, · · · , p,即每个子系统中智能体
的状态收敛于各自的一致平衡点, 则称此系统具有
群一致性.

在实际中, 由于障碍物、恶劣环境等外部干扰
因素的存在, 使得经常会有智能体移出或重新加入
拓扑网络, 同时智能体之间的通信链也经常会发生
断裂. 因此, 智能体系统的拓扑结构不是恒定不变
的,且节点的邻集也会发生变化. 记所有可能的拓扑
结构图为{G(1),G(2), · · · ,G(M)},切换信号为σ(t).
对未知的切换时刻0 = t0 < t1 < t2 < · · · ,切换序
列记为{G(t0) : [i0, t0), [i1, t1), [i2, t2), · · ·},表示当t

∈ [tj, tj+1)时,智能体系统的拓扑结构为G(ij), ij ∈
{1, · · · ,M}. 基于此, 对智能体按在Gσ(t)中所处的

位置进行如下划分:

V in
k,σ(t) = {vi ∈ Vk,σ(t)|

⋃
l 6=k

Nl,i,σ(t) = ∅且

vi /∈ ⋃
p∈I/Ik

Nk,p,σ(t)},

Vout
k,σ(t) = {vi ∈ Vk,σ(t)|

⋃
l 6=k

Nl,i,σ(t) 6= ∅或

vi ∈
⋃

p∈I/Ik

Nk,p,σ(t)},

k = 1, 2, · · · , p. 显然有Vk,σ(t) = V in
k,σ(t) ∪ Vout

k,σ(t),

V in
k,σ(t) ∩ Vout

k,σ(t) = ∅. 记V in
σ(t) =

p⋃
k=1

V in
k,σ(t), Vout

σ(t) =
p⋃

k=1

Vout
k,σ(t).

不失一般性,设各子系统期望的一致平衡点分别
为x̃∗1, x̃

∗
2, · · · , x̃∗p. 笔者对智能体之间的信息交互规

则进行如下设定: ③ 智能体vi ∈ V in
σ(t)(i ∈ I), 对其

所在子系统及邻居的期望一致平衡点均未知,在群
内信息交互时以xi进行传输;④智能体vi∈Vout

σ(t)(i∈
I), 对其所在子系统的期望一致平衡点已知, 但对
其群外邻居的期望一致平衡点未知,此类智能体在
群内的信息交互中以xi进行, 在群间的信息交互中
以x̂i的方式进行传输,其中: x̂i = xi − x∗i , x∗i = x̃∗k,
i ∈ Ik, k = 1, 2, · · · , p.

基于规则③−④,提出如下一致性协议:

ũc
i,σ(t) =

∑
j∈Nk,i,σ(t)

α̃i,j,σ(t)(xj − xi) +

∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

β̃i,j,σ(t)(x̂j − x̂i), (14)

∀i ∈ Ik, k = 1, 2, · · · , p, 其中: ũc
i,σ(t)的第1项为群

内信息交互, α̃i,j,σ(t) ∈ R表示群内部传输信道的权
重. ũc

i,σ(t)的第2项为群间信息交互, β̃i,j,σ(t) ∈ R表示
群间传输信道的权重. 需要特别指出的是,一致性协
议(14)中的信道权重和邻集是随着拓扑图Gσ(t)的切

换而变化的. 为使各个子系统分别收敛于各自的一
致平衡点,给出如下牵制控制量:

ũd
i,σ(t) = −d̃i,σ(t)(xi − x̃∗k), (15)

∀i ∈ Ik, k = 1, 2, · · · , p. 本文的目标是通过对一
小部分的智能体进行牵制控制,使得两组智能体在
ui,σ(t) = ũc

i,σ(t) + ũd
i,σ(t)的作用下,分别渐近收敛到

子系统各自的期望一致平衡点.

定定定理理理 3 多智能体系统(3)在协议(14)和牵制控
制器(15)联合作用下(即ui,σ(t) = ũc

i,σ(t) + ũd
i,σ(t))渐

近实现预期的群一致,当且仅当

max{Re(λ(Ξ̃σ(t) − D̃σ(t)))} < 0, (16)

其中:

Ξ̃ = Ãσ(t) − L̃α,σ(t) + B̃σ(t) − L̃β,σ(t),

D̃σ(t) = diag{d̃1,σ(t), · · · , d̃r,σ(t)},
Ãσ(t) = diag{Ã1,σ(t), · · · , Ãp,σ(t)},
Ãk,σ(t) = [Ãk,σ(t)(i, j)], k = 1, · · · , p,
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Ãk,σ(t)(i, j) =

{
α̃i,j,σ(t), i 6= j,

0, i = j,
i, j ∈ Ik,

B̃σ(t) = [B̃σ(t)(i, j)],

B̃σ(t)(i, j) =

{
β̃i,j,σ(t), l 6= k,

0, l = k,
i ∈ Ik, j ∈ Il,

L̃α,σ(t) =

diag{ ∑
j∈N1,1,σ(t)

α̃1,j,σ(t), · · · ,
∑

j∈N1,q1,σ(t)

α̃q1,j,σ(t), · · · ,

∑
j∈Np,r+1−qp,σ(t)

α̃r+1−qp,j,σ(t), · · · ,
∑

j∈Np,r,σ(t)

α̃r,j,σ(t)},

L̃β,σ(t) = diag{∑
l 6=1

∑
j∈Nl,1,σ(t)

β̃1,j,σ(t), · · · ,

∑
l 6=1

∑
j∈Nl,q1,σ(t)

β̃q1,j,σ(t), · · · ,

∑
l 6=p

∑
j∈Nl,r+1−qp,σ(t)

β̃r+1−qp,j,σ(t),

· · · ,
∑
l 6=p

∑
j∈Nl,r,σ(t)

β̃r,j,σ(t)},

r =
p∑

i=1

qi, 特别地, 当所有的拓扑结构Gσ(t)中均含

有一生成树时, 系统可实现预期的群一致当且仅当
Gσ(t)中有一处于根节点位置的智能体受到牵制控

制.

证证证 证明过程类似于定理1和定理2.

定理3给出了切换拓扑中利用牵制控制实现预期
群一致的充要条件,当拓扑结构中始终含有生成树
时,分析了被施加牵制控制的智能体的位置.需要指
出的是,定理1, 2和3均适用于有向图和无向图,但是
在传输信息时考虑的都是理想传输,即传输和接收
到的信息都是真实值.但是在实际中,由于噪声、外
界干扰因素的存在,通信信道往往处于非理想状态.
为此,考虑传输信道受非线性函数影响的情况. 设在
子系统内部,通信信道的影响函数为fk(·),子系统之
间的影响函数为gl,k(·), k 6= l, k, l = 1, 2, · · · , p. 假
设fk(·)和gl,k(·)满足如下Lipschitz条件:

|fk(s)| 6 Kfk
|s|, |gl,k(s)| 6 Kgl,k

|s|, (17)

其中Kfk
和Kgl,k

为大于0的Lipschitz常数. 此时协议
(14)变为

ûc
i,σ(t) =

∑
j∈Nk,i,σ(t)

α̃i,j,σ(t)fk(xj − xi) +

∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

β̃i,j,σ(t)gl,k(x̂j − x̂i), (18)

∀i ∈ Ik, k = 1, 2, · · · , p.

下面给出该情形下实现多群组一致性的一个充

分条件.

定定定理理理 4 如果有如下条件成立:

Ξ̂σ(t) − D̃σ(t) < 0, (19)

则多智能体系统(3)在协议(18)和牵制控制器(15)联
合作用下(即ui = ûc

i + ũd
i )能渐近实现预期的群一

致.其中:
Ξ̂σ(t) = Âσ(t) + L̂α,σ(t) + B̂σ(t) + L̂β,σ(t),

Âσ(t) = diag{Â1,σ(t), · · · , Âp,σ(t)},
Âk,σ(t) = [Âk,σ(t)(i, j)], k = 1, · · · , p,

Âk,σ(t)(i, j) =

{
Kfk

|α̃i,j,σ(t)|, i 6= j,

0, i = j,
i, j ∈ Ik,

B̂σ(t) = [B̂σ(t)(i, j)],

B̂σ(t)(i, j)=

{
Kgl,k

|β̃i,j,σ(t)|, l 6= k,

0, l = k,
i∈Ik, j∈Il,

L̂α,σ(t) = diag{ ∑
j∈N1,1,σ(t)

Â1,σ(t)(1, j), · · · ,

∑
j∈Np,r,σ(t)

Âp,σ(t)(r, j)},

L̂β,σ(t) = diag{∑
l 6=1

Kgl,1

∑
s∈Nl,1,σ(t)

|β̃1,s,σ(t)|, · · · ,

∑
l 6=p

Kgl,p

∑
s∈Nl,r,σ(t)

|β̃r,s,σ(t)|},

r =
p∑

i=1

qi.

证证证 定义误差向量ei = xi − x∗k, 其中i ∈ Ik,
k = 1, 2, · · · , p,则可得

ėi =
∑

j∈Nk,i,σ(t)

α̃i,j,σ(t)fk(ej − ei) +

∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

β̃i,j,σ(t)gl,k(ej − ei)−

d̃i,σ(t)ei. (20)

此时, 定义2中的群一致等价于 lim
t→∞

‖ei‖ = 0, ∀i ∈
I .

定义李雅普诺夫函数V =
1
2

∑
i∈I

eT
i ei,则

V̇ =
∑
i∈I

eT
i ėi =

p∑
k=1

∑
i∈Ik

eT
i [

∑
j∈Nk,i,σ(t)

α̃i,j,σ(t)fk(ej − ei)+
∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

β̃i,j,σ(t)gl,k(ej − ei)− d̃i,σ(t)ei] =

p∑
k=1

∑
i∈Ik

eT
i

∑
j∈Nk,i,σ(t)

α̃i,j,σ(t)fk(ej − ei)+

p∑
k=1

∑
i∈Ik

eT
i

∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

β̃i,j,σ(t)gl,k(ej − ei)−
∑
i∈I

d̃i,σ(t)‖ei‖2
,

结合式(17),有

V̇ 6
p∑

k=1

∑
i∈Ik

|eT
i |

∑
j∈Nk,i,σ(t)

|α̃i,j,σ(t)|Kfk
(|ej|+ |ei|) +

p∑
k=1

∑
i∈Ik

[|eT
i | ×
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∑
l 6=k

∑
j∈Nl,i,σ(t)

|β̃i,j,σ(t)|Kgl,k
(|ej|+ |ei|)]−

∑
i∈I

d̃i,σ(t)‖ei‖2 = |eT|(Ξ̂σ(t) − D̃σ(t))|e|,

其中: |e| = (|e1|, · · · , |er|)T, r =
p∑

i=1

qi. 由条件(19)

可知V̇ < 0. 所以多智能体系统(3)可在ui = ûc
i + ũd

i

作用下渐近实现群一致. 证毕.
针对智能体之间的传输信道受非线性函数影响

这一情况,定理4给出了可实现多群组一致性的一个
充分条件.需要指出的是,从条件(19)可知Ξ̂ = Ξ̂T,
进而有Âσ(t) = ÂT

σ(t), B̂σ(t) = B̂T
σ(t), 故该结论只适

用于具有对称拓扑结构的多智能体系统.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Illustrative examples)
例例例 1 考虑具有如图1所示拓扑结构的二群组

智能体系统,设前20个智能体的期望一致平衡点为
x∗1 = 4,其他28个智能体的期望一致平衡点为x∗2 =
8. 智能体之间以规则①,②进行交互,传输信道权重
取αi,j = 1, βi,j = 1, ∀j ∈ Ni. 给定初值x(0)=(0.5,

1, 1.5, · · · , 24)T,利用一致性协议(7),当不施加牵制
控制时,可得到如图2所示的智能体状态轨迹. 由图2
可以发现,当不施加牵制控制时,虽然智能体系统可
实现群一致,但是并未能收敛于期望的一致平衡点.
另一方面,从图1可看出该智能体系统的拓扑图

中可找到一生成树, 故由定理2, 只需对其中任一处
于根节点位置的智能体施加牵制控制.特别地,在该
拓扑图中每个节点都可以作为一生成树的根节点,
因此可以把牵制控制器施加于其中任意一个智能体

上. 选取d3 = 1, di = 0, i = 1, 2, 4, · · · , 48,智能体
状态轨迹如图3所示. 不难发现, 通过对智能体v3进

行牵制控制,所有的智能体均渐近收敛到所在子系
统的期望一致平衡点.

图 1 由两个子系统构成的多智能体系统拓扑结构
(固定拓扑)

Fig. 1 The topology graph of the multi-agent system with two
subsystems (fixed topology)

图 2 智能体状态轨迹(未加牵制控制)
Fig. 2 The state trajectory of the agents (with no pinning

control)

图 3 智能体状态轨迹(施加牵制控制)

Fig. 3 The state trajectory of the agents (with pinning control)

为验证定理1中的结论在一般拓扑结构中的有效
性, 考虑图1中移除节点v1, v11, v21, v35及其对应有

向边后的拓扑结构. 在新的拓扑结构中不能找到一
生成树连接所有智能体,不进行牵制控制时对应的
智能体轨迹如图4(a)所示,可以看到系统无法实现群
一致.由定理1,选取

d2 = d12 = d22 = d36 = 1,

则可得如图4(b)所示的状态轨迹. 仿真结果显示,当
智能体v2, v12, v22, v36受到牵制控制时,所有的智能
体均可渐近收敛于所处子系统的期望一致平衡点.
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图 4 智能体状态轨迹

Fig. 4 The state trajectory of the agents

例例例 2 考虑具有如图5所示拓扑结构的3群组智
能体系统,其中虚线箭头表示该通信链以0.5的概率
随机断开或闭合,实线箭头为恒定信道. 设3个子系
统的期望一致平衡点分别为x∗1 = 2, x∗2 = 4和x∗3 =
6. 智能体之间以规则③, ④进行交互, 并通过协议
(14)进行更新, 传输信道权重取α̃i,j = 1, β̃i,j = 1,
∀j ∈ Ni.

图 5 由3个子系统构成的多智能体系统拓扑结构
(切换拓扑)

Fig. 5 The topology graph of the multi-agent system with

three subsystems (switching topologies)

选取初值x(0) = (1, 2, · · · , 18)T,智能体的状态
轨迹如图6(a)所示, 3个子系统均未能收敛到各自的
期望一致平衡点. 为此, 根据定理3, 选取智能体v5,
v8进行牵制控制.施加牵制控制后的智能体状态轨
迹如图6(b)所示, 显然所有的智能体均收敛到了各
自的期望一致平衡点.

图 6 智能体状态轨迹

Fig. 6 The state trajectory of the agents

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类多智能体系统在牵制控制下的

群一致性问题.对固定拓扑下的二群组智能体系统
和切换拓扑下的多群组智能体系统,分别给出了特
定的交互规则,并提出了融合群内信息交互、群间信
息交互和牵制控制器的一致性协议.对在固定拓扑
和切换拓扑中进行线性交互的智能体系统,给出了
基于任意拓扑结构的充要条件.当拓扑结构中含有
一生成树时, 分析了被施加牵制控制的智能体在拓
扑图中的具体位置.对切换拓扑中通信信道受非线
性函数影响的多群组智能体系统, 利用Lyapunov函
数方法推导出一充分条件,使得只需对一部分智能
体进行牵制控制,即可实现整个系统预期的群一致.
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