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摘要:从多方面对基于李雅普诺夫的量子系统控制方法进行了系统深入地研究,包括该方法与最优控制的关系;
李雅普诺夫函数与性能指标之间的关系;几种常用李雅普诺夫函数下的控制所能解决的问题,适用范围和所存在的
问题等. 在此基础上,结合量子系统本身所具有的特点,分别针对本征态,叠加态和混合态的制备与调控目标,总结
出多种不同控制问题的改进方案.对不同改进方案的设计思想,所能解决的问题,物理意义及其适用范围等进行剖
析,系统化了一套基于李雅普诺夫稳定性理论对量子系统进行状态调控的设计方法.
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State manipulation in
Lyapunov-based quantum system control methods
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Abstract: We investigate in depth the Lyapunov-based quantum control methods including the relation between the
Lyapunov-based control and the optimal control, the Lyapunov function and the performance index, the range of application
and the existing problems. Combining our results with intrinsic properties of quantum system, we develop several control
schemes with improvements for different objectives such as the regulation of eigenstates, superposition state or mixed
state. The design ideas, the physical significance and the range of suitable applications are analyzed. The designs method
employing Lyapunov stability theorem in controlling quantum system is systemized.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着纳米技术与纳米制作工艺技术的提高,以及

量子效应如量子信息处理新应用兴趣的增长,使得
量子现象的控制在很多不同的研究领域包括量子计

算、量子化学、纳米级材料及波色–爱因斯坦凝聚态
等方面正在得到极大的关注,引起世界范围的广泛
兴趣. 将宏观领域中的系统控制理论延伸到量子领
域,或将系统控制的思想扩展到不受控于经典定律
而由量子效应控制的物理系统,在最近的10年里逐
步成为一个重要的交叉学科的研究领域.量子系统
控制方法及其技术也已经成为国际科技界的一个前

沿研究方向.量子控制理论是宏观世界中的经典和
现代控制理论对微观世界中的量子系统的应用. 所
研究的问题主要是从系统论和控制论的观点探讨量

子系统状态和轨迹的调控及其演化. 量子控制方法
是从系统控制的角度,利用控制理论结合量子系统
所具有的特点,对量子状态调控及其轨迹跟踪设计
出可以实现的外加控制律的方法. 如何根据量子系

统本身所具有的特点,开发出适合量子系统的控制
理论与方法一直是人们努力追求的目标.到目前为
止,在量子系统控制理论的研究中,可控性问题已受
到了大量的关注并取得了相当的研究成果,特别是
对于有限维封闭量子系统的可控性研究较为成熟.
在系统可控的前提下,如何设计出合适的控制律以
实现期望的控制任务则是量子控制理论的另一重要

研究方向.与宏观世界中被控系统的状态不同,量子
系统的状态及其应用涉及到制备和调控具有特殊存

在形式的状态, 例如, 在化学反应的分子动力学中,
为了能有效控制产物形成的选择性,人们需要对相
应的分子系统进行主动控制:借助激光辐射的强度
和相位来操纵系统的布居数,使之从分子系统的某
一初始基态以高概率转移并稳定在一个指定的激发

态上,实现对期望反应产物的选择性控制.在量子计
算中, 利用辐射诱导原子和分子的激发, 并由此驱
动微观运动以生成指定目标态上的布居转移就是一

种运算操作,尤其是完全的布居转移可以用来制备
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一个初始纯态,而量子并行运算的快速性是依赖于
量子系统所独特具有的相干性,也就是叠加态的运
算.在量子保密通讯的应用中,所用到的最关键的量
子状态就是纠缠态. 所有这些量子状态的制备、调
控和保持都是一个量子控制理论和方法所需要解决

的问题.最后,一个完整的量子控制理论必须对其控
制方法所能达到的精度进行理论分析.在此方面,量
子控制理论与宏观系统也有所不同:由于量子系统
是对不确定的几率进行控制,只要是误差不为零的
稳定控制,就意味着可能是100%的达不到控制目标.
这就提出了一个苛刻的要求: 任何一个可达的量子
控制方法必须保证是误差为零的收敛控制.综上所
述,一个量子控制理论的成形,必须在有能力对具有
特殊需求的各种量子状态调控的同时,设计出收敛
的量子控制律.

到目前为止,已经发展出不少量子控制方法和技
术. 最简单的是脉冲动力学方案,它是利用共振单光
子跃迁或者相应的共振双光子的拉曼(Raman)跃迁,
通过控制脉冲面积来建立相干态. 它可以实现两级
系统布居的完全翻转, 该调控技术的缺点是难以精
确控制激发脉冲的强度和持续时间. 在基于绝热背
景的理论研究方面, 也提出和实现了一些量子调控
技术, 例如: 啁啾绝热通道(CHIRAP)技术和受激拉
曼绝热通道(STIRAP)技术. 在CHIRAP和STIRAP技
术中, 诸如频率或振幅包络之类的激光参数的调整
极其缓慢, 以满足系统的跃迁只沿着绝热定义的缀
饰态进行. 这一设计方案的目的是实现到达期望本
征态的完全布居转移, 因而把这些理论用于更一般
的要求对叠加态或混合态的量子状态的控制将是

相当困难的. 更进一步的量子控制方案是基于测量
的量子反馈控制方法. 这一方法中所涉及到的测量
问题是用测量算符来描述的. 不过一般量子系统中
测量算符的可实现性以及实现的困难度一直以来是

基于测量的量子反馈控制理论所面临的一个严峻问

题.在现有的量子控制方法中,应用最成功的应当是
基于宏观系统中的最优控制理论(OCT)的量子最优
控制技术. 它是将一个状态调控问题转变成一个全
局优化问题.在这一控制技术中,不含时间的性能指
标的定义比较灵活,因此可以用于多种优化问题.但
是,基于OCT的量子最优控制的主要缺点是: 所要解
决的优化问题是一个“两点边值问题”, 系统状态
及其伴随状态的运动方程都依赖于未知的控制场,
人们只有从猜测控制场开始, 通过不断的迭代来完
成控制场的设计与优化. 这不仅需要大量的数值计
算,而且极大地限制了对于复杂量子系统以及需要
快速响应的量子物理控制问题的应用. 能够避免迭
代,设计相对简单并可实现实时反馈控制的量子控

制方法就是最近10年内被引入到量子系统控制中的
基于李雅普诺夫的量子控制方法.

纵观量子李雅普诺夫方法的研究历程, 可以将
其分为两个阶段: 第1个阶段为物理、化学领域的一
些学者对量子李雅普诺夫方法的应用. 他们常常将
此方法称为局部(优化的)控制方法[1–2]. 为了专门的
控制目的, 他们已经将该方法成功用于了许多具体
的量子调控的问题中,例如: pump-dump类型的反应
控制、异构化、分裂反应控制等. 在这些具体问题的
研究中, 量子态控制的目标主要集中在高效实现一
个激发本征态的布居分布上, 此外也包括通过实验
或仿真实验尝试实现量子系统的布居分布、路径转

移、波包成形等具体任务. 由于这些研究的重点在
于对外加控制的设计方面, 而对于最终的状态控制
或控制效果上缺乏理论上的分析和保证, 因此对于
不同的系统无法判定和确保期望的最终控制效果

的实现. 实际上,即使仅通过系统仿真实验,也能够
容易地发现, 采用基于李雅普诺夫的量子控制方法
设计出的控制律,并不能100%的保证控制目标的实
现. 这是因为该方法是一种仅仅保证系统稳定的控
制方法, 而量子系统的几率控制这一特殊的自身性
质, 恰恰要求必须采用收敛的控制方法. 这就导致
了第2阶段的研究:系统控制与数学领域中的学者对
基于李雅普诺夫的量子控制方法的研究[3–17], 其研
究的重点放在从理论上分析系统状态演化的收敛

性或状态稳定化问题上, 为物理、化学领域的学者
在这一方法具体应用的可达性上提供了理论上的

分析依据. 其中: 对于完全确定的李雅普诺夫函数,
Mirrahimi等人[8]在纯态模型以及假定目标态是本征

态的前提下, 利用不变原理论证了系统状态演化对
于目标态的渐近稳定性与围绕本征态处的线性化系

统的可控性的等价性, 提出了线性化系统不可达的
情形下利用绝热演化对于目标本征态的渐近跟踪方

法; Altafini[10–11]和剑桥大学Schirmer研究组[12–13]则

针对密度算符描述的系统模型, 分别利用动力系统
理论和不变原理重点分析了闭环系统的任意状态的

收敛性问题.国内,本文作者所在研究组也一直致力
于基于李雅普诺夫的量子控制方法的研究[14−19],不
但提出了完全确定的量子李雅普诺夫函数下不借助

外加扰动实现理想系统两个本征态间转移的控制律

设计方法[4], 而且提出了带有附加自由度的李雅普
诺夫控制方法, 并论证和比较了当前出现过的几种
纯态量子李雅普诺夫函数下的稳定化效果[15]. 基于
李雅普诺夫的方法还设计出无需迭代的量子系统最

优控制[16]、制备出叠加态[17]、提出最优纯态的量子

控制策略[18]、针对对角型李雅普诺夫函数, 利用不
变集原理提出了保证系统收敛的控制方案[19].
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与宏观控制系统相似,笔者认为量子控制系统也
分为两大类: 状态转移控制与轨迹跟踪. 在量子系统
的状态转移调控中,又可细分为纯态控制和一般态
控制.针对每一种控制问题都已经产生出多种不同
的控制策略.而每一种控制策略都具有自己的特性,
即适用范围及其局限性. 有计算量大小、求解及其
实现难易以及控制性能上的差异.所以一个完整的
量子系统控制过程实际上是一个选择合适的模型以

及合适的控制策略来达到期望目标的过程, 这就要
求设计者熟悉多种不同模型及其相关控制策略的特

点. 为此,本文专门对已经提出的几个具有代表性的
基于李雅普诺夫量子控制方法的特点进行分析综合

以及性能对比的研究.基于李雅普诺夫方法控制的
最大优势就是避免迭代求解, 不需要求解被控系统
的偏微分方程, 直接根据李雅普诺夫第二(间接)稳
定性定理来获得调控系统状态的控制律.这就使得
极快速的量子控制有可能实现. 一般而言对一个系
统进行控制器的设计,其前提是该系统必须是可控
的,否则对于任何系统输入其系统输出状态都将发
散,无论采用何种理论或方法对其进行控制器设计
都是徒劳的. 因此,在对任何系统进行控制器设计之
前,需要对被控系统的可控性进行研究,即先弄清楚
被控系统是否可控.系统可控性条件就是其研究成
果. 可控性研究的主要作用(或功能)就是给人们提
供了方便的判断被控系统是否可控的条件准则,仅
此而已, 它不参与任何控制器的设计.另一方面, 从
系统控制的角度来研究问题,由某个系统控制理论
所设计出的控制器能够使用的基本条件是: 在此控
制器的作用下,整个控制系统应当是稳定的;如果控
制系统不但稳定而且是收敛的,则说明在此控制器
的作用下, 系统的跟踪误差可达到0值.由于稳定性
只能保证系统的跟踪误差落在某个允许的小的范围

内,所以稳定性不保证收敛性,而收敛的系统一定是
稳定的. 从系统控制的角度来看,一个控制系统是否
为反馈(或闭环)控制, 主要取决于所设计出的控制
律的表达式是否是被控系统输出状态的函数,如果
控制律是系统输出状态的函数就是反馈控制,没有
就是一个开环控制.所以在量子系统控制中,就控制
系统结构图来分类也分为开环控制系统和闭环控制

系统两大类. 反馈控制是一种典型的闭环控制.实际
上,利用宏观控制理论所设计出的量子系统反馈控
制律也可以通过基于模型的数学表达式计算出系统

的输出状态,并设计出相应的反馈控制律.这种基于
模型的状态反馈控制的前提是被控系统的状态确实

能够按照模型进行演化,这意味着被控系统是一个
封闭量子系统,因为该情况下从模型获得系统状态
与实际被控系统输出是一致的. 封闭量子系统是指

与外界没有相互作用的理想量子系统.虽然所有的
量子系统的实现都涉及到开放量子系统,但很多量
子系统的实验由于其控制作用是在瞬间完成,与被
控系统相互作用的控制时间与消相干相比可以忽略

不计,系统的动力学演化被认为满足薛定谔方程或
刘维尔方程. 另一方面,在开放量子系统中,比较重
要的控制方法之一也是通过构造一个具有封闭量子

系统特性的无消相干子空间来设计控制器. 正是因
为如此,与宏观控制系统中线性、定常、时不变的理
想系统是最基本的被控系统一样,封闭量子系统的
控制也是开放量子系统控制的基础,是首先必须研
究透的量子系统的控制.本文所研究是封闭量子系
统中的基于李雅普诺夫的控制方法.

2 量量量子子子系系系统统统的的的状状状态态态驱驱驱动动动和和和轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪问问问题题题

(State steering and trajectory problems in
quantum systems)

2.1 量量量子子子被被被控控控系系系统统统模模模型型型的的的描描描述述述(Description of
controlled system modeling)
与宏观系统控制的方式相似, 在量子系统控制

中, 可以有多种描述被控系统模型和控制问题的方
式. 系统模型可以采用薛定谔方程或刘维尔方程. 具
体到某个被控系统是采用哪种模型表示, 应取决于
所要解决的控制问题.相对于刘维尔方程,采用波函
数作为变量的薛定谔方程相对简单, 但它只能对纯
态进行调控,不能对混合态进行调控.而采用密度矩
阵作为变量的刘维尔方程没有此限制.考虑双线性
哈密顿量的控制系统

∂

∂t
ρ̂(t) = −i[Ĥ0 +

M∑
m=1

fmĤm, ρ̂(t)], (1)

其中: Ĥ0是系统(自由)内部哈密顿量, Ĥm是(控制)
外部哈密顿量, 假定Ĥ0与Ĥm均独立于时间; fm(t)
是一个允许的外部控制场, 它是实数. 为了简单起
见,取普朗克常数~ = 1,而将其忽略.

一个哈密顿系统的演化是幺正的. 一个纯态幺
正控制问题常常用希尔伯特空间的波函数所遵循的

薛定尔方程的演化来描述为

∂

∂t
|ψ〉 = −i(Ĥ0 +

M∑
m=1

fmĤm) |ψ〉 . (2)

当对系统状态在纯态之间进行调控时, 波函数
所描述的式(2)等价于采用密度算符描述形式,因为
有ρ̂(t) = |ψ〉〈ψ|. 但是式(2)不适用于混合态,这也是
式(2)的适用范围.需要指出的是,尽管可以将系统模
型(2)看作模型(1)的一种特殊情况,但在具体的研究
中,纯态情况下往往可以得到一些更为直观,简洁的
结论,且时常可以为模型(1)的研究提供一些启发性
的思路.
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2.2 量量量子子子系系系统统统控控控制制制问问问题题题的的的描描描述述述(Description of
control problems in quantum systems)
从系统控制的角度来看, 根据系统控制理论设

计出控制律的最大优势就在于: 可以通过理论来设
计控制律并确定其中的所有参数而不是靠实验调节

来获得最优控制律,使控制系统的实验获得最佳控
制效果,因此对实际系统实验具有指导意义.从这个
意义上来说, 控制律的设计最终都可以归结到寻求
最佳控制参数的问题上. 这在量子系统科学工程中
存在许多挑战: 1)一般情况下这不是一个凸优化问
题; 2) 寻优空间往往是无限维的: 控制范围被定义
在区间[0, tf ],也可能是无限的[0,∞)区间; 3)计算量
极大,因为涉及到偏微分方程的求解; 4)系统被控模
型常为非标准形式,很难求解; 5)系统被控模型的精
度不够.

减少无限维寻找空间的途径之一就是通过控制

参数来得到一个有限维里的控制解.这也是最常用
的处理手段, 对应的控制方案就是采用“平滑常数
函数逼近”. 参数化控制场的一般形式为

f(t) =
M∑

m=1

am cos(ωmt + φm),

其中: 控制参数am, ωm和φm就是需要通过系统控制

理论进行优化的参数.

量子系统最典型的控制问题是: 设计一组控制
函数fm(t)(m = 1, · · · ,M)使系统状态从一个给定
的初始态转移到一个期望的目标态. 在量子系统控
制中,常称为状态驱动或状态制备,也可以统称为状
态调控.此时,期望到达的目标态是固定的: ψf或ρf .
状态驱动的类型可以分别是纯态和一般态.

从系统控制的角度来说, 对一个系统状态的调
控,一般是指所设计出的控制律能够完成从任意初
态驱动到期望的目标态, 并能够最终稳定在该目标
态上的控制.结合量子系统本身的特性,对量子系统
状态的控制问题,从严格意义上来说,仅能够稳定到
系统的稳态,也就是本征态. 对于系统的非稳态的调
控,只能说将目标态稳定在其自行演化的轨道上.

更进一步,如果期望的目标态不仅仅是一个固定
的纯态, 而是一个随时间变化的函数, 此时只能采
用密度矩阵表示的刘维尔方程来描述. 这里又可分
为两种情况: 一是目标态是一个自由演化方程, 满
足ρ̇f(t) = −i[H0, ρf(t)], 另一种情况是目标态为一
个随时间变化的任意函数: ρf(t) = f(t).

量子系统一般的控制问题是: 设计一组控制函
数fm(t)(m = 1, · · · ,M)使系统从其初始状态ρ0收

敛到期望的目标态ρf . 既然一个哈密顿系统的演化
是幺正的,所以其状态ρ(t)的频谱是时不变的,或等
价于tr [ρn(t)] = tr [ρn

0 (t)] , ∀n ∈ 1, · · · , N . 因此为

了保证目标态ρf的可达性, 必须要求ρ0与ρf具有相

同的频谱(或熵),且系统是密度矩阵可控.如果ρ0与

ρf的熵不同,可以通过最小化它们之间的距离‖ρ(t)
− ρf(t)‖来达到目标.

可 以 分 析 出, 只 要 ρf与 Ĥ0是 对 易 的, 即
[Ĥ0, ρf(0)] = 0成立, 那么ρf就是固定的. 因此量子
态的控制问题对大多数目标态而言, 就是一个状态
调控问题.而对于非固定目标态ρf(t)的控制问题就
是轨迹跟踪问题: 寻找一个控制f(t)使初始态ρ0的

轨迹在外加控制作用下的演化渐进收敛到一个目标

轨迹ρf(t)上. 在量子系统的状态跟踪中,可能涉及到
轨迹跟踪与轨道跟踪问题. 有人认为ρ(t)本身是个
轨迹,而目标态ρf运行在自身的一个轨道上. 轨道上
的路径在量子态上表现出的是全局相位, 其变化对
态的幅值没有影响,所以在状态控制过程中一般不
予以考虑.轨迹ρ(t)是一个随时间变化的函数,是控
制律可以影响的被控量.

3 基基基于于于李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫量量量子子子控控控制制制方方方法法法的的的特特特性性性

分分分析析析(Characteristic analysis of Lyapunov-
based quantum control method)
现实世界中的实际系统往往是复杂的、非线性

的, 大多数情况下很难精确解出表征系统动力学特
性的非线性方程的解. 系统控制理论是根据一些数
学上可以使用的分析工具, 在不需要对其进行精确
求解的情况下, 仅通过对这些非线性被控系统的行
为及其动力学特性进行分析来获得控制系统的信

息.

基于李雅普诺夫控制的基本思想是: 基于李雅
普诺夫有关的稳定性定理, 对于一个自治的动力学
量子系统X =f(x),构造一个李雅普诺夫函数V (x):
它是一个定义在相空间Ω = (x)上的可微标量函数,
且∀x ∈ Ω, 有V (x) > 0. 利用确保系统稳定性的
条件V̇ (x) 6 0,来求解此式成立情况下系统的控制
律.所以基于李雅普诺夫控制方法设计的关键是李
雅普诺夫函数V (x)的构造.因为如果V (x)构造的不
合适,得不到V̇ (x) 6 0,则设计失败. 只要能够构造
出一个V (x) > 0, 同时能够得到V̇ (x) 6 0, 就能够
成功的设计出一个基于李雅普诺夫方法的控制律.
必须强调的是, 从系统控制理论的角度来看李雅普
诺夫稳定性定理所给出的条件只是一个充分条件,
不是必要条件,换句话说,找不到合适V (x) > 0,使
V̇ (x) 6 0,不能说系统就一定不稳定,最多只能说基
于李雅普诺夫的设计方法对该系统不适用.

在量子系统控制中,李雅普诺夫函数的选取主要
有3种[19]:

1) 状态距离[20]

V1 = (1− |〈ψf | ψ〉|2). (3)
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2) 状态投影(平均值)[21]

V2 = 〈ψ |P | ψ〉 . (4)

3) 状态误差[14]

V3 = 〈ψ − ψf |ψ − ψf〉 . (5)

系统控制理论告诉我们:对于稳定量子系统其状
态轨迹的路径朝系统能量下降方向移动并停止在能

量的极小值上. 李雅普诺夫函数实际上就是一种能
量函数. 由于该方法引入李雅普诺夫函数V (x), 且
在保证系统稳定条件下的控制设计是通过求李雅

普诺夫函数对时间的一阶导数并令V̇ (x) = 0来求
得控制律,其方法等价于构造一个与李雅普诺夫函
数相同的性能指标,通过求其最小情况下的控制函
数. 从这个角度上说, 基于李雅普诺夫方法的控制
就是一种最优控制,这就是李雅普诺夫函数与最优
控制性能指标之间的关系.知道了李雅普诺夫函数
的物理意义,有助于人们选择合适的李雅普诺夫函
数. 具体到上述常用的3种李雅普诺夫函数,所求出
的控制律就是当系统性能指标分别取式(3)、式(4)或
式(5)情况下,同时满足被控系统方程约束情况下的
最优控制律.由于所选取的李雅普诺夫函数作为的
性能指标的有效范围是某个初始时刻到无穷大,而
不是像标准最优控制中的性能指标的积分取之范

围为某个初始时刻到给定的一个终态时刻[t0, tf ],因
此,采用李雅普诺夫方法不用进行黎卡提方程迭代,
而是根据确保系统稳定的条件就可以直接获得控制

律的表达式. 根据控制律的表达式可以很容易地获
得任意终态时刻的系统状态. 这也是基于李雅普诺
夫控制进行量子状态控制设计的最大优势所在.

从另一方面来看,基于李雅普诺夫方法的控制存
在明显的缺点: 其一,它是局部寻优控制器,不是全
局寻优控制设计.这是由于李雅普诺夫函数的构造
要求V (x) > 0为单调的,并且对李雅普诺夫函数求
时间导数(即梯度)的算法本身为局部寻优算法所造
成的: 当期望目标态不在寻优的李雅普诺夫函数范
围内,系统将永远达不到期望目标.由于一般量子系
统都是由多个本征态构成的, 而每个本征态都是一
个稳定的平衡状态. 对于这种多平衡态构成的多极
值求最优控制问题,采用基于仅适用于单极值的李
雅普诺夫方法必然导致不是所有的本征目标态都能

达到. 第2个缺点是,即使是目标态落在局部寻优李
雅普诺夫函数的范围内,也不能保证所设计出的控
制一定能够驱动状态从初始态收敛到目标态. 这也
是由于李雅普诺夫设计方法本身造成的, 因为它是
稳定控制不是收敛控制.从系统控制理论角度上看
稳定控制只能保证系统被控状态收敛到平衡态的一

个小的误差范围内,即被控态与期望态之间存在一
个误差. 既然基于李雅普诺夫方法的控制只是一种

稳定控制,它从本质上决定了不能保证将系统的状
态一定调整到目标态上.

4 基基基于于于李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫方方方法法法的的的量量量子子子系系系统统统控控控制制制

的的的设设设计计计(Design of quantum system control
based on Lyapunov method)
尽管基于李雅普诺夫控制的设计过程比较简单,

但其本身所存在的一些不足使得人们在具体量子

系统控制的应用中遇到一些困难.对此,人们结合量
子系统本身所具有的特点,针对不同的设计目标,已
经提出几种行之有效的改进方案来解决所遇到的问

题.下面针对不同的改进方案的设计思想,所能解决
的问题及其物理意义等进行剖析.

4.1 本本本征征征态态态的的的制制制备备备与与与调调调控控控(Preparation and manip-
ulation of eigenstate)
本征态是系统的稳定态,实际上是也经典态和量

子系统在测量情况下的塌缩态. 相对来说对此状态
的调控研究要简单点, 这也是人们最早开始研究基
于李雅普诺夫的方法进行控制器设计的情况. 不过,
第3节中有关基于李雅普诺夫方法的缺点在对本征
态的制备与调控中表现得十分突出.

1) 李雅普诺夫函数为状态距离情况.

此时采用波函数的|ψ〉的薛定谔方程为被控系
统模型: i|ψ̇〉 = H|ψ〉, 李雅普诺夫函数为式(3):
V1 = (1− |〈ψf |.ψ〉|2),其物理意义为: |〈ψf |.ψ〉|2表示
系统状态|ψ〉到目标态|ψf〉的转移概率,一般称之为
状态距离, 因为当|ψ〉完全被驱动到|ψf〉时, 即|ψ〉 =
|ψf〉,有|〈ψf |.ψ〉|2 = 1成立,且V1(|ψf〉) = 0,所以满
足V1 > 0,即V1是个单调递减函数.

在选择状态距离为李雅普诺夫函数的情况下,所
能够解决的问题为状态转移.

利用式(3)进行量子状态转移调控的适用范围是:
仅限于初始态与目标态均为本征态的情况. 这主要
是因为在对本征态的制备与调控中进行控制器设计

时,利用了系统的另外一个关系恒等式,那就是本征
方程式: H0 |ψf〉 = λf |ψf〉. 即使这样,所设计出的控
制律也还存在如下问题: i)不是所有的本征态之间
都能进行状态转移调控,存在不可控的本征态. 可能
出现的情况是: 系统在控制律的作用下稳定到一个
平衡态, 但此平衡态不是期望的目标态. ii) 当初始
态与目标态相互正交时, 导致初始控制量为零而无
法进行调控.

对上述两个问题常用的解决方案有两种: 通过
增加一个附加控制量ωI . 这种做法相当于给被控
系统状态增加了一个全局相位, 且定义当控制量的
幅值为零时, 其相位为零. 在量子系统中, 全局相
位不影响的系统状态的观测效果,所以在被控系统
中附加控制量ωI不会影响对原系统的控制结果.对
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第2)个问题的另一种解决方案为: 对初始控制量增
加一个微量扰动量来使u(0) 6= 0. 当采用第1种改进
方案时,被控系统方程(2)变为

i|ψ̇〉 = (H0 +
m∑

k=1

Hkuk(t)+ωI) |ψ〉 . (6a)

通过对所选取的李雅普诺夫函数V1 = (1 −
|〈ψf |ψ〉|2)对时间求一阶导数,可得

V̇1 = −2
m∑

k=1

=(〈ψf |Hk |ψ〉)uk −
2=(〈ψf | (H0 + ωI) |ψ〉) =

−2
m∑

k=1

=(〈ψf |Hk |ψ〉)uk −
2 (λf + ω)=(〈ψf | ψ〉), (6b)

其中=为算符的虚部.通过取

λf + ω = K0f0 (=(〈ψf | ψ〉)) ,

即

ω = K · f(=(〈ψf | ψ〉))− λf ,

可以保证V̇1 6 0,在此情况下,系统的控制律为

uk =Kkfk(=(〈ψf |Hk |ψ〉)), k=1, · · · ,m, (6c)

其中Kk > 0(k = 0, 1, 2, · · · ,m).

只要所选取函数fk(xk) = yk的图像单调过平面

xk − yk的原点, 且位于第1或3象限构成控制律uk

即能够保证系统稳定,换句话说,控制律uk有多种选

择,不唯一.

2) 李雅普诺夫函数为观测状态的投影(平均
值)情况.

此时李雅普诺夫函数选为V2 = 〈ψ |P | ψ〉,其中
P为一个观测矩阵,也称为“虚拟力学量”. 一般设

计时取P = H0 =
N∑

i=1

pi |λi〉 〈λi|, pi代表矩阵P的对

角线上的元素. 已经证明[20], 对于本征态的制备与
调控选取P的公式为

P = −ρf = − |ψf〉 〈ψf | . (7a)

式(7a)实际上是将期望的目标态选为V2的最小值.因
此, 只要V2是单调的, 不论初始状态为何值,在收敛
的、可实现的控制律的作用下, 系统将收敛到V2的

最小值:期望的目标态.

通过分析可知V2也是一个单调递减函数. 由于
在选取V2 = 〈ψ |P | ψ〉情况下所采用的还是波函数
为状态变量, 所以对系统的状态控制也仅适用于初
始态与目标态均为本征态的情况. 由于在V2中多了

一个可调矩阵P ,设计者可以通过对P值的设计来使

得系统在控制律的作用下,收敛到期望的目标态,从
而避免选择V1时可能出现的第1)个问题.不过,与取
V1 = (1 − |〈ψf | ψ〉|2)时所可能遇到的相同问题是:
当初始态与目标态相互正交时, u(0) = 0, 导致控

制量为零而无法进行调控.此时可以采用的解决方
案同样是: 对初始控制量增加一个微量扰动量来使
u(0) 6= 0.

通过对所选取的李雅普诺夫函数V2 = 〈ψ|P |ψ〉
对时间求一阶导数,可得

V̇2 = −〈ψ̇|P |ψ〉 − 〈ψ|P |ψ̇〉 =

−i 〈ψ| (H0 +
m∑

k=1

Hkuk)P |ψ〉−

i 〈ψ|P (H0 +
m∑

k=1

Hkuk) |ψ〉 =

−i 〈ψ| [H0, P ] |ψ〉 − i 〈ψ|
m∑

k−1

[Hk, P ]uk|ψ〉 =

−i 〈ψ| [H0, P ] |ψ〉 − i
m∑

k=1

〈ψ| [Hk, P ] |ψ〉uk.

(7b)
通过选择P满足[H0, P ] = 0, 可以获得保证V̇2

6 0的情况下控制律的形式为

uk = Kkfk( i 〈ψ| [Hk, P ] |ψ〉), k = 1, · · · ,m,

(7c)
其中参数Kk >0(k=0, 1, 2, · · · ,m)及其函数fk(xk)
选择原则与V1情况时相同.

3) 李雅普诺夫函数为状态误差情况.

此时李雅普诺夫函数的选择又可以分为两种:

① V3 =
1
2
〈ψ − ψf |ψ − ψf〉,

② V4 =
1
2
(x− xf)′P (x− xf).

两者均为一个单调减函数, 且当取P = I时, ②
中的V4变为①中的V3. 由于V3和V4都是关于状态误

差的李雅普诺夫函数, 所以从系统控制理论的角度
上说, 这两种李雅普诺夫函数应当可以被应用在被
控系统的状态跟踪中. 当然也能应用来进行本征态
的制备和驱动,不过此时在V1和V2可能出现的问题

同样可能出现在V3和V4中.

需要强调的是: 在对V2和V4的设计中,由于多了
个P的设计问题, 所以是否能够驱动状态到达期望
的目标态, 完全取决于P的构造(也就是V的构造).
因此系统控制的关键问题又转变成: 寻找一种构造
P的方法, 使V不仅仅使系统稳定, 同时使系统收
敛. 解决上述关键问题的条件为: 1) V必须是单调

的; 2)目标态对应于李雅普诺夫函数的最小值点,即
V (ψf) = min; 3) V̇ 6 0.

理论上已经证明V1与V3是等价的
[15], 也就是说,

V3的应用价值是被限制在纯态范围的. 所以最有价
值的李雅普诺夫函数应当是V4形式.

4.2 叠叠叠加加加态态态的的的制制制备备备与与与调调调控控控(Preparation and manip-
ulation of superposition state)
量子系统中的叠加态是由本征态的叠加生成,纯

态包含本证态和叠加态, 可以用状态变量为波函数
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的薛定谔方程来描述, 所以对于叠加态制备中的李
雅普诺夫函数的选择,原则上说V1至V4形式均可用,
但控制器的设计过程与本征态不同.由于调控的状
态是叠加态, 使得李雅普诺夫函数对时间的一阶导
数由原来调控本征态时的齐次方程变为带有漂移项

的非齐次方程,这使得控制律的求解变得困难.具体
的由对V3的对时间的一阶导数

V̇3 =−2
m∑

k=1

=(〈ψf |Hk|ψ〉)uk −
2=(〈ψf |(H0)|ψ〉) (8)

可以看出:当目标态ψf不是本征态时, V̇3右边的第2
项的符号是不确定的, 也就是说无法设计出保证V̇3

6 0的控制律来.

通过量子力学的基本概念以及有关量子系统控

制的研究,笔者发现在量子系统控制中可以借用量
子力学中的一个很重要的数学处理方式来解决一些

棘手问题,那就是系统模型的坐标变换.通过同样精
心地选择与设计,可以得到一个合适的李雅普诺夫
函数, 并使其一阶导数较容易被判断出其正负符号
来.

在叠加态的制备与调控中解决出现漂移问题的

方法是: 通过将被控系统变换到一个由e−itλn |ψ〉给
定的旋转框架(rotating frame, RF)上, 其中{|ψ〉 :
n = 1, · · · , N = dim H}是由H0的本征值为λn的

本征态|ψ〉组成的H的一个基,且有H0|ψ〉 = λn|ψ〉.
令U(t) = exp(−itH0), 旋转框架中的动力学就
是由新的(相互作用图景)哈密顿量操控: Ak(t) =
eiH0tHke−iH0t,通过此变换可以将漂移项消掉.

现以V3为例,根据所采取的解决办法,在设计中
需要进行幺正变换|ψ(t)〉 = U(t)|ψ̃(t)〉,其中

U = diag{e−iλ1t, e−iλ2t, · · · , e−iλnt}. (9)

由此可得变换后的系统为

i| ˙̃
ψ〉 = (H̃0 +

m∑
k=1

H̃kuk(t)− Λ)|ψ̃〉,

其中: Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, H̃0 = U+H0U ,
H̃k = U+HkU . 由于所采用的坐标变换实际上是
不同基底的坐标旋转, 在量子系统中, 系统的描述
都是在选择不同基底的表象中进行的描述, 基底选
择的不同,导致所描述的系统的形式是不同的,但变
换前后的两个系统所具有的状态的动态特性是相同

的. 所以对于给定的一个系统,在进行了坐标变换后
所得到的另一个表象中的系统,对变换后的系统从
状态|ψ̃0〉到|ψ̃f〉的调控,等价于对变换前的系统从状
态|ψ0〉到|ψf〉的调控.另一方面,通过坐标变换, V3的

对时间的一阶导数变为

V̇3 =

〈ψ̃|(−iH̃0 − i
m∑

k=1

H̃kuk(t) + iΛ)+|ψ̃ − ψ̃f〉+

〈ψ̃ − ψ̃f |(−iH̃0 − i
m∑

k=1

H̃kuk(t) + iΛ)|ψ̃〉 =

2=(〈ψ̃|
m∑

k=1

H̃kuk(t)|ψ̃〉)−

2=(〈ψ̃f |(H̃0 +
m∑

k=1

H̃kuk(t)− Λ)|ψ̃〉) =

−2=(〈ψ̃f − ψ̃|
m∑

k=1

H̃kuk(t)|ψ̃〉)−

2=(〈ψ̃f |(H̃0 − Λ)|ψ̃〉) =

−2
m∑

k=1

uk(t)=(〈ψ̃f − ψ̃|H̃k|ψ̃〉). (10)

所以有V̇3 6 0成立.

相应的控制律为

uk = Kk=(〈ψf − ψ|H̃k|ψ〉). (11)

对于包括叠加态在内的纯态调控,不论选择V3还

是V4,控制律是相同的. 实际上能否调控到期望的目
标态, 主要是要取决于合适的P的构造来保证系统

的收敛性.

4.3 混混混合合合态态态的的的制制制备备备与与与调调调控控控(Preparation and manip-
ulation of mixed-state)
如果说纯态的调控是对单位球面上点的调控,那

么, 由密度矩阵所表示的刘维尔方程的状态调控就
是扩大到了包括小于单位球面的内部球上点的调

控.这将导致密度矩阵非对角线上元素出现零的情
形,即出现系统状态相干性的缺失.在进行混合态的
制备、调控与跟踪中, 由于系统状态本身的情况变
得复杂化,同样存在控制律的设计过程中,李雅普诺
夫函数对时间的一阶导数符号的正负性不易确定的

问题.所以,借助于量子物理中常用的关键技术处理
手段, 需要根据量子力学系统所具有的全局相位不
具有观测效应的性质,结合具体被控系统自身特性,
通过适当变换将系统的状态“旋转”到目标态所在

的坐标系上; 将动点跟踪问题转变为不动点的调节
问题,并以此方式将李雅普诺夫函数一阶导数中的
不确定值项变为具有确定正负判定值的项.初步研
究结果表明, 量子纯态与混合态的制备、调控与跟
踪也存在数学关系上处理的共性. 另外,量子态的跟
踪问题也是与宏观世界系统的跟踪问题一样, 可以
根据系统的调控原理通过适当数学上的技术处理,
将其变换成调节问题.

混合态的产生有两个原因:其一是量子系统与环
境相互作用,出现耗散现象,此时密度矩阵的演化不
再是幺正的; 另一个原因是大量处于不同纯态的同
种粒子的非相干混合,即统计平均上的混合,从这样
的纯态序列系综来看一个给定的混合态, 就是将这
些纯态密度矩阵按给定的概率非相干叠加, 成为一
个单一的混合态矩阵. 本文仅研究不受环境影响的
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封闭量子系统,因此所讨论的混合态均指系综混合
态. 混合态的调控只能采用密度矩阵形式的刘维尔
方程. 不过其中包含了对纯态的调控:本征态和叠加
态. 仅就单个粒子混合态的调控来看,其几何意义可
以解释为在单位圆内的某个圆上的量子态的调控.
对于封闭量子系统,其纯态的调控为单位圆上的量
子态的调控.

一般情况下所谓的混合态的制备与调控只能是

从混合初始态到混合目标态的调控.通俗简单的解
释就是: 你只能在小于单位1的球中,在与初始混合
态所在的同一个圆上进行其他混合终态的调控.对
于混合态的制备与调控,情况比较复杂: 除了在控制
器设计方面就有许多需要考虑的因素以外, 一般需
要根据目标态本身的情况分成两种情况分别对待.

情情情况况况 1 如果目标态是本征态的统计非相干混

合,即ρ̂f =
N∑

n=1

wn |n〉 〈n|,则ρ̂f是不随时间变化的固

定目标态,例如

ρ̂f = |0〉 1
4
〈0|+ |1〉 3

4
〈1| = 1

4

(
1 0
0 3

)
.

在这种情况下,目标态矩阵所有非对角元素都是0.

情情情况况况 2 如果目标态矩阵中的非对角元素不全

为0,这也是混合态的一种情况,例如ρ̂f = |1〉 1
2
〈1|+

(
√

2
2
|0〉+

√
2

2
|1〉)1

2
(
√

2
2
〈0|+

√
2

2
〈1|) =

1
4

(
1 1
1 3

)
.

在这种情况下,本征态ρ̂f(t)事实上已不再是固定的,
而是在Ĥ0的作用下依照刘维尔–冯诺依曼方程演

化: i
∂

∂t
ρ̂f(t) = [Ĥ0, ρ̂f(t)]. 此刻目标态是一个随

时间变化的函数, 控制问题成为一个轨迹跟踪问
题. 从系统控制的角度来看: 轨迹跟踪问题通过
适当变换, 可以转变其为状态驱动问题. 为了达到
这个目的, 可以首先对系统算符ρ̂(t)实施一个幺正
变换: ρ̂(t) = U(t)ρ̃(t)U †(t). 对期望目标态 ρ̂f(t)也
要进行同样的幺正变换: ρ̂f(t) = U(t)ρ̃fU

†(t),其中:
ρ̃f是一个固定的目标态, U(t) = diag{e−iE1t, e−iE2t,

· · · , e−iEN t}, 并且Ei(i = 1, · · · , N)满足 Ĥ0 =
diag{E1, E2, · · · , EN}. 由于所进行的变换是幺正
的, 因此ρ̂(t)和ρ̃(t)具有相同的布居数. 以这样的方
式,控制系统(1)的状态跟踪一个时变的目标态ρ̂f(t)
的问题等价于驱动变换后系统的状态转移到固定目

标态ρ̃f的问题.

对于密度矩阵形式的李雅普诺夫函数可以选择

V5 =
1
2
(〈ρ− ρf |P |ρ− ρf〉), 此式相当于纯态定义

中的V3. 密度矩阵的另外两种形式的李雅普诺夫函
数为:

V6 = tr{ρρf} = 〈ρf〉,

V7 =
1
2
tr{(ρ− ρf)2} = tr(ρ2

f
)− tr(ρρf),

其中: V7中的终态为纯态时, tr(ρ2
f
) = 1,有V6 = V7.

可以证明: V5, V6和V7都是等价的,所以常取
V = tr(Pρ). (12)

在混合态本身的特性了解清楚并进行了相应的

处理后,可以按照已经在4.1和4.2中叙述过的有关基
于李雅普诺夫方法进行控制器的设计.这里不再赘
述.

如果混合态的调控情况不是出现在单位球内部

的同一个半径上,在此说两个极端的情况: 一种是从
任意纯态到给定的期望的目标混合态的调控,即从
单位球面上的初始态转移到球内部的某个目标态;
另一种是从单位球内的某个初始混合态转移到球表

面的某个目标纯态,即混合态的纯化. 这两种情况下
的混合态调控问题的解决方案简述如下: 对于从任
意纯态到给定的期望的目标混合态的调控,所采取
的量子调控策略要复杂的多[21],最复杂的情况下需
要采用3步调控来实现. 第1步为本征态的制备: 将
被控系统状态由给定的任意叠加态驱动到系统的一

个本征态(如果初始态是个本征态,此步省略),可采
用4.1节中的方法; 第2步将获得的本征态驱动到非
对角元素不为零的混合态, 在这一步中需要借助一
个辅助系统, 该辅助系统的状态处在混合态上. 通
过将辅助系统与被控系统相互作用构成一个复合系

统.通过设计一个基于李雅普诺夫的控制器,使复合
系统从被控系统的本征初态驱动到辅助系统的期望

混合态上. 如果期望目标态是矩阵非对角元素为零
的混合态,则需要进行第3步的操控:将第2步得到的
矩阵非对角元素不为零的混合态驱动到期望的混合

态. 此种情况下需要注意的是: 作为第2步的矩阵非
对角元素不为零的混合态不能随便选,它必须是与
目标混合态在同一个半径球面上的混合态. 对于混
合态纯化问题的控制策略,只需要设计最多两步控
制器[22]: 第1步只要将纯态到混合态调控中的第2步
方案反过来做即可,也就是借助一个状态处在某个
本征态的辅助系统,通过将辅助系统与被控系统相
互作用构成一个复合系统.设计一个基于李雅普诺
夫的控制器, 使复合系统从被控系统的混合初态驱
动到辅助系统的本征态上. 然后, 再利用4.1节中的
方法,将系统状态转移到期望的纯态上.

5 总总总结结结(Conclusion)
已有的研究经验表明,采用基于李雅普诺夫的控

制方法对不同量子态的制备和跟踪, 从设计过程上
所表现出的不同点就是在对李雅普诺夫函数对时间

的一阶导数符号的判断上. 从系统控制的角度来看,
基于李雅普诺夫的控制方法的最大优点就是不需要

通过求解复杂的系统方程, 就能够获得系统是否稳
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定的判断, 而对系统状态调控的控制律就是通过利
用此判断条件进行设计的,所以设计简单. 但同时将
设计难点转移到判断条件的获得上. 量子系统的操
作中有关坐标旋转技术是物理和化学家们在求解物

理微分时常用的一种处理手段, 把它引入到基于李
雅普诺夫的控制方法中,虽然目的不同,但能够达到
相同的效果,这一点在已进行的研究中得到证实.

虽然基于李雅普诺夫方法所设计出的控制律中

用到了系统的输出状态,从系统控制的角度来看,此
控制律是反馈控制,此类系统控制结构应当是一个
闭环控制系统.但是,由于目前真正采用测量来获得
的系统输出状态的闭环反馈控制在量子系统的实现

中存在困难,所以大部分实验还是开环控制.在不少
文献中常出现这样的论述: 闭环系统仿真,开环控制
实现. 实际上,理论上所设计的反馈控制律是可以在
实际中通过对理想的封闭量子系统模型进行求解来

获得其输出作为控制律所需的状态变量来实现. 考
虑到目前所存在着实验中的系统输出状态的获取问

题,不论是在系统仿真实验还是在实际装置的系统
实验中,都将利用系统方程的求解来获取输出状态,
将其称为“带有状态反馈的程序控制”. 此种控制
可实现的前提是被控系统的方程与实际系统状态演

化的一致性. 换言之,能够被精确描述的封闭量子系
统是可以满足此条件的.

本文主要就封闭量子系统中纯态和混合态的状

态调控进行了研究.有关相干态与纠缠态的制备与
保持涉及到开放量子系统的控制,以及有关李雅普
诺夫控制方法的收敛性问题,将另文作专门研究.
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