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摘要:无人直升机模型阶数比较高,设计常规反步控制器面临繁琐的对虚拟控制输入信号求导过程. 针对此问
题,设计了一种基于滤波器的反步控制方法. 该方法通过滤波器而非直接解析地对虚拟控制量进行求导,从而显著
简化了反步控制律的计算过程. 在滤波器设计过程中,通过限制中间虚拟控制信号的幅值,变化速率以及带宽,以
满足系统对状态变量及控制输入信号的约束要求. 李雅普诺夫稳定性分析证明了直升机补偿跟踪误差全局指数稳
定. 仿真研究验证了该方法的有效性.
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Trajectory-tracking control for
small unmanned helicopter with state constraints
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Abstract: Because of the high order of the unmanned helicopter’s model, it is very complicated and tedious to calculate
derivatives of the virtual control signal in standard backstepping. This paper designs a filtering backstepping controller
which uses a filter to calculate the derivatives of the virtual control signal, instead of using the analytical differentiation.
Thus, it significantly simplifies the backstepping implementation. In the process of filter design, requirements on system
states and control constraints can be satisfied by limiting the magnitude, rate and bandwidth of the virtual control sig-
nals. The exponential stability of the compensated tracking errors is proved by using Lyapunov theory. Simulation results
illustrate the efficacy of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
相对于传统的固定翼飞机,无人直升机具有许多

独特的优势,例如:垂直起降、悬停或者以极慢的速
度飞行、超低空飞行、定点转向等. 然而, 无人直升
机自身是一个非线性、强耦合、不稳定的欠驱动系

统,所以设计出合适的飞行控制器成了一个很具挑
战性的研究领域[1].
近年来, 研究人员为无人直升机设计了许多不

同的线性控制方法, 比如PID控制[2]、LQR[3]以及线

性H∞控制[4–5]等. 这些线性控制方法忽略了直升机
强耦合、非线性等特性, 只能保证直升机在设定平
衡点附近的飞行性能,当飞行离开设定平衡点时,直
升机性能急剧下降甚至不稳定.
为了克服上述线性控制方法的不足, 许多不同

的非线性控制方法被采用,比如反馈线性化[6]、动态

逆[7]、自适应[8]、智能控制[9–10]、滑模控制[11]以及反

步法[12]等. 其中文献 [12]中Mahony等使用的反步法
由于设计步骤系统直观, 同时它能有效避免对消掉
系统中有用的非线性项,所以很受研究人员的青睐.
然而, 反步法递推过程中需要不断对虚拟控制信号
求导,由文献 [12]可以看出,对于无人直升机这种模
型阶数比较高的系统, 计算过程变得非常繁琐. 另
外, 从实际应用的角度出发, 有时需要对直升机的
状态,特别是姿态及姿态角速度进行限幅,例如利用
无人直升机检查工厂烟囱时, 为了便于机载摄像头
对焦,无人机的姿态角及角速度变化范围不能太大.
同时还要避免系统反馈控制信号过大引起执行器饱

和.这些问题Mahony等在文献[12]中均没有考虑.

本文针对前述无人直升机反步控制方法的不足,
设计了一种基于滤波器反步法的飞行控制器, 该方
法避免了反步法递推过程中对中间虚拟控制信号繁

琐的求导过程, 大大简化了控制器设计.同时, 该方
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法考虑了无人直升机状态及控制输入受约束问题.
并基于李雅普诺夫稳定性理论,证明了补偿跟踪误
差全局指数稳定.

2 无无无人人人直直直升升升机机机模模模型型型(Unmanned helicopter
model)
小型无人直升机受到重力、空气动力和旋翼力

的作用, 可以视为在三维空间内的刚体运动. ξ =
[x y z]T和V = [u v w]T分别为直升机重心在惯性
坐标系下的位置和速度.直升机机体质心上受到的
合力及合力矩分别表示为f b和τ b, m为直升机质量,
I ∈ R3×3为直升机自身惯性矩阵. 根据牛顿欧拉方
程,可得直升机刚体运动方程为

ξ̇ = V, (1)

mV̇ = R(η)f b, (2)

Ṙ(η) = R(η)sk(Ω), (3)

IΩ̇ = −sk(Ω)(IΩ) + τ b. (4)

其中: Ω = (p, q, r)T表示相对于机体坐标系下的角
速度向量, sk(·)为斜对称矩阵, 欧拉角向量η = (ϕ,

θ, ψ)T分别表示滚转角、俯仰角和偏航角. 机体坐标
系到惯性坐标系的旋转矩阵R(η)可表示为

R(η)=




cθcψ sϕsθcψ−cϕsψ cϕsθcψ+sϕsψ

cθsψ sϕsθsψ+cϕcψ cϕsθsψ−sϕcψ

−sθ sϕcθ cϕcθ


 , (5)

式中c(·), s(·)分别表示cos(·), sin(·).

参考文献 [6, 13]的模型简化方法, 设TM和TT分

别表示主旋翼和尾旋翼产生的总的推力, a和b分别

为主旋翼的纵向和横向挥舞角. 记~TM和~TT分别为主

旋翼和尾旋翼产生的作用于机体坐标系上的空气动

力向量,则

~TM =




XM

YM

ZM


=



−sacb

casb

−cacb


TM≈



−a

b

−1


TM. (6)

在挥舞角较小的情况下, 上式中应用了近似表达式
cos(·) ≈ 1, sin(·) ≈ (·).

~TT = [0 YT 0]T = [0 − 1 0]TTT, (7)

所以,机体受到的总外力

f b =




XM

YM + YT

ZM


 + R(η)T




0
0

mg


 . (8)

当直升机低速飞行时,挥舞角a和b较小,所以XM ≈
0, YM与YT近似相消,从而

f b = −TMe3 + R(η)T[0 0 mg]T, (9)

式中e3 = [0 0 1]T. 记~hM = (xm, ym, zm)T和~hT =
(xt, yt, zt)T分别为主旋翼、尾旋翼轴与直升机质心

在机体坐标系上的相对位置向量, 则~TM, ~TT产生的

力矩可分别表示为τ b
M = ~hM × ~TM和τ b

T = ~hT × ~TT.
从而直升机机体受到的总外力矩为

τ b = τM + τ b
M + τ b

T, (10)

其中: 



τM = [RM MM NM]T,

RM = cmb−QMsacb,

MM = cma + QMsbca,

NM = −QMcacb,

QM = CMT 1.5
M + DM .

(11)

上式中: cm是主旋翼刚度系数, QM为主旋翼反扭矩,
CM和DM为与主旋翼反扭矩计算相关的系数,前面
涉及的物理参数均可通过测量和实验的方法获取.
由方程式(6)−(11)可得

τ b = A(TM)vc + B(TM), (12)

式中: vc = (a, b, TT)T, A(TM) ∈ R3×3, B(TM) ∈
R3×1.

无人直升机实际控制输入为旋翼总距δcol、尾桨

距δtr、纵向周期变距δlon和横向周期变距δlat. 在低
速飞行的情况下,有如下近似方程[14]:

TM = cM1δcol + cM3δ
3
col,

TT = cT1δtr + cT3δ
3
tr,

a = −δlon, b = δlat.

在后文中, 为简单起见, 将直接视[TM TT a b]为直
升机的控制输入量.

3 基基基于于于滤滤滤波波波反反反步步步法法法的的的轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制(Trajec-
tory tracking control via filtering backstep-
ping)

3.1 滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Filter design)
为了避免直接对理想中间虚拟控制信号x0

c解析

求导, 本文将使x0
c通过图1所示的滤波器滤波,从而

得到幅值、变化速率以及带宽均受约束的中间虚拟

控制信号xc及其导数ẋc. 该滤波器状态空间表示式
如下[15]:
[

q̇1(t)
q̇2(t)

]
=




q2

2ζωn(SR(
ω2

n

2ζωn

(SM(x0
c)−q1))−q2)


 ,

(13)[
xc

ẋc

]
=

[
q1

q2

]
, (14)

式中SM(·)和SR(·)分别表示幅值和变化速率受限函
数,其定义为

SM(x) =





M, x > M,

x, |x| < M,

−M, x 6 −M.
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SR定义与SM相似.

图 1 滤波器结构图

Fig. 1 The structure of filter

在受限函数SR和SM的线性变化区间内,滤波器
状态空间表示式为[

q̇1(t)
q̇2(t)

]
=

[
0 1
−ω2

n−2ζωn

][
q1

q2

]
+

[
0
ω2

n

]
x0

c , (15)

[
xc

ẋc

]
=

[
q1

q2

]
. (16)

很容易看出, 式(15)−(16)所示系统为线性稳定
系统. 所以, 当x0

c有界, 则xc, ẋc有界且连续. 从输入
信号x0

c到输出信号xc的传递函数为

Xc(s)
X0

c (s)
= H(s) =

ω2
n

s2 + 2ζωns + ω2
n

. (17)

从上式可知, 该传递函数阻尼比为ζ , 自然频
率为ωn. 在受限函数不起作用的情况下, 如果信
号x0

c的带宽低于H(s),那么误差|x0
c(t)− xc(t)|将会

很小. 假设已知x0
c带宽的情况下, 要得到xc和ẋc的

值,且保证|x0
c(t)− xc(t)|很小,只需选择足够大的自

然频率ωn.当受限函数有效时,误差项|x0
c(t)−xc(t)|

也是有界的,因为信号xc和x0
c都是有界的. 同时,由

于式(17)所示方程为稳定的线性低通滤波器, 所以
该方法可以大大减少测量噪声(高频信号)对xc, ẋc的

影响.

3.2 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制(Trajectory tracking control)
对于方程(1)−(9)所示直升机动力学模型, 本节

将要设计基于滤波器的反步控制,使其在状态和输
入受限的情况下,跟踪参考轨迹ξc及航向ψc. 具体控
制器设计过程分为如下几步:

Step 1 定义位置误差项

ξ̃ = ξ − ξc. (18)

对上式求导,并将方程式(1)代入,得
˙̃
ξ = V − ξ̇c. (19)

设计如下理想虚拟控制信号:

V 0
c = −k1ξ̃ + ξ̇c − ς2, (20)

式中ς2在第2步中定义.

让V 0
c 通过图1所示滤波器得到幅值,速率和带宽

均受约束的信号Vc及其导数V̇c.

定义补偿位置误差项

v1 = ξ̃ − ς1, (21)

其中ς1满足方程

ς̇1 = −k1ς1 + (Vc − V 0
c ), (22)

上式中k1为正常数, ς1(0) = 0.

Step 2 定义速度误差项

Ṽ = V − Vc. (23)

对上式求导并将式(2)(9)代入得
˙̃V = ge3 − 1

m
R(η)TMe3 − V̇c =

ge3 − 1
m

X − V̇c. (24)

设计如下理想虚拟控制信号:

X0
c = −m(−k2Ṽ + V̇c − ge3 − v1)− ς3, (25)

式中ς3在Step 3中定义.

让X0
c通过图1所示滤波器得到幅值,速率和带宽

均受约束的信号Xc及其导数Ẋc.

定义补偿误差项

v2 = Ṽ − ς2, (26)

其中ς2满足方程

ς̇2 = −k2ς2 − 1
m

(Xc −X0
c ), (27)

上式中k2为正常数, ς2(0) = 0.

Step 3 定义误差项

X̃ = X −Xc. (28)

对上式求导并将式(3)代入得
˙̃X = Ẋ − Ẋc =

ṪMR(η)e3 + TMR(η)sk(Ω)e3 − Ẋc =

Y − Ẋc. (29)

设计如下理想虚拟控制信号:

Y 0
c = −k3X̃ + Ẋc +

1
m

v2 − ς4, (30)

式中ς4在第4步定义.

让Y 0
c 通过图1所示滤波器得到幅值,速率和带宽

均受约束的信号Yc及其导数Ẏc.

定义补偿误差项

v3 = X̃ − ς3, (31)

其中ς3满足方程

ς̇3 = −k3ς3 + (Yc − Y 0
c ), (32)

上式中k3为正常数, ς3(0) = 0.

Step 4 定义误差项

Ỹ = Y − Yc. (33)

对上式求导得
˙̃Y = Ẏ − Ẏc =

T̈MR(η)e3 − TMR(η)sk(e3)Ω̇ +
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2ṪMR(η)sk(Ω)e3 − Ẏc. (34)

由式(4),记

Ω̇ = −I−1sk(Ω)(IΩ) + I−1τ b = w̃, (35)

则有
˙̃Y = T̈MR(η)e3 − TMR(η)sk(e3)w̃ +

2ṪMR(η)sk(Ω)e3 − Ẏc =

ui + 2ṪMR(η)sk(Ω)e3 − Ẏc. (36)

取理想控制输入信号

u0
i =−k4Ỹ +Ẏc−2ṪMR(η)sk(Ω)e3 − v3. (37)

设理想控制输入信号u0
i经过限幅后得到ui. 定义

补偿误差项

v4 = Ỹ − ς4, (38)

式中: k4为正常数, ς4满足方程(其中ς4(0) = 0)

ς̇4 = −k4ς4 + (ui − u0
i ). (39)

由方程(36)可得


0 TM 0
−TM 0 0

0 0 1







w̃1

w̃2

T̈M


 = R−1ui, (40)

从而可求得变量w̃1, w̃2及T̈M的值. w̃3的值在Step 5,
Step 6中求解.

Step 5 航向控制.由文献[12]可知,无人直升机
航向动态模型也可用如下方程表示:

ψ̇ =
sϕ

cθ

q +
cϕ

cθ

r. (41)

定义偏航误差

ψ̃ = ψ − ψc. (42)

对上式求导并将式(41)代入得
˙̃
ψ = ψ̇ − ψ̇c =

sϕ

cθ

q +
cϕ

cθ

r − ψ̇c. (43)

设计理想虚拟控制信号

r0
c =

cθ

cϕ

(−k5ψ̃ + ψ̇c − sϕ

cθ

q)− ς6, (44)

式中ς6在Step 6中定义.

让r0
c通过图1所示滤波器得到幅值, 速率和带宽

均受约束的信号r及其导数ṙ.
定义补偿偏航误差

v5 = ψ̃ − ς5, (45)

其中ς5满足方程

ς̇5 = −k5ς5 +
cϕ

cθ

(rc − r0
c), (46)

上式中k5为正常数, ς5(0) = 0.

Step 6 定义偏航速率误差

r̃ = r − rc. (47)

对上式求导并将方程式(35)第3项代入得

˙̃r = ṙ − ṙc = w̃3 − ṙc. (48)

取理想控制信号

w̃3
0 = −k6r̃ + ṙc − cϕ

cθ

v5. (49)

设理想控制信号w̃3
0经过限幅后得到w̃3. 定义补

偿误差

v6 = r̃ − ς6, (50)

上式中: k6为正常数, ς6满足方程(其中ς6(0) = 0)

ς̇6 = −k6ς6 + (w̃3 − w̃3
0). (51)

由Step 4和Step 6可得到系统控制输入量为

TM =
w t

0

w t

0
T̈Mdτdτ, (52)

τ b = Iw̃ + sk(Ω)(IΩ). (53)

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 考虑由方程式(1)−(9)所描述的无人直

升机系统,设系统初始状态有界,参考跟踪轨迹及其
一阶导数连续且有界, 那么在式(52)−(53)所示的系
统反馈控制作用下, 补偿误差vi(i = 1, 2, · · · , 6)指
数收敛于零.

证证证 定义如下的李雅普诺夫函数:

S =
6∑

i=1

Si(vi),

其中: Si =
1
2
v2

i . 接下来,分3步证明本定理.

步步步骤骤骤 1 首先,求跟踪误差项的导数
˙̃
ξ = V − ξ̇c =

V 0
c − ξ̇c + (Vc − V 0

c ) + (V − Vc) =

−k1ξ̃ − ς2 + (Vc − V 0
c ) + Ṽ ,

˙̃V = V̇ − V̇c = ge3 − 1
m

X − V̇c =

ge3 − 1
m

X0
c − V̇c − 1

m
(Xc −X0

c )−
1
m

(X −Xc) =

−k2Ṽ − v1 +
1
m

ς3 − 1
m

(Xc −X0
c )− 1

m
X̃,

˙̃X = Ẋ − Ẋc = Y − Ẋc =

Y 0
c − Ẋc + (Yc − Y 0

c ) + (Y − Yc) =

−k3X̃ +
1
m

v2 + (Yc − Y 0
c ) + Ỹ − ς4,

˙̃Y = Ẏ − Ẏc =

ui + 2ṪMR(η)sk(Ω)e3 − Ẏc + u0
i − u0

i =

−k4Ỹ − v3 + (ui − u0
i ),

˙̃
ψ = ψ̇ − ψ̇c =

sϕ

cθ

q +
cϕ

cθ

r − ψ̇c =

sϕ

cθ

q−ψ̇c+
cϕ

cθ

r0
c +

cϕ

cθ

(rc−r0
c)+

cϕ

cθ

(r−rc) =
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−k5ψ̃ +
cϕ

cθ

(rc − r0
c) +

cϕ

cθ

r̃ − cϕ

cθ

ς6,

˙̃r = ṙ − ṙc = w̃3 − ṙc + w̃3
0 − w̃3

0 =

−k6r̃ − cϕ

cθ

v5 + w̃3 − w̃3
0.

步步步骤骤骤 2 然后,求补偿误差项的导数

v̇1 = ˙̃
ξ − ς̇1 =

−k1ξ̃ + (Vc − V 0
c ) + Ṽ−

ς2 − (−k1ς1 + Vc − V 0
c ) = −k1v1 + v2,

v̇2 = ˙̃V − ς̇2 =

−k2Ṽ − v1 − 1
m

(Xc −X0
c )− 1

m
X̃+

1
m

ς3 + k2ς2 +
1
m

(Xc −X0
c ) =

−k2v2 − v1 − 1
m

v3,

v̇3 = ˙̃X − ς̇3 =

−k3X̃ +
1
m

v2 + (Yc − Y 0
c ) + Ỹ−

ς4 − (−k3ς3 + Yc − Y 0
c ) =

−k3v3 +
1
m

v2 + v4,

v̇4 = ˙̃Y − ς̇4 = −k4v4 − v3,

v̇5 = ˙̃
ψ − ς̇5 =

−k5ψ̃ +
cϕ

cθ

(rc − r0
c) +

cϕ

cθ

r̃ + k5ς5−
cϕ

cθ

(rc − r0
c)−

cϕ

cθ

ς6 = −k5v5 +
cϕ

cθ

v6,

v̇6 = ˙̃r − ς̇6 =

−k6r̃ − cϕ

cθ

v5 + w̃3 − w̃3
0 + k6ς6−

(w̃3 − w̃3
0) = −k6v6 − cϕ

cθ

v5.

步步步骤骤骤 3 最后,对李雅普诺夫函数S求导

Ṡ = v1v̇1 + v2v̇2 + v3v̇3 + v4v̇4 + v5v̇5 + v6v̇6 =

−k1v
2
1 − k2v

2
2 − k3v

2
3 − k4v

2
4 − k5v

2
5 − k6v

2
6 6

−k− ‖v‖2

2 = −2k−S,

式中k− = mini(ki). 由文献[16]可知, vi全局指数收

敛于平衡点零. 证毕.

注注注 1 上述定理只证明了补偿误差vi指数收敛于零

值.由滤波器设计过程可知,当选择足够大的自然频率ωn,

且中间虚拟控制信号未进入受限区间时, |x0
c(t)− xc(t)|将

会任意的小,由于ςi微分方程式为一阶稳定线性方程,所以

ςi将趋近于零.从而,系统跟踪误差(ξ̃, Ṽ , X̃等)趋近零.当中

间虚拟控制信号进入受限区间时,期望的理想虚拟控制信

号不能被系统所执行,在图1所示滤波器作用下,得到的实

际中间虚拟控制信号xc将与理想值x0
c存在偏差. 由前文分

析可知, x0
c有界时,则xc有界,所以|x0

c(t)− xc(t)|有界. 由ςi

微分方程式知, ςi也将有界,所以系统跟踪误差将保持稳定

有界(因vi指数收敛于零值). 另外, 由式(20)(25)(30)和(44)

知,通过利用ςi修正理想虚拟控制信号的值,使之进入非受

限区间时,系统跟踪误差最终将逼近零值.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
为验证文中控制方法的性能,定义如下螺旋上升

参考飞行轨迹:

ξc =




3 sin(0.3t)
3 cos(0.3t)

2 + 2t


 , ψc = 0,

无人直升机相关物理参数参考文献 [17], 滤波反
步法控制器参数取为: k1 = 0.5, k2 = 1, k3 = 2,
k4 = 5, k5 = 1, k6 = 5, ωn = 30 rad/s, ζ = 0.9.
直升机初始位置ξ0 = (0, 0, 2) m, 初始姿态角η =
(0, 0, π/20) rad. 仿真过程中, 假设在t = 10 s时, 直
升机沿机体坐标x和y方向分别受到15N的外界扰动

力作用,持续时间为1 s.

无人直升机轨迹跟踪仿真结果如图2−图8所示.
由图2−图4可以看出, 基于滤波器反步法设计的控
制器, 在避免了对中间虚拟控制量解析求导的情况
下,几乎达到了Mahony等基于常规反步法设计的控
制器的性能.当x, y方向受到持续1秒的大扰动作用
时, 在文中提到的3种控制律作用下, 跟踪轨迹均出
现了较大的偏差值,但随后都收敛到期望值附近.图
5−6显示, 在状态约束滤波反步法控制下, 无人直
升机轨迹跟踪过程中姿态角及角速度变化幅值相

比Mahony方法及无约束滤波反步控制作用下显著
减少, 且变化较为平缓. 图7−8显示, 在状态无约束
滤波反步控制器作用下, 当参考轨迹与系统实际轨
迹偏差较大时, 系统控制输入信号幅值有可能超过
直升机执行器正常工作范围.本文提出的方法通过
限制中间控制输入信号的幅值,得到了在执行器饱
和工作区间以内的直升机控制信号.

图 2 三维跟踪轨迹

Fig. 2 3D trajectory following
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图 3 二维跟踪轨迹

Fig. 3 2D trajectory following

图 4 位置

Fig. 4 Position

图 5 姿态角

Fig. 5 Attitude angles

图 6 姿态角速度

Fig. 6 Attitude angle rate

图 7 旋翼力

Fig. 7 Rotor forces
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图 8 挥舞角

Fig. 8 Flapping angles

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对常规反步法在无人直升机这种数学模

型阶数较高的系统中应用的不足, 设计了一种基于
滤波器的新型反步控制方法. 该方法综合了反步法
设计步骤系统直观的优点, 同时又避免了在高阶系
统中面临的对中间虚拟控制信号繁琐的求导过程.
在滤波器设计过程中, 通过限制中间虚拟控制信号
的幅值、变化速率及带宽, 无人直升机状态变化及
输入受限问题得到了较好的解决. 由于状态导数是
通过积分过程而非微分得到, 降低了测量噪声的影
响,为下一步将反步法应用到实际飞行实验中创造
了条件.然后基于李雅普诺夫稳定性理论证实了该
方法的稳定性. 仿真结果表明,文中提出的控制方法
在保证无人直升机姿态角及角速度变化较小, 且控
制输入信号未超过执行器饱和幅值的情况下, 能使
无人直升机较好地跟踪参考飞行轨迹.
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