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摘要:本文考虑了一个连续时间多智能体系统跟随者–多领导者聚集控制问题.假设智能体之间的通信频道是有
向的且存在时延. 基于邻居原理,提出了一个新的跟踪协议.应用线性矩阵不等式技术和Lyapunov方法得到所有的
跟随者都能够群集于由多个领导者组成的凸多边形区域的充分条件.此外,并将文中结果推广到通信频道含有时延
和噪声情形. 最后,数值仿真验证了文中理论结果的有效性和正确性.
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Abstract: This paper considers a set aggregation control problem for continuous-time multi-agent systems guided by
multiple leaders. It is assumed that each follower-agent can measure the relative states of its neighbors in a time-delay and
directed communication channels. A neighbor-based control rule is designed to realize local control strategies for these
continuous-time agents. By Lyapunov method and the linear matrix inequality technique, we derive sufficient conditions
for all follower-agents to aggregate in a polytope region formed by the leaders. In addition, this result is extended to a
more general case with time-delay and noise perturbation. Numerical examples are given to validate the correctness and
effectiveness of the theoretical results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近10年来, 多主体或多智能体系统协调控制问

题已持续成为国内外不同学科领域研究者的关注

热点. 这主要是因为协调控制问题有着广泛的应用
背景, 如: 多机器人编队控制[1–2]、多智能体群集运

动[3–4]、分布式传感器网络[5–7]、一致性[8–10]、分布式

计算[11]、耦合振子的同步[12]等等, 相关的研究进展
可见综述论文[13–15]. 这些应用有着共同的特点: 单
个智能体缺乏对整个智能体系统的全局信息的了

解,通过与邻居交换信息来完成一定的全局行为.

作为多智能体系统协调控制中基本问题之一,聚
集问题指空间分布的几个个体或者机器人, 在没有
全局通信的情况下, 聚集于一个期望的区域内. 在
多智能体协调控制中,协调的目标可能是一个,也可
能是多个目标组成的一个集合.大多数领导者–跟踪
者研究只考虑一个领导者或者一个虚拟的领导者情

形. 如果将多智能体组协调的多个目标任务看成一

个虚拟的领导者, 即将多个领导者集合看成一个广
义的领导者个体,这些多领导者组成的集合可以是
一队生物群体, 一个食物区, 或者某一期望的目标.
比如一种生物群体对另一种生物群体的捕食, 生物
群体之间相互协作筑巢等. 对于集合聚集研究, 国
内外学者已得到了许多有价值的结果. Hu等[16]讨论

了一个简单的连续时间线性多智能体系统的多领

导者静态集合聚集问题,假定这些领导者的状态是
静止的, 跟踪者之间的通信是无向的, 只要多领导
者与跟踪者组成的通信拓扑图是连接的, 则跟踪者
都能够聚集于领导者组成的一个凸多边形区域内.
Shi等[17]分析了聚集问题中智能体动态是非线性和

变化的信息交换拓扑情形. Ji等[18]提出了许多动态

或静态的聚集协议,并研究了在网络拓扑固定和变
化的聚集问题, 同时, 兼顾考虑避免个体之间的碰
撞.进一步地, Cao等[19]研究了聚集控制的收敛速度

问题. 但是, 对于网络存在通信时延、噪声、丢包等
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聚集问题很少研究.

一方面, 对于实际的通信网络, 在信息的发送、
传输和接收过程中不可避免存在时延. 当存在通信
时延的时候, 普通的协调控制算法可能失效[20]; 另
一方面, 因为网络传输时延、噪声、丢包、通信带宽
受限等原因,智能体之间不能获得精确的邻居状态
信息,可能导致整个多智能体实现不了期望的整体
行为模式. 因此,研究具有网络通信时延和随机噪声
的多智体系统聚集控制问题是非常有意义的.

本文基于文献 [16]提出的连续时间多智能体系
统的基础上, 研究跟随者从它的邻居接收到的信息
含有时延的情况, 得到了跟随者能够聚集于多领导
者组成的一个凸多边形区域的充分条件.此外,还研
究了通信频道含有时延和噪声干扰情形.

符符符号号号说说说明明明: 任意两个相同维数的对称矩阵A和

B, A > B(A > B, A < B, A 6 B)表示X − Y是

一个半正定(正定,负定,半负定)矩阵. A⊗B表示矩

阵A和B的直积. IN表示一个N ×N的单位矩阵. 1N

代表每一个元素都是1的N维列向量. AT, ‖A‖和
ρ(A)分别表示矩阵A的转置、范数和谱半径.
diag{A,B}是一个以A和B为对角元素的分块对角

矩阵. RN和RN×N分别表示N维向量空间和N ×N

实矩阵集合. 若S ⊂ RN , ∀ξ, ζ ∈ S和0 < γ < 1
有γξ + (1 − γ)ζ ∈ S成立,则称S是凸的. 如果存在

非负常数γ1, γ2, · · · , γN且满足
N∑

i=1

γi = 1,则称向量

和γ1x1 +γ2x2 + · · ·+γNxN是向量x1, x2, · · · , xN的

一个凸组合, 记为co{x1, x2, · · · , xN}. 对于非空集
合E ⊂ RN×N , 任意一点x到它的欧氏距离定义

为dE(x) = inf
y∈E

‖x− y‖.
2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
假设G = {V, E ,A}为一个加权有向图, 其中:

V = {1, 2, · · · , N}是顶点集合, 顶点i表示第i个智

能体, E j V × V是边集合, A = [aij] ∈ RN×N是

加权邻接矩阵. 图G的一条有向边(vj, vi) ∈ E表示
智能体i能够接收到智能体j发来的信息. 智能体j

是智能体 i的一个邻居当且仅当智能体 i能够接

收到智能体j发送的信息, 反之不真. 将智能体
i的邻居集合记为Ni = {j ∈ V|(vj, vi) ∈ E}. 邻
接矩阵A含有非负元素且对角线的元素为0, aij > 0
⇔ (vj, vi) ∈ E , 否则 aij = 0. 一列有序边(v1, v2),
(v2, v3), · · · , (vk−1, vk)叫做顶点v1到vk的有向路径.
有向树是一个有向图, 除了一个顶点没有邻居外
其余的每一个顶点只有一个邻居. 图G的一个有
向生成树它是一个有向树且顶点集合为V , 边集
合是E的一个子集. 顶点i的入度和出度分别定义

为degin(i) =
N∑

j=1

aij和degout(i) =
N∑

j=1

aji. 图G是一

个平衡图当且仅当每个顶点的入度和出度相等, 即
degin(i) = degout(i), ∀i = 1, 2, · · · , N . 定义图G的
拉氏矩阵L= [lij]:

lij =




−aij, j 6= i,
N∑

j=1

aij, j = i.

3 系系系统统统模模模型型型(System model)
考虑一个由N个跟随者和m个领导者组成的多

智能体网络,不妨将这些跟随者记为1, 2, · · · ,m,领
导者记为N +1, N +2, · · · , N +m. 用一个有向图G
来模拟这N+m个智能体之间的通信关系, N个跟随
者之间的通信拓扑记为Ḡ. 假设这些领导者的位置
静止的,记它们的状态为x̄k ∈ Rn, k = N+1, N+2,

· · · , N + m.为了研究方便,本文将这m个领导者组

成的多边形区域看成一个广义的领导者. 在这里,图
G有一个有向生成树意味着对任意的跟随者i(i = 1,

2, · · · , N)都存在一条由广义领导者到i的有向路径.

跟随者i的动态表示如下:

ẋi(t) = ui(t), i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中: xi(t) ∈ Rn代表跟随者i的位置状态, ui(t) ∈
Rn是控制输入. 所有跟随者的初始状态xi(0)为已知
常数. 为了解决聚集问题,本文提出分布式协议:

ui(t) =
∑

j∈Ni

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ)) +

N+m∑
k=N+1

bi
k(x̄k − xi(t− τ)), (2)

其中: bi
k > 0, bi

k > 0当且仅当领导者k是跟随者i的

邻居. 令Bk ∈ RN×N表示以非负元素bi
k(i = 1, 2,

· · · , N)为对角线的对角矩阵, B = [BN+1 BN+2 · · ·
BN+m]. 假设(2)中的时滞满足τ 6 h.

将协议(2)代入系统(1)并写成多变量形式得

ẋ(t) = −(H⊗In)x(t−τ)+[B(Im⊗1N)]⊗Inx̄, (3)

其中: x(t) = [xT
1 (t) xT

2 (t) · · · xT
N(t)]T, x̄ =

[x̄T
N+1 x̄T

N+2 · · · x̄T
N+m]T, H = L+ B(1m ⊗ IN).

本文的目标是使N个跟随者都能够聚集于m个

领导者组成的凸形区域, 当t → +∞, 对任意的xi

(i = 1, 2, · · · , N)都能够表示成m个领导者的凸组

合,即

lim
t→+∞

dΘ(xi(t)) = 0, i = 1, 2, · · · , N, (4)

其中Θ = {µ|µ ∈ co{x̄N+1, x̄N+2, · · · , x̄N+m}}.
为了得到文中的主要结果,下面将介绍两个引理.

引引引理理理 1[21](Schur引理) 对任意给定的对称矩阵

S, S = [Sij], S11 ∈ Rr×r, S12 ∈ Rr×(N−r), S22 ∈
R(N−r)×(N−r); S < 0当且仅当S11 < 0, S22 −
S21S

−1
11 ST

21 < 0或者S22 < 0, S11−S12S
−1
22 ST

12 < 0.
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引引引理理理 2 如果图G有一个有向生成树, 则H =
L+ B(1m ⊗ IN)的特征根全位于右半平面.

此引理可以直接根据文献[22]的引理4得到.

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 假设智能体之间的通信只有时延且连

接拓扑G有一个有向生成树,则存在适当的常数h >

0使得所有的跟随者能够最终聚集于m个领导者组

成的一个凸多边形区域的充分条件是

Ξ =




Ξ1 hPH 0
hHTP −hR 0

0 0 −Q + hHTRH


 < 0, (5)

其中: Ξ1 = −PH−HTP + Q, P, Q, R ∈ RN×N为

正定矩阵.

证证证 由引理2及定理1的条件可知, H的特征根具
有正实部,故H可逆. 令δ(t) = x(t) − [H−1B(Im ⊗
1N)]⊗ Inx̄. 利用式(3),本文得到

δ̇(t) = −(H⊗ In)δ(t− τ). (6)

构造如下的Lyapunov候选函数:

V (t) = δT(t)(P ⊗ In)δ(t) +w t

t−τ
δT(s)(Q⊗ In)δ(s)ds +

w 0

−τ

w t

t+u
δ̇T(s)(R⊗ In)δ̇(s)dsdu. (7)

沿着系统(6)的轨迹求导得

V̇ (t) =−2δT(t)(PH⊗ In)δ(t− τ) +

δT(t)(Q⊗ In)δ(t)−
δT(t− τ)(Q⊗ In)δ(t− τ) +

hδ̇T(t)(R⊗ In)δ̇(t)−w t

t−τ
δ̇T(s)(R⊗ In)δ̇(s)ds. (8)

事实上, 对任意的向量ξ, ζ ∈ Rn和正定矩阵M ∈
Rn×n,

2ξTζ 6 ξTMξ + ζTM−1ζ (9)

成立. 从而有

− 2δT(t)(PH⊗ In)δ(t− τ) =

− δT(t)[(PH+HTP )⊗ In]δ(t)+
w t

t−τ
2[(HTPT ⊗ In)δ(t)]Tδ̇(s)ds 6

− δT(t)[(PH+HTP )⊗ In]δ(t)+

hδT(t)(PHR−1HTP ⊗ In)δ(t)+
w t

t−τ
δ̇T(s)(R⊗ In)δ̇(s)ds. (10)

将式(10)代入式(8)得

V̇ (t) 6 δT(t)Σ1δ(t) + δT(t− τ)Σ2δ(t− τ), (11)

其中:

Σ1 =[−PH−HTP +hPHR−1HTP +Q]⊗ In,

Σ2 = [−Q + hHTRH]⊗ In.

由式(11)可知,使得V̇ (t) < 0成立的一个充分条
件是Σ1 < 0与Σ2 < 0同时成立. 根据矩阵Σ1与Σ2

的特征可以得到Σ1 < 0 ⇔ Φ1 = −PH − HTP +
hPHR−1HTP + Q < 0, Σ2 < 0 ⇔ Φ2 = −Q +
hHTR−1H < 0. 因此, V̇ (t) < 0成立的一个充分条
件是

Φ =

[
Φ1 0
0 Φ2

]
< 0. (12)

根据引理1可知Φ < 0 ⇔ Ξ < 0.因此,若式(5)成立,
当t → ∞时, δ(t) → 0, 则系统(6)渐近稳定, 即x(t)
→ x̄∗ = [H−1B(Im ⊗ 1N)]⊗ Inx̄.

下面本文将证明, 对于任何一个向量x̄∗i ∈ Rn

(i = 1, 2, · · · , N)都能够表示成领导者x̄i ∈ Rn(i =
1, 2, · · · ,m)初始状态的一个凸组合.该问题可转化
为证明矩阵[H−1B(Im ⊗ 1N)]⊗ In是一个行随机矩

阵,即它含有非负元素,且每一行的行和等于1.

因为H的特征根具有正实部, 故存在一个正实
数κ > 0和非负矩阵Z使得下式成立:

H = κI − Z.

显然, κ > ρ(Z)且λi(H) = κ − λi(Z), ∀i = 1, 2,

· · · , N,因此

H−1 = (κI − Z)−1 =
1
κ

(I +
1
κ

Z +
1
κ2

Z2 + · · · ) > 0,

即H−1⊗ In为非负矩阵,故[H−1B(Im⊗1N)]⊗ In也

是一个非负矩阵. 下面证明它的行和为1. 由于H =
L+ B(1m ⊗ IN), L1N = 0,则

(H⊗ In)(1N ⊗ 1n) =

((L+ B)⊗ In)(1N ⊗ 1n) =

(
N+m∑

i=N+1

Bi1N)⊗ 1n,

因此有

([H−1B(Im ⊗ 1N)]⊗ In)(1m ⊗ 1n) =

((H⊗ In)−1[B(Im ⊗ 1N)]⊗ In)(1m ⊗ 1n) =

(H⊗ In)−1(
N+m∑

i=N+1

Bi1N)⊗ 1n =

1N ⊗ 1n. (13)

根据式(13)可知矩阵[H−1B(Im ⊗ 1N)] ⊗ In是行随

机矩阵. 证毕.

注注注 1 定理1中保证所有个体能够聚集于多个领导者
组成的凸多边形中的最大时延上界h可以从下述最优问题
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中解出

max h,

s.t. P > 0, Q > 0, R > 0和式(5).

上述最优化问题通过线性矩阵不等式工具箱[23]中的

GEVP求解器很容易求解.

注注注 2 与文献 [16]不同,文中所讨论的个体之间的通

信是有向的且具有时延. 在这里本文只要求所有智能体组

成的网络拓扑集G有一个有向生成树, 并不要求它是强连

通的.

下面本文研究通信时延和噪声干扰下的多智能

体聚集控制问题.受文献 [24]启发,本文对通信权重
作如下假设. 对任意的aij > 0, 跟随者i与它的邻

居跟随者j通信权重aij被噪声扰动为aij + raijω̇;对
任意的bi

k > 0, 跟随者i与它的邻居领导者k通信权

重bi
k被噪声扰动为bi

k + rbi
kω̇,其中: ω是定义在完全

概率空间(Ω, F, P )上的一维布朗运动, ω̇是一维白

噪声, 0 < r < 1为已知常数, raij和rbi
k表示噪声密

度.一个改进的基于邻居信息的反馈控制协议为

ui(t) =
∑

j∈Ni

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ)) +

N+m∑
k=N+1

bi
k[x̄k − xi(t− τ)] +

r
∑

j∈Ni

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))ω̇ +

r
N+m∑

k=N+1

bi
k[x̄k − xi(t− τ)]ω̇, (14)

其中i = 1, 2, · · · , N . 将协议(14)代入系统(1), 写成
向量形式,得

ẋ(t) = −(H⊗ In)x(t− τ) + [B(Im ⊗ 1N)]⊗
Inx̄− r(H⊗ In)x(t− τ)ω̇ +

[B(Im ⊗ 1N)]⊗ Inx̄ω̇.

(15)

将式(15)写成Itô随机微分方程的形式,得

dx(t) =− (H⊗ In)x(t− τ)dt+

[B(Im ⊗ 1N)]⊗ Inx̄dt−
r((H⊗ In)x(t− τ)−
[B(Im ⊗ 1N)]⊗ Inx̄)dω(t). (16)

为了方便分析,下面介绍一类特殊的随机时滞微
分方程. 考虑如下的随机时滞微分方程:

dx(t) =

[Ax(t) + Bx(t− τ)]dt + Dx(t− τ)dW (t),

(17)

其中: x(t) ∈ RN , A,B, D是常数矩阵.

引引引理理理 3 假设存在正定矩阵P和Q满足P (A +

B) + (A + B)TP = −Q.如果

λmin(Q) > ‖P‖‖D‖2 + 2‖PB‖ ×√
2τ [4τ(‖A‖2 + ‖B‖2) + ‖D‖2],

(18)

则随机时滞微分方程(17)的解是均方指数稳定的,
即存在正常数C1, C2使得

E[‖x(t)‖2] 6 C1

λmin(P )
e−C2t (19)

成立.

证证证 由假设可知,矩阵A+B是赫尔维茨矩阵.利
用Itô公式

d(xT(t)Px(t)) =

2xT(t)P [Ax(t) + Bx(t− τ)]dt +

tr(xT(t− τ)DTPDx(t− τ))dt +

2xT(t)PDx(t− τ)dW (t), (20)

而

2xT(t)P [Ax(t) + Bx(t− τ)] 6
−xT(t)Qx(t)− 2xT(t)PB(x(t)− x(t− τ)) 6
−λmin(Q)|x(t)|2 + α|x(t)|2 +
‖PB‖2

α
|x(t)− x(t− τ)|2

和

tr(xT(t− τ)DTPDx(t− τ)) 6
‖P‖‖D‖2‖x(t− τ)‖2,

其中α为正常数. 因此有

E(eγtxT(t)Px(t)) 6
E[xT(0)Px(0)]+

‖P‖‖D‖2
w t

0
eγsE‖x(s− τ)‖2ds−

(λmin(Q)− α + ‖P‖γ)
w t

0
eγsE|x(s)|2ds+

‖PB‖2

α

w t

0
eγsE|x(s)− x(s− τ)|2ds.

(21)

剩余部分证明与文献 [25]中的定理2.1类似, 只要令
α1 = α2 = α3 = 0, α4 = ‖D‖2,即可得到结论.

定定定理理理 2 假设智能体之间的通信具有时延和噪

声且连接拓扑G有一个有向生成树, 则所有的跟随
者能够聚集于m个领导者组成的一个凸多边形区域

的充分条件

λmin(Q) > r2‖P‖‖H‖2 + 2‖PH‖ ×√
2τ(4τ + r2)‖H‖2, (22)

其中P和Q是正定矩阵且满足PH+HTP = Q.
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证证证 由引理2及定理2的条件可知, H的特征根全
位于右半平面, 故H可逆. 根据Lyapunov定理, 存在
唯一的正定对称矩阵P使得PH + HTP = Q成立.
作变换δ(t) = x(t)− [H−1B(Im ⊗ 1N)]⊗ Inx̄,结合
式(16),本文得到

dδ(t) = −(H⊗ In)δ(t− τ)dt−
r(H⊗ In)δ(t− τ)dω(t). (23)

根据引理3,令

A = 0, B = −(H⊗ In), D = −r(H⊗ In),

可知系统(23)的解是均方指数稳定的.

接下来要证明所有的跟随者聚集于多个领导者

组成的凸形区域,方法与定理1类似,故省去.

注注注 3 由定理2可知, 当智能体之间通信存在时延和

随机噪声干扰时,随着时间的变化所有的跟随者最终都能

够聚集于多领导者组成的凸多边形区域.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
本节将给出3个数值实例来验证文中的主要结

果.图1和图2分别给出了两个具有多个领导者的信
息拓扑图G1, Ḡ1和G2, Ḡ2,显然图G1和G2都包含一个

有向生成树. 其中: 三角形表示领导者,圆形表示跟
随者.

图 1 有向图G1和Ḡ1

Fig. 1 Directed graph G1 and Ḡ1

图 2 有向图G2和Ḡ2

Fig. 2 Directed graph G2 and Ḡ2

例例例 1 考虑一个多智能体网络由2个领导者和5
个跟随者组成,如图1所示. 假设每个智能体都在一
个水平线上运动. 给定领导者的初始条件x̄1(0) =
0, x̄2(0) = 1.跟随者的初始条件是在区间[1, 10]中
随机选取. 利用LMI工具箱[23], 通过解(5)可知时滞
的上界为0.4999. 图3描述了5个跟随者跟随两个领
导者的状态轨迹. 由图可知, 5个智能体都能够聚集
于领导者1和2组成的长度为1的区间[0, 1]内.

例例例 2 考虑一个多智能体网络由4个领导者
和5个跟随者组成,如图2所示. 假设智能体之间的通
信有时延和随机噪声干扰且它们都在一个平面上运

动.给定跟随者和领导者的初始条件分别为

x1(0) = (0, 1)T, x2(0) = (0, 2)T, x3(0)=(0, 3)T,

x4(0)=(0, 4)T, x5(0)=(0, 5)T, x̄1(0)=(2, 2.5)T,

x̄2(0) = (2, 3.5)T, x̄3(0) = (2.5, 3.5)T,

x̄4(0) = (2.5, 2.5)T.

取r = 0.1, P = I , 则Q = H + HT. 通过简单计

算可以得到‖H‖ = 4.0950和λmin(Q) = λmin(H +
HT) = 1.8377. 利用定理2, 通过解式(22)可知时滞
的上界为0.0165. 由图4可知, 随着时间的变化, 5个
跟随者最终聚集于4个领导者组成的矩形区域内.

图 3 有向图G1下5个智能体的状态轨迹

Fig. 3 State trajectories of five agents under the topology G1

图 4 有向图G2下5个智能体的平面状态轨迹

Fig. 4 State trajectories of five agents in a plane under the

topology G2

例例例 3 考虑如图2组成的多智能体网络, 假设智
能体之间的通信只有时延且它们都在一个三维空间

里运动.给定跟随者和领导者的初始条件分别为

x1(0) = (0, 0, 0)T, x2(0) = (2, 0, 0)T,

x3(0) = (4, 0, 0)T, x4(0) = (0, 2, 0)T,

x5(0) = (0, 4, 0)T,
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x̄1(0) = (1, 0, 0.8)T, x̄2(0) = (0, 1, 0.8)T,

x̄3(0) = (2, 1, 0.8)T, x̄4(0) = (1, 0.8, 1)T.

由图5可知, 5个跟随者最终静止于4个领导者组成的
四面体内.

图 5 有向图G2下5个智能体的空间状态轨迹
Fig. 5 State trajectories of five agents in a three-dimensional

space under the topology G2

6 结结结论论论(Conclusions)
研究了一个通信时延和噪声影响下的连续时间

多智能体系统跟随者–多领导者聚集问题.得到所有
的跟随者聚集于一个由多个领导者组成的凸多边形

区域的充分条件.应用数值仿真实例说明结论的有
效性.
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