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摘要:本文提出一种离散变结构重复控制器设计方法,在趋近律中“嵌入”扰动抑制措施,构造理想切换动态,并
据此导出重复控制器. 为了进行控制器参数整定和刻画闭环系统的收敛性能,文中推导出准滑模带、单调收敛层和
绝对收敛层边界的表达式. 设计的离散变结构重复控制器能够完全抑制周期性扰动,控制器设计方法也适用于常
值扰动下的定位控制.数值仿真及实验结果验证了所提出控制方案的有效性.
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Discrete-time variable-structure repetitive control with
power-rate reaching

SUN Ming-xuan, WANG Hui, FAN Wei-yun
(College of Information Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou Zhejiang 310023, China)

Abstract: We present a discrete-time variable-structure repetitive controller; in which a measure of disturbance-rejection
is embedded in the reaching law to form the ideal dynamics of switching, thus developing the repetitive controller. For the
convenience in adjusting the control parameters and describing the convergent performance of the closed-loop system, we
derive the expressions for the range of the quasi-sliding-mode and the boundary between the monotonic convergence layer
and the absolute convergence layer. The developed repetitive controller is not only effective in perfect rejection of periodic
disturbances, but also applicable to position control with constant disturbances. Both numerical simulation and experiment
results demonstrate the effectiveness of the proposed repetitive control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
变结构控制是实际中常采用的一种控制技术,它

引起人们兴趣的是其滑动模态对系统参数摄动及外

界干扰所具有的鲁棒性[1]. 早期文献中的到达条件
具有不等式形式. 20世纪80年代发表了以等式形式
表示的到达条件,即趋近律[2–3]. 由于是等式形式,依
据趋近律可直接导出控制器. 至今,趋近律方法已发
展成为变结构控制系统设计的一种主要方法.
在已发表文献中, 人们对工程实现时所能达到

的拟滑动模态给予了关注. 文献 [3]给出了准滑动模
态及准滑模带宽的定义.对于不确定系统,该文以趋
近律方法设计控制器, 发现所产生的切换动态与干
扰有关. 文献[4–5]对于文献[3]提出的趋近律方法进
行了更为深入的讨论.文献[6]引入解耦扰动观测器,
实现了切换动态与扰动估计误差动态的解耦,保证
了系统对常值干扰的完全补偿.文献 [7]基于前一步
的干扰(可计算量)构造等效干扰, 以提高稳态控制
精度.文献 [8]通过增加约束条件,对文献 [3]中的趋

近律进行修正,消除了抖振现象.文中同时与饱和函
数修正进行了比较. 文献 [9]讨论理想趋近律与鲁棒
趋近律的概念,并提出理想趋近律方法. 上述文献主
要讨论指数趋近律,近年来幂次趋近律成为人们关
注的热点. 对于确定性系统,文献 [10]推导出幂次趋
近律准滑模带宽, 文献 [11]进一步给出准滑动模态
的到达时间. 文献 [12]利用幂次函数构造离散趋近
律,并对控制算法的收敛域进行了分析.文献 [13]讨
论连续形式的幂次趋近律,由滑模带宽推出稳态跟
踪误差界.

实际中许多系统执行周期跟踪任务,这类系统在
运行中往往受到周期性干扰. 基于内模原理的重复
控制技术可实现周期跟踪任务的完全跟踪, 以及外
部周期扰动完全抑制.目前已发表相关文献中,多为
重复控制器的频域设计方法, 系统稳定性及收敛性
条件也是基于频域分析给出[14]. 然而, 重复控制系
统的时域分析与综合方法也是值得探讨的,特别是,
如何将趋近律方法用于重复控制器设计是值得研究
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的课题.文献 [15–16]给出了基于饱和趋近律的重复
控制器设计, 而文献 [17]采用继电特性连续化趋近
律设计重复控制器.

以趋近律直接设计不确定系统的控制器,所导出
的控制器依赖于不确定项,因而不可实现[3]. 需对原
趋近律进行修正,将干扰抑制措施“嵌入”到趋近律
中,获得理想的切换动态(依赖于不确定项);然后,设
计控制器以实现理想切换动态. 本文称这种方法为
理想切换动态方法, 实际上它是处理不确定系统的
趋近律方法.

本文推广文献 [15–17]的结果, 讨论采用幂次趋
近律的重复控制方法. 通过增加干扰抑制措施,构造
出理想切换动态, 并据此设计出控制器. 文中推导
闭环系统存在的3种边界,即单调收敛层边界、绝对
收敛层边界和准滑模带边界. 其取值与控制器参数
有关,可用于参数整定. 进一步地,说明这种控制器
设计方法也可用于常值扰动情况下实现定位控制任

务.提供的数值仿真结果用于验证理论推导的各边
界值;完成的直线伺服系统实验用于证明所提出控
制方案的有效性.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem formulation)
考虑下述单输入不确定离散时间系统:

xk+1 = Axk + buk + g′k, (1)

式中: xk ∈ Rn为系统状态, uk ∈ R为控制输入, g′k
∈ R为扰动变量, A ∈ Rn×n及b ∈ Rn是已知的系统

参数矩阵.

假假假设设设 1 系统(A, b)是能控的.

假设1成立时,可通过设计合适的状态反馈控制
器任意配置闭环系统的极点, 以满足关于标称系统
的稳定性要求.

假假假设设设 2 扰动变量g′k满足

g′k ∈ Im(b), (2)

这里Im(b)表示b的值域.

由值域的定义知,假设2意味着存在gk,使得g′k =
bgk. 通常, 满足假设2的系统(1)被称作满足完全匹
配条件, gk为等价输入干扰. 这时,可将系统(1)表示
成

xk+1 = Axk + b(uk + gk). (3)

本文研究的问题是考虑干扰的主要成分呈周期

特性情形,对不确定离散系统(3)设计重复控制器,在
保证闭环系统稳定的同时, 实现对扰动周期部分的
完全抑制,从而达到提高控制精度的最终目的.

3 幂幂幂次次次趋趋趋近近近重重重复复复控控控制制制(Power-rate-approach-
ing repetitive control)
本节笔者基于幂次趋近律设计重复控制器,并对

闭环系统的切换动态进行分析.

3.1 重重重复复复控控控制制制器器器设设设计计计(Repetitive controller design)
为了进行滑模控制器设计,选取切换函数sk为

sk = cTxk, (4)

式中c为具有相应维数的向量,它的设置应保证系统
的滑动模态渐稳,且具有良好的动态特性. 还应使得
cTb 6= 0,以保证变结构控制系统的能控性.

针对不确定系统设计控制器时,若直接采用趋近
律方法进行设计,所产生的切换动态将依赖于不确
定项.本文提出一种理想切换动态设计方法,将扰动
抑制措施“嵌入”其中,以降低扰动对系统控制性能
的影响.下述为本文采用的理想切换动态:

sk+1 =





(1− ρ)sk − ε|sk| 12 sgn sk+

dk − d∗k, |sk| > δ2,

(1− ρ− ε

δ
)sk + dk − d∗k, |sk| 6 δ2,

(5)

或表示为

sk+1 = (1− ρ)sk − ε|sk| 12 sat(
|sk| 12 sgn sk

δ
) +

dk − d∗k, (6)

式中: 0 < ρ < 1, 0 < ε < δ(1 − ρ), δ > 0, d∗k用于

补偿dk.

幂次趋近律本身不会导致颤振现象,原本无需进
行连续化处理. 但实现时,由于存在量测干扰,只能
将状态控制到某邻域中. 这样,单纯采用幂次趋近律
仍会存在颤振现象.尽管幅度较小,却仍有可能激发
高频未建模动态. 为此,本文对幂次趋近律做如下修
正: 当|sk| > δ2时,采用幂次趋近律;当|sk| 6 δ2时,
转变为sk+1 = (1− ρ− ε/δ)sk. 为了分析方便,本文
考虑幂次为0.5的情形.

引入的变量dk是为了抑制gk的周期成分,其定义
如下:

dk = cTb(gk − gk−N). (7)

令du, dl分别为dk的上、下限,则

dl 6 dk 6 du.

记d̄ =
du + dl

2
, ∆ =

du − dl

2
,可得

|dk − d̄| 6 ∆. (8)

考虑sk+1与sk的差:

sk+1 − sk = cTxk+1 − cTxk+1−N =

cTAxk + cTb(uk + gk)−
cTAxk−N − cTb(uk−N + gk−N) =

cTA(xk − xk−N) + dk +

cTb(uk − uk−N).
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结合式(6),可得

uk = uk−N + (cTb)−1[−cTA(xk − xk−N)−
sk+1−N + (1− ρ)sk −

ε|sk| 12 sat(
|sk| 12 sgn sk

δ
)− d̄ ], (9)

此即为离散滑模重复控制器. 这里, d∗k简单地取为

dk的平均值d̄.

在实现时, 重复控制算法按照控制器表达式(9)
进行编程. 控制器中的参数ρ, ε, δ可依据关于收敛

性能的要求进行整定.

3.2 收收收敛敛敛性性性能能能(Convergence performance)
为了刻画系统收敛性能,首先引入下述定义:

1) 单调收敛层边界∆MDR满足

0 < sk+1 6 sk或sk 6 sk+1 < 0,当|sk| > ∆MDR;

2) 绝对收敛层边界∆A2L满足

|sk+1| 6 |sk|,当|sk| > ∆A2L;

3) 准滑模带边界∆QSM满足

|sk+1| 6 ∆QSM,当|sk| 6 ∆QSM.

在离散滑模重复控制器(9)作用下, 系统(3)的单
调收敛层边界∆MDR、绝对收敛层边界∆A2L与准滑

模带边界∆QSM分别为

∆MDR =



(
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

δ(1− ρ) > ε >

max{δ2(1− ρ)−∆

δ
,

√
∆(1− 2ρ)√

2
},

max{ ∆

1− ρ− ε

δ

,
∆

ρ +
ε

δ

},

∆

δ
− ρδ 6 ε <

δ2(1− ρ)−∆

δ
,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2,

0 < ε < min{∆

δ
− ρδ,

√
∆(1− 2ρ)√

2
}.

(10)

以及

∆A2L = ∆QSM =



∆

ρ +
ε

δ

, ε > ∆

δ
− ρδ,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2, ε <

∆

δ
− ρδ.

(11)

系统边界∆MDR, ∆A2L, ∆QSM三者的证明过程

类似,下文只证明单调收敛层边界∆MDR.

1) 考虑∆MDR > δ2情况.

当sk > ∆MDR时,式(6)转化为

0 6 (1− ρ)sk − ε(sk)
1
2 + dk − d∗k 6 sk. (12)

结合式(8),可得{
(1− ρ)sk − ε(sk)

1
2 + ∆ 6 sk,

(1− ρ)sk − ε(sk)
1
2 −∆ > 0.

(13)

解式(11)得

sk > max{ (
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2}. (14)

同理可得,当sk < −∆MDR时,

sk 6 min{ −(
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

−(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2}. (15)

因此,单调收敛层边界∆MDR为

∆MDR = max{ (
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2} > δ2. (16)

2) 考虑∆MDR < δ2的情况.

当sk > δ2时,式(6)转化为

0 6 (1− ρ)sk − ε(sk)
1
2 + dk − d∗k 6 sk. (17)

不等式(17)成立的条件为满足式(14). 若取单调
收敛层边界∆MDR为

∆MDR = max{ (
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2} < δ2. (18)

因为sk > δ2 > ∆MDR,所以不等式(17)恒成立,即无
解.同理,当sk < −δ2时, ∆MDR亦无解.

当∆MDR < sk 6 δ2时,式(6)转化为

0 6 (1− ρ− ε

δ
)sk + dk − d∗k 6 sk. (19)

结合式(8),可得



(1− ρ− ε

δ
)sk + ∆ 6 sk,

(1− ρ− ε

δ
)sk −∆ > 0,

(20)

解得

sk > max{ ∆

ρ +
ε

δ

,
∆

1− ρ− ε

δ

}. (21)
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同理,当−δ2 6 sk < −∆MDR时,

sk 6 min{− ∆

ρ +
ε

δ

,− ∆

1− ρ− ε

δ

}, (22)

所以,单调收敛层边界∆MDR为

∆MDR = max{ ∆

ρ +
ε

δ

,
∆

1− ρ− ε

δ

} < δ2. (23)

结合式(16)和式(23),可知单调收敛层边界∆MDR

的具体数值取决于下述不等式成立与否:

max{ (
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2} > δ2. (24)

a) 若不等式条件(24)成立,则

∆MDR = max{ (
ε +

√
ε2 + 4∆(1− ρ)
2(1− ρ)

)2,

(
−ε +

√
ε2 + 4ρ∆

2ρ
)2} > δ2. (25)

b) 若不等式条件(24)不成立,则

∆MDR = max{ ∆

ρ +
ε

δ

,
∆

1− ρ− ε

δ

}. (26)

容易看出,不等式(18)(23)成立的条件是等价的.
单调收敛层边界∆MDR的具体形式取决于控制器

参数ε, ρ, δ与扰动界值∆的关系: 1) 当δ >
√

2∆时,
∆MDR取值情况如图1(a)所示; 2) 当δ 6

√
2∆时,

∆MDR取值情况如图1(b)所示. 在图1(b)中, 虚线①
②③分别表示δ(1− ρ)三种不同的取值区间:

1) 当0 < δ 6
√

∆(1− 2ρ)/(
√

2(1− ρ))时,

δ2(1− ρ)−∆

δ
< δ(1− ρ) 6

√
∆(1− 2ρ)√

2
;

2) 当
√

∆(1− 2ρ)/(
√

2(1− ρ)) < δ 6
√

∆时,
√

∆(1− 2ρ)√
2

< δ(1− ρ) 6 ∆

δ
− ρδ;

3)当
√

2∆ > δ >
√

∆时,

∆

δ
− ρδ < δ(1− ρ).

本文给出了所提出的理想误差动态的单调收敛

层、绝对收敛层、准滑模带的边界表达式,并特别推
导了系统单调收敛层边界∆MDR. 一方面,这些边界
表达式可用于刻画闭环系统的收敛过程;另一方面,
按照对收敛过程的要求, 人们也可依据这些边界表
达式进行控制器参数ρ, ε, δ的整定. 从这些表达式
可以看出,这些控制器参数的调整方向及数值对收
敛性能的影响是明确的.

图 1(a) 当δ >
√

2∆时, ∆MDR的取值

Fig. 1(a) The layer of ∆MDR as δ >
√

2∆

图 1(b) 当δ 6
√

2∆时, ∆MDR的取值

Fig. 1(b) The layer of ∆MDR as δ 6
√

2∆

由dk的定义可以看出,干扰中的周期成分是可以
被完全消除的; ∆QSM表示非周期成分的抑制性能水

平. 由表达式(11)知,这个界的大小取决于参数ρ, δ,

ε的取值.

另外,为了验证这些界表达式,在仿真与实验一
节中,对多种情形进行了仿真,给出了较为详实的验
证结果.这也为控制器设计提供了示例,即通过仿真
途径验证控制器性能.

4 定定定位位位控控控制制制(Positioning control)
上节所述的离散滑模重复控制方法同样也适用

于常值扰动情形下的定位控制. 这时, 考虑gk主要

成分为常值, 而常值信号可以看作是周期为1的周
期信号.这样, 为了抑制常值干扰, 本文将重复控制
器(9)修改为

uk = uk−1 − (cTb)−1[cTA(xk − xk−1) + ρsk +

ε|sk| 12 sat(
|sk| 12 sgn sk

δ
) + d̄]. (27)

由式(27)易知,该控制器实际上是重复控制器(9)
置N = 1时的特例.

5 仿仿仿真真真与与与实实实验验验(Simulation and experiment)
为了验证所设计重复控制器的有效性,本文针对

一直线伺服系统分别进行数值仿真和实验. 该系统
采用DSP2812开发板与Bassoon驱动器实现给定的
交流永磁同步直线电机(U型永磁无铁芯平板直线电
机)的控制,电机有效行程为370 mm, 位置传感器采
用分辨率为5 µm的Reinshaw光栅尺(如图2所示). 为
了使得控制方法验证变得单一, 本文将速度环、电
流环以及电机本体看作伺服对象. Bassoon驱动器除
了实现电机驱动外,还承担速度环、电流环控制,两
控制器均采用PI控制,参数设置由Bassoon驱动器自
身完成; DSP处理器实现位置环控制,采用本文设计
的控制算法;其编程由PC上位机完成,然后传给DSP
开发板.采样周期取为Ts = 10 ms.
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图 2 永磁同步直线电机伺服系统
Fig. 2 Permanent magnet synchronous linear

motor servo system

通过实验,本文获得的伺服对象数学模型如下:

yk+1 = 0.8699yk + 0.1301yk−1 + 0.5099v∗k +

0.1952v∗k−1 + g′k, (28)

其中: yk为位移输出信号, v∗k为速度环参考给定信

号, g′k表示建模误差及外部干扰.

给定位置环参考信号为rk,将跟踪误差记为ek =
rk − yk,定义状态为xk = [ek−1 ek]T,可写出伺服对
象的状态空间表达式

xk+1 =

[
0 1

0.1301 0.8699

]
xk +

[
0

−0.5099

]
(uk + gk), (29)

式中:控制输入uk = v∗k−1.9612(rk+1−0.8699rk−
0.1301rk−1− 0.1952v∗k−1),扰动变量gk = 1.9612g′k.

5.1 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
在仿真中, 本文置cT = [−0.5 1], 取给定位置

参考信号为rk = 50sin(2kπ/N) mm,其中N = 400.
扰动vk包含周期与非周期两部分, 其非周期性部分
通常含有量测噪声信号,但为了验证本文推导的收
敛层边界的准确性, 选取特殊的矩形波信号来模
拟干扰的非周期性部分. 取周期部分为正弦信号
4sin(2kπ/N); 而非周期部分为幅值0.4、周期150的
矩形波信号.此时,扰动的界值∆ = 0.4.

本文针对下述3种参数设置进行仿真.

情情情形形形 1 当
√

∆ < δ 6
√

2∆, 0 < ε 6
√

∆(1− 2ρ)/
√

2

时, 单调收敛层边界∆MDR、绝对收敛层边界∆A2L

及准滑模带边界∆QSM均为

[(−ε +
√

ε2 + 4ρ∆)/(2ρ)]2.

控制器参数分别置为ρ = 0.3, δ = 0.8, ε = 0.17,
此时∆MDR = ∆A2L = ∆QSM = 0.8201, 仿真结果
见图3. 在第1个周期中,重复控制不起作用,故图中

sk远离边界层. 图4及图5亦是如此.

情情情形形形 2 当
√

∆<δ6
√

2∆,
√

∆(1− 2ρ)/
√

2<ε6∆/δ − ρδ

时, 绝对收敛层边界∆A2L与准滑模带边界∆QSM均

为[(−ε+
√

ε2+4ρ∆)/(2ρ)]2,单调收敛层边界∆MDR

为[(ε +
√

ε2 + 4∆(1− ρ))/(2(1 − ρ))]2. 控制器参
数分别置为ρ=0.3, δ =0.8, ε=0.25,此时∆MDR =
0.9126, ∆A2L = ∆QSM = 0.6576,仿真结果见图4.

情情情形形形 3 当
√

∆ < δ 6
√

2∆, ∆/δ − ρδ < ε < δ(1− ρ)

时, 绝对收敛层边界∆A2L与准滑模带边界∆QSM均

为∆/(ρ + ε/δ), 单调收敛层边界∆MDR则为[(ε +√
ε2 + 4∆(1− ρ))/(2(1 − ρ))]2. 控制器参数分别

置为ρ = 0.3, δ = 0.8, ε = 0.27, 此时∆MDR =
0.9467, ∆A2L = ∆QSM = 0.6275,仿真结果见图5.

图 3 当0 < ε 6
√

∆(1− 2ρ)/
√

2时的s–轨迹

Fig. 3 The s–dynamic as 0 < ε 6
√

∆(1− 2ρ)/
√

2

图 4 当
√

∆(1− 2ρ)/
√

2 < ε 6 ∆/δ − ρδ时的s–轨迹

Fig. 4 The s-dynamic as
√

∆(1− 2ρ)/
√

2 < ε 6 ∆/δ − ρδ
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图 5 当∆/δ − ρδ < ε 6 δ(1− ρ)时的s–轨迹

Fig. 5 The s-dynamic as ∆/δ − ρδ < ε 6 δ(1− ρ)

5.2 实实实验验验结结结果果果(Experimental results)
在实验中, 控制器参数被设置为ρ = 0.3, δ =

0.8, ε = 0.48,且针对下述3种情形进行.

情情情形形形 1 位置参考信号rk为正弦信号(具体表达
式同5.1节), 采用控制器(27), 实验结果见图6. 跟
踪误差ek在一个采样周期(Ts = 10 ms)之后收敛进
入|sk| 6 20 µm的范围内(见图6中直方图, counts为
直方图中的累计量), 但呈现明显的周期性(周期与
给定信号rk相同).

图 6 采用控制器(27)时的跟踪性能

Fig. 6 Tracking performance by controller (27)

情情情形形形 2 位置参考信号rk为正弦信号(同上), 采
用控制器(9),实验结果见图7. 跟踪误差ek在一个信

号周期(T = 4 s)之后收敛进入|sk| 6 10 µm的范围
内(见图7中直方图). 实验结果表明, 控制器可有效
抑制周期性干扰,进一步改善控制精度.

图 7 采用控制器(9)时的跟踪性能

Fig. 7 Tracking performance by controller (9)

情情情形形形 3 位置参考信号rk设置为

rk =



0, 0 < kTs 6 1,

80(3(kTs−1)2 − 2(kTs−1)3), 1 < kTs 6 2,

80, kTs > 2.

采用控制器(27), 实验结果见图8. 位置输出快速跟
踪上期望给定, 且无超调; 系统的定位误差|ek| 6
5 µm,即光栅尺的分辨率.

图 8 采用控制器(27)时的定位控制性能

Fig. 8 Positioning performance by controller (27)

6 结结结论论论(Conclusions)
本文构造了一种具有幂次趋近的理想切换动态,

并依据理想误差动态设计离散变结构重复控制器.
文中推导出能够刻画闭环系统收敛性能的准滑模

带、单调收敛层和绝对收敛层边界的表达式. 这一
控制方法也适用于常值扰动情形下的定位控制.数
值仿真及实验结果表明,所提出的控制方法对周期
性干扰可实现完全抑制,从而进一步提高控制精度.
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