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摘要: 在随机系数自回归模型均值变点在线监测中, 针对变点离监测起始时刻较远时平均运行长度较长的问
题,通过引进一个窗宽参数,研究了一种改进的在线监测方法. 给出了监测统计量在原假设下的极限分布,并证明
了此方法的一致性.模拟结果显示新方法明显优于已有的方法.最后将该方法应用于两组股票价格变点监测问题
中,说明方法的有效性.
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models and applications
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Abstract: When one monitors mean change in random coefficient autoregressive model, for the average run length is
longer when the change is far from the start time, an improved procedure is studied by introducing a bandwidth parameter.
The asymptotic distribution of the monitoring statistic under null hypothesis is derived and its consistency is proved. Sim-
ulations show that our method is more powerful than methods in reference. Finally, the validity of the proposed procedure
is demonstrated by empirical applications in two groups of stock data.
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1 引引引言言言(Introduction)
金融市场往往会受到一些突发事件的影响, 如

突发自然灾害, 金融危机爆发等, 使得观测序列结
构出现变化, 即产生变点. 因此, 对变点的及时监
测无疑对减小损失, 降低风险有重要意义. 从概率
统计观点来看金融市场的变点监测问题从本质上

可归结为相应的数学模型参数变点监测问题.对于
线性回归模型参数变点监测, Horvath等基于最小二
乘估计的残量研究了系数变点的监测[1]. Aue研究
了变点监测方法的停时分布[2]; Chen通过引进一个
窗宽参数,研究了一种改进的在线监测方法[3].对于
其它时间序列模型参数变点监测进行研究的文献

有: Berkes等关于GARCH(p, q)过程参数变点监测
问题的研究[4]; Horvath等分别用CUSUM方法、波动
型监测方法、部分和残量方法和递归残量方法研究

了条件异方差时间序列中无条件方差变点的监测问

题[5].

时间序列分析中,线性模型是应用广泛的一类模
型[6,7].但随着科学技术发展和工程应用深化,在对
一些数据样本进行建模分析时,线性模型已经难以
对某些动态数据精确描述.例如,一些金融数据的异
方差性及随机扰动性等,而随机系数自回归模型就
是用来研究动态系统的随机扰动性[8]. 对于随机系
数自回归模型参数变点的监测,文献[9]研究了系数
变点和方差变点的监测.文献[10]对其均值变点提出
了监测统计量,但当均值变点出现时刻离变点监测
过程起始时刻较远时,监测到变点需等待的时间较
长,这使得此方法在实际应用中受到一定的限制.

本文引进一个窗宽参数,通过窗宽来调整监测起
始时刻,将其它时刻出现的变点移动到起始时刻,以
提高检验势, 缩短平均运行长度. 基于文献[10]对
随机系数自回归模型均值变点监测研究的一些结

果,首先构造均值变点监测统计量,其次给出了监测
统计量在原假设下的极限分布,并证明了该方法的
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一致性.模拟结果表明,相比已有的方法, 新方法提
高了检验势, 减小了平均运行长度. 最后将该方法
应用于两组股票价格变点监测问题中,说明方法的
有效性.

2 随随随机机机系系系数数数自自自回回回归归归模模模型型型均均均值值值变变变点点点的的的监监监

测测测(Mean change monitoring in random co-
efficient autoregressive models)
考虑一阶随机系数自回归模型

Xn = (ϕ + bn) Xn−1 + en, 1 ≤ n < ∞, (1)

其中{Xn}是观测序列, ϕ是待估系数, {bn}、{en}是
噪声序列,满足如下条件:

(i)

(
bn

en

)
∼ i·i·d·(

(
0
0

)
,

(
ω2 0
0 σ2

)
),

(ii) ϕ2 + ω2 < 1.

注注注 1 条件(i)保证了{Xn}的严平稳性, 条件(ii)是二

阶平稳性的充分必要条件[10].

考虑随机变量的均值模型Yn = ∆mI{n≥m+k∗} +
Xn, n ∈ N , {Xn}是一阶随机系数自回归序列,假设
前面观测的m个样本没有变点,检验如下假设问题

H0 : ∆m = 0,HA : ∆m 6= 0. (2)

定义监测统计量

Q (m, k, h) =
m+k∑

j=m+[kh]+1

Yj − k − [kh]
m

m∑
j=1

Yj,(3)

并定义边界函数

g(m, k, h) =

cm1/2(1 +
k − [kh]

m
)(

k − [kh]
m + k − [kh]

)γ (4)

其中γ ∈ [0, 1/2), h ∈ [0, 1/2)是窗宽, [x]表示不超
过x的最大整数.定义停时

τm = inf {k ≥ 1 : |Q (m, k, h)| ≥ g(m, k, h)} , (5)

在原假设下满足

lim
m→∞

P (τm < ∞) = α,

其中α ∈ (0, 1),而在备择假设下

lim
m→∞

P (τm < ∞) = 1.

引引引理理理 1 令{Xn}是一阶随机系数自回归
序列, 满足(1) 式中条件(i)和(ii), 且存在κ >

2, 使E |e1|κ < ∞, E |ϕ + b1|κ < 1, 则存在
一Wiener过程{W (t)}t≥0,当t →∞时,

St − σSW (t) = O
(
t1/υ

)
a.s., (6)

其中St = X1 + X2 + · · · + Xt, υ > 2, σ2
S =

σ2

1− ϕ2 − ω2

1 + ϕ

1− ϕ
, an = O(bn) a.s.表示随机变

量序列{b−1
n an}几乎处处有界.

证证证 见文[10].

定定定理理理 1 令{Xn}是一阶随机系数自回归
序 列, 满 足(1)式 中 条 件(i)和(ii), 且 存 在κ >

2, 使E |e1|κ < ∞, E |ϕ + b1|κ < 1, 则在原假
设H0下

lim
m→∞

P (
1
σS

sup
k≥1

|Q (m, k, h)|
g(m, k, h)

≤ 1) =

P

(
sup

0≤t≤1

∣∣W̄ (t)
∣∣

tγ
≤ c

)
, (7)

其中σ2
S =

σ2

1− φ2 − ω2

1 + φ

1− φ
,
{
W̄ (t)

}
t∈[0,1]

代表一

个Wiener过程.

证证证 由引理1, 对所有的k ∈ N , h ∈
[0, 1/2],当m →∞时,

m+k∑

i=m+1+[kh]

Yi = σS (W (m + k)−W (m + 1 + [kh]))

+O
(
σS(m + k)

1
υ − σS(m + 1 + [kh])

1
υ

)
a.s.,

且
m∑

i=1

Yi = σSW (m) + O
(
m

1
υ

)
a.s.,

成立.令Ŵm,k,h = W (m + k)−W (m + 1 + [kh])−
k − [kh]

m
W (m) ,则当m →∞时,

sup
k≥1

∣∣∣∣∣
m+k∑

i=m+1+[kh]

Yi − k−[kh]

m

m∑
i=1

Yi − σSŴm,k,h

∣∣∣∣∣
g(m, k, h)

=

O


sup

k≥1

∣∣∣∣∣∣
(m + k)

1
υ − (m + 1 + [kh])

1
υ − k−[kh]

m
m

1
υ

m
1
2

(
1 + k−[kh]

m

)(
k−[kh]

m+k−[kh]

)γ

∣∣∣∣∣∣




a.s.,

因

sup
k≥1

(m + 1 + [kh])
1
υ + k−[kh]

m
m

1
υ − (m + k)

1
υ

m
1
2

(
1 + k−[kh]

m

)(
k−[kh]

m+k−[kh]

)γ ≤

(m + k)
1
υ + k−[kh]

m
m

1
υ − (m + k)

1
υ

m
1
2

·
m

k − [kh]
sup
k≥1

(
k − [kh]

m + k − [kh]

)1−γ

=

m
1
υ

m
1
2

sup
k≥1

(
k − [kh]

m + k − [kh]

)1−γ

= o(1),

其中an = o(1)表示 lim
n→∞

an = 0.令W̃m (k − [kh]) =

W (m + k)−W (m + 1 + [kh]) ,由
{

W̃m (k − [kh])
}
的
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分布和m无关,得

sup
k≥1

W̃m (k − [kh])− k−[kh]

m
W (m)

g (m, k, h)

D=sup
k≥1

W̃ (k − [kh])− k−[kh]

m
W (m)

g (m, k, h)

其中”
D=”表示等号两边的分布函数相同.由

sup
1≤k<∞

∣∣∣W̃m (k − [kh])− k−[kh]

m
W (m)

∣∣∣
g (m, k, h)

D→ sup
0<t<∞

{∣∣∣W̃ (t)− tW (1)
∣∣∣
}

{(1 + t) (t/(1 + t))γ}
其 中

{
W̃ (t)

}
和{W (t)}是 相 互 独 立 的Wiener过

程, ”
D→ ”表示依分布收敛,且{

W̃ (t)− tW (1) , 0 ≤ t < ∞
}

D=
{
(1 + t) W̄ (t/(1 + t)) , 0 ≤ t < ∞}

,

其中
{
W̄ (t) , 0 ≤ t < ∞}

是一个Wiener过程. 因此

sup
0<t<∞

{∣∣∣W̃ (t)− tW (1)
∣∣∣
}

{(1 + t) (t/(1 + t))γ}
D= sup

0<t<1

∣∣W̄ (t)
∣∣

tγ
,

证毕.

注注注 2 文献[10]中的均值变点监测统计量是定理1的

一种特殊情形.

注注注 3 由于上述统计量中的参数σS未知,可用参数估
计

σ̂2
S,m =

σ̂2
m

1− ϕ̂2
m − ω̂2

m

1 + ϕ̂m

1− ϕ̂m
,

其中ϕ̂m, ω̂2
m, σ̂2

m是基于历史样本X0, X1, Xm的条件最小

二乘估计量.定义σ域Fm = σ (bn, en : n ≤ m) , m ∈ Z,原
假设下,由E (Xi| Fi−1) = ϕXi−1,得

ϕ̂m = arg min
ϕ∈R

mX

i=1

(Xi − ϕXi−1)
2 =

 
mX

i=1

X2
i−1

!−1 mX

i=1

Xi−1Xi.

由E
“

(Xi − ϕXi−1)
2
˛̨
˛Fi−1

”
= ω2X2

i−1 + σ2,则

min
ω2,σ2

mX

i=1

“
(Xi − ϕ̂mXi−1)

2 − ω2X2
i−1 − σ2

”2
,

得

ω̂2
m =

mP
i=1

“
X2

i−1 − X̄2
m

”
(Xi − ϕ̂mXi−1)

2

„
mP

i=1

“
X2

i−1 − X̄2
m

”2
«

σ̂2
m =

1

m

mX

i=1

(Xi − ϕ̂mXi−1)
2 − ω̂2

mX̄2
m.

其中

X̄2
m =

1

m

“
X2

0 + ... + X2
m−1

”
.

可以证明σ̂2
S,m依概率收敛于σ2

S(参见文献[10]), 因此

用σ̂S,m代替σS ,定理1中的结论仍然成立.

定定定理理理 2 令{Xn}是一阶随机系数自回归
序 列, 满 足(2)式 中 条 件(i)和(ii), 且 存 在κ >

2,使E |e1|κ < ∞, E |ϕ + b1|κ < 1,若∆m = ∆ 6=
0,则在备择假设下,当m →∞时

1
σ̂S,m

sup
k≥1

|Q(m, k, h)|
g(m, k, h)

P−→∞, (8)

其中”
P→ ”表示依概率收敛.

. 证证证 令k̃ = m + k∗,其中k∗为变点发生的时

刻,

Q
(
m, k̃, h

)
=

m+k̃∑

i=m+1+[k̃h]
Xi −

k̃ −
[
k̃h

]

m

m∑
i=1

Xi + ∆mP.

其中P =





m + 1, k∗ ≥ 1 +
[
k̃h

]

k̃ −
[
k̃h

]
, k∗ < 1 +

[
k̃h

] . 若k∗ ≥

1 +
[
k̃h

]
,则当m →∞
∆mP

g(m, k̃, h)
=

(m + 1)∆m

m1/2(1 + k−[kh]

m
)
(

k−[kh]

m+k−[kh]

)γ →∞.

若k∗ < 1 +
[
k̃h

]
,则当m →∞

∆mP

g(m, k̃, h)
=

(
k̃ −

[
k̃h

])
∆m

m1/2(1 + k−[kh]

m
)
(

k−[kh]

m+k−[kh]

)γ ≥

(
k̃
/

2
)

∆m

m1/2(1 + k−[kh]

m
)
(

k−[kh]

m+k−[kh]

)γ →∞

证毕.

3 模模模拟拟拟计计计算算算和和和实实实例例例分分分析析析(Simulation and real
data analysis)
本节通过模拟计算研究有限样本下随机系数自

回归模型的均值对监测的影响;对东晶电子和大龙
地产的日收盘价数据进行分析,说明本文方法的有
效性.
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表 1 临界值表
Table 1 Critical values

γ = 0 γ = 0.25 γ = 0.45
h 10% 5 % 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0 2.215 2.492 3.091 2.432 2.725 3.360 2.836 3.144 3.916

0.1 1.729 1.980 2.498 2.034 2.285 2.839 2.727 3.002 3.707
0.2 1.733 1.975 2.446 2.036 2.280 2.706 2.811 3.111 3.787
0.3 1.746 1.974 2.436 2.099 2.335 2.815 2.852 3.177 3.956
0.4 1.748 1.961 2.410 2.142 2.370 2.931 2.937 3.264 4.076
0.5 1.754 1.939 2.344 2.163 2.422 2.891 3.038 3.368 4.394

表 2 经验水平(检验水平0.05)
Table 1 Empirical sizes(nominal level: 0.05)

m h
γ = 0 γ = 0.25 γ = 0.45

q = m q = 2m q = 4m q = m q = 2m q = 4m q = m q = 2m q = 4m

200

0 0.009 0.032 0.100 0.027 0.054 0.106 0.067 0.076 0.076
0.1 0.033 0.068 0.097 0.067 0.093 0.112 0.100 0.105 0.107
0.2 0.027 0.066 0.113 0.078 0.106 0.131 0.093 0.103 0.105
0.3 0.031 0.073 0.111 0.073 0.106 0.126 0.098 0.111 0.113
0.4 0.037 0.078 0.111 0.0656 0.120 0.138 0.105 0.118 0.118
0.5 0.033 0.079 0.133 0.075 0.109 0.144 0.111 0.118 0.133

500

0 0.005 0.021 0.156 0.011 0.033 0.154 0.044 0.061 0.137
0.1 0.018 0.045 0.074 0.042 0.068 0.080 0.066 0.076 0.078
0.2 0.019 0.046 0.079 0.045 0.072 0.093 0.069 0.075 0.081
0.3 0.014 0.048 0.095 0.049 0.065 0.093 0.078 0.084 0.081
0.4 0.015 0.046 0.092 0.044 0.070 0.097 0.081 0.08 0.096
0.5 0.011 0.046 0.108 0.041 0.064 0.095 0.080 0.088 0.096

表 3 均值在k∗处由0变为1时的检验势和平均运行长度(检验水平0.05)
Table 3 Empirical powers and the average run lengths when the mean change changes from 0 to 1(nominal

level: 0.05)

h
γ = 0 γ = 0.25 γ = 0.45

k∗ = 0.1q k∗ = 0.5q k∗ = 0.1q k∗ = 0.5q k∗ = 0.1q k∗ = 0.5q

检验势

0 0.979 0.855 0.987 0.895 0.986 0.885
0.1 0.996 0.947 0.994 0.951 0.993 0.933
0.2 0.995 0.954 0.996 0.969 0.992 0.944
0.3 0.993 0.968 0.995 0.978 0.990 0.958
0.4 0.987 0.979 0.990 0.983 0.987 0.972
0.5 0.987 0.988 0.987 0.989 0.985 0.983

平均运行长度

0 50.062 62.127 36.354 53.712 28.223 44.543
0.1 37.298 45.151 26.312 37.044 22.783 36.312
0.2 35.727 43.691 24.736 33.953 22.284 34.736
0.3 36.428 41.462 24.361 34.003 20.972 30.562
0.4 38.379 38.879 25.334 30.721 20.361 27.083
0.5 46.352 36.234 29.112 28.187 23.461 24.014
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3.1 模模模拟拟拟计计计算算算(Simulation)
用5000个服从标准正态分布的历史样本

和10000个监测样本经10000次循环得到的部分临
界值见表1.数据生成过程采用(1)式

Xn = (ϕ + bn) Xn−1 + en, 1 ≤ n < ∞.

其中ϕ = 0, ω2 = σ2 = 0.5. 取历史样本
量m = 200, 500, 令h = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, γ =
0, 0.25, 0.45, 检验水平α = 0.05. 监测样本量q =
m, q = 2m, q = 3m时的经验水平见表2.

表2的结果表明: 经验水平随着γ和监测样本

量q的增大而逐渐提高,但随着历史样本m的增大而

减小.当γ = 0, m = 500, q = 2m和γ = 0.25, m =
500, q = m时, 统计量的模拟值和显著性水平值比
较接近,但在其它情形下,相差较大.

接下来分别令变点时刻k∗ = 0.1q和k∗ =
0.5q,取历史样本量m = 200,监测样本量q = m, 比
较γ, h 变化时监测统计量的检验势和平均运行长

度. 表3是均值在k∗处由0变为1时的检验势和平均
运行长度, 当k∗ = 0.1q时, 在不同的γ, h取值下, 检
验势基本相同,但随着h的增大,平均运行长度有所
减小. 当k∗ = 0.5q时, 随着h的增大, 检验势逐渐提
高,平均运行长度逐渐减小.

综上所述, 同文献[10]中的方法相比, 引进窗宽
参数后,检验势提高、平均运行长度减小,尤其是当
变点出现较晚时,效果更为显著.当变点离监测起始
时刻较近时,取γ = 0.25, h = 0.3监测效果较好,而
当变点离监测起始时刻较远时, 取γ = 0.25, h =
0.5监测效果较好. 在实际应用中, 由于无法判断可
能出现变点的时期,可取γ = 0.25, h = 0.4,既控制
了犯第一类错误的概率,又可以缩短监测到变点的
延迟时间.

3.2 实实实例例例分分分析析析(Real data analysis)
本节通过两组实际数据说明本文方法的有效性.

例例例 1 图1是东晶电子(深圳：002199)2009年3
月30日到2011年2月24日的股票日收盘价数据, 数
据的原始序列yt见图1, 显然yt是非平稳的. 一阶差
分序列yt − yt−1见图2, 此时仍无法相信一阶差分
序列是平稳的, 利用Eviews5软件中的单位根检验
法, 对一阶差分序列进行平稳性检验, 得t统计量值

为-19.62609,在检验水平0.01下,检验统计量的临界
值为−3.444467 > −19.62609, 故认为一阶差分序
列是平稳的. 由图2可以看出, 一阶差分后的数据
的波动在整个样本区域上是不均匀的. 用文[11]检
测固定样本变点的方法对一阶差分序列做变点分

析,发现在第236个样本处存在均值变点.取前200个
样本为历史样本, 令γ = 0.25, h = 0.4, 检验水

平α = 0.05,用本文的监测方法从第201个样本开始
监测变点,结果在k = 76处监测到变点.但在同样的
检验水平下,用文[10]不加窗宽的方法不能监测到变
点,说明本文的监测方法能够更有效的监测到变点.
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图 1 东晶电子股票日收盘数据

Fig. 1 Daily closing price of East Crystal Electronics stock

0 100 200 300 400 500
−8

−6

−4

−2

0

2

t

y t−
y t−

1

图 2 一阶差分数据

Fig. 2 First-order difference data

例例例 2 图3是 大 龙 地 产(上 海 ：600159)
2009年2月26日到2010年11月1日的股票日收盘价
数据, 数据的原始序列yt见图3, 显然yt是非平稳

的. 一阶差分序列yt − yt−1见图4, 利用例1中检
验平稳性的方法对一阶差分序列进行平稳性检

验,得t统计量值为-19.03530,在检验水平0.01下,检
验统计量的临界值为−3.444467 > −19.03530, 故
认为一阶差分序列是平稳的. 用文[11]检测固定
样本变点的方法对一阶差分序列做变点分析, 发
现在第215个样本处存在均值变点. 取前150个样
本为历史样本, 令γ = 0.25, h = 0.4, 检验水
平α = 0.05, 用本文的监测方法从第151个样本
开始监测, 发现监测统计量在k = 77处监测到变
点. 在同样的检验水平下, 用文[10]不加窗宽的方
法进行监测, 当γ = 0时, 在k = 130处监测到变
点,当γ = 0.25或γ = 0.45时,都在k = 122处监测到
变点.本例再次说明本文的在线监测方法能够及时
发现变点.
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图 3 大龙地产日收盘价数据

Fig. 3 Daily closing price of Da Long Estates
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图 4 一阶差分数据

Fig. 4 First-order difference data

4 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了随机系数自回归模型均值变点的在

线监测问题,通过引进一个窗宽参数,研究了一种改
进的在线监测方法,在原假设下给出了监测统计量
的极限分布,并在备择假设下证明了该方法的一致
性.模拟结果表明,可根据变点出现时刻离监测起始
时刻的远近来适当选取窗宽参数,以提高检验势,缩
短平均运行长度.最后将该方法应用到两组股票数
据中,进一步说明了本文方法的有效性.但是本文只
考虑了随机系数自回归模型均值变点的在线监测问

题,对于方差变点的在线监测问题有待今后进一步
研究.
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