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Abstract: To keep the depth of an autonomous underwater vehicle (AUV) in a vertical plane, we design an adaptive
output feedback controller based on the backstepping technique, using the information of measurable depth and the pitch
angle. To achieve this objective, an observer is built to implement the feedback of the immeasurable velocity of the pitch
angle. A radial basis neural network is adopted to compensate the nonlinear effects produced by the uncertain hydrodynamic
coefficients as well as the coupling velocities of surge, dive, and pitch angle. An adaptive strategy is used to inhibit the
disturbance from the velocity of surge and dive. A first-order incomplete model of AUV is employed without linearization;
this relaxes the restriction on the variation range of the pitch angle. Theoretical analysis and simulation experiment results
show that the proposed method implements the control of depth and altitude of the AUV with high adaptability and strong
robustness for the unordered nonlinear dynamics and bounded disturbances.
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(Introduction)
���������(autonomous underwater ve-

hicle, AUV), ������
�������.

AUV�����, �������
, ����
���	�

,��
�����������
��
�,�AUV��������
���,��
�����	�����

���	���.�
�����������, 
AUV�����	�
��,����AUV�
������	��[1–7].
����AUV����, 
��
�
AUV�

��
���������. �AUV������

�
�����,����������
�,��
��
�
��������, ��������
�����	����	�.��,�
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�
�������������(single input sin-
gle output, SISO)��	�
�����.
����������������
���


AUV������������������
��. PID���������������

���[10]. �PID������������, �
AUV�������������
���.�

[1, 4, 7–8]	�
����,�����������
�����������	����,��
���
�
������,�
��������AUV�
����������
��	����
���


�. 	�, 
���������
�����
���
���. �����
�����
��
���������	�
�, ����	���

��������, ��
����	����
�������������

. �
 [11–12]�
�������������������. �

[13]	��
����������
����
����
�	,��������������
���������������������

�. �
 [14]���
 [13]����������
����. �
 [15]�������	�����
���	��, �
���PID�������.�

[12,16]���������������AUV�
��������,
��������
�	,�
�������,��������������
��,������������.
����
��AUV�����
	�, ��


��
	�����	�����, ����
�����������������	���,
���������������������

�,������AUV�������������
���
��	����
���
�. ���

 [2, 8], ��
�AUV�������, ���	
����
�����, �	�	�AUV����
�
���. ���
�	
�������, �
�������,���������	����
��	�. ��������������, ��

�	�����; �������������
��������������	��	����

���	�
�����
	�	�.�����
���������, ����������(�

 [17–19]). ���������
��AUV��
��	����
.��,���������	�
��	��	������
��, ������
����	�������	����
. ���
�Lyapunov����	���������
��
�����
. ���
�
	��������
	������	�,��
�������,��
���������������������


�����.

2 ������������(Problem formulation)
�����������������[x y

z φ θ ψ]T,��: φ
����, θ
����, ψ


�
��. �AUV��������������
���[u v w p q r ]T, ��: u, v�w��
�

�	��	��	��, p, q�r��
�����

��
����. �	AUV���, ������
���, �����������	, �����
�	
����, ���	p = 0, φ = 0. ���

 [20], AUV���
�����
���,�	�
	��v = 0,
����r = 0,�	��u��


����, AUV
��������	�
�	

�,��
���	��
������,����

�AUV, ��
�	
���w
���	��,
���
��������z����θ�����

�q. AUV����
�
���
��

ż = −u sin θ + w cos θ, (1)

θ̇ = q. (2)

���
���
��

Iyyq̇ =Mq̇ q̇ + Mq|q|q |q| + Mẇẇ + Mquq + τd+

M|w|q |w| q+M∗u
2+Mwuw+M|w|u |w|+

Mw|w|w |w| + Mw|w|w |w| + Muuu
2δs, (3)

��: Iyy�y�����, δs�
�
���, M(·)�
�����, τd�
�
��(�
�������

�
�����).���
[20].

�	�����M(·)����
�. �����
���������
���,������
�,
�P , P0�P∗���
������������
����,�
��

P = P0 + P∗. (4)

������,������P∗���
�. �

X = [z θ q ]T, B = [0 0 Muu0u
2 ]T,

M =

⎡
⎢⎣1 0 0

0 1 0
0 0 Iyy0 − Mq̇0

⎤
⎥⎦ , A =

⎡
⎢⎣0 −u 0

0 0 1
0 0 Mq0u

⎤
⎥⎦ ,

C =

[
1 0 0
0 1 0

]
, D = [dz 0 f(X, δs)]T,

dz = u(θ − sin θ) + w cos θ, (5)

f(X, δs) = Mq|q|q|q| + M∗u
2 + 2Mw|w|w|w| +

M|w|u|w| + Mwuw + τd + Mẇẇ +

M|w|q|w|q + Mq∗uq + Muu∗u
2δs −

(Iyy∗ − Mq̇∗)q̇, (6)

dz�f(X, δs)�	������
�������
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�����,�dz�f(X, δs)�
.

���			 1 |dz| � Dzfz, (7)

��: fz�
�����, Dz��
������

�	��.

AUV�����{
MẊ = AX + Bδs + D,

Yout = CX,
(8)

Yout��������.

��M��,������������:{
Ẋ = M−1AX + M−1Bδs + M−1D,

Yout = CX.
(9)

����:�����������z�θ		�δs,
�
AUV�������zd,�
żd = 0.

�������,�
	���3
���:

1) ���������	�f(X, δs);

2) 	�����������;

3) ��Lyapunov����, 
�backstepping	
�����������.

3 ���������������������(Radial basis neural net-
work)
��	�3������m���������

�����������. 
��	������
���, ���������W
�, ���Ω�,
	������f (X, δs)����������	
�,�

f (X, δs) = WTσ (Yout, δs) + ε (Yout, δs) , (10)

��: W ∈ R
m×1, σ (Yout, δs) ∈ R

m×1��	��,
ε(Yout, δs)������
�
,�
‖ε‖<ε∗, ε∗>0.

4 ���������			���(Observer design)
�	���(M−1A C )��, �����(9)	

����:{
˙̂

X = M−1AX̂ + M−1Bδs + M−1D̄ + GỸout,

Ŷout = CX̂,

(11)

��:

Ỹout = Yout − Ŷout,

G =

⎡
⎢⎣g11 g12

g21 g22

g31 g32

⎤
⎥⎦

��������, D̄ = [vz 0 Ŵ T σ(Yout, δs)]T,

vz�ŴTσ (Yout, δs)���		�dz�f (X, δs), Ŵ

��W���.

�X̃ = X − X̂����
,�{
˙̃X = (M−1A − GC) X̃ + M−1D̃,

Ỹout = CX̃,
(12)

��

D̃ = D − D̄ =

⎡
⎢⎣ dz − vz

0
f (X, δs) − Ŵ T σ (Yout, δs)

⎤
⎥⎦ .

�����(M−1A C )��,���������

P̄ =

⎡
⎢⎣p11 p12 p13

p12 p22 p23

p13 p23 p33

⎤
⎥⎦

�����Q,�
λmin (Q) >
11
4

, λmin (Q)�
�

�Q��	���,	��������G,�


P̄ (M−1A−GC)+(M−1A−GC)TP̄ = −Q. (13)

5 ���������			���(Controller design)
����	�,������:

a0 = (I0
yy
− Mq̇0)−1Mq0u, (14)

b0 = (Iyy0 − Mq̇0)−1Muu0u
2, (15)

m0 = (Iyy0 − Mq̇0)−1. (16)

��,���(9)
����	����	�.

Step 1 ��z���, �θ��	����, �

�����
z − zd�����
,

ż = −uθ + dz. (17)

�θ��	��,��e1 = z − zd,���	���
������:

θ = Δ1 =
1
u

(ke1 + e1 + vz) , (18)

��k > 0����	���.

��	�e1�X̃���������,��Lya-
punov���

V1 =
1
2
e2
1 + X̃TP̄ X̃, (19)

�

V̇1 � − ke2
1 − (λmin(Q) − 1)‖X̃‖2+

(‖P̄M−1‖2 +
1
4
)‖D̃‖2. (20)

Step 2 ��z, θ������,�q̂��	��

��,������
z−zd�θ−Δ1�����
.{
ż = −uθ + dz,

θ̇ = q̂ + q̃.
(21)

�q̂��	��,��e2 = θ − Δ1,���	���
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������:

q̂ = Δ2 =ue1 − e2 − ke2 − (
k + 1

u
)2e2−

(k + 1)θ +
k + 1

u
vz +

v̇z

u
. (22)

��	�e1, e2�X̃���������, ��
Lyapunov���

V2 = V1 +
1
2
e2
2, (23)

�

V̇2 � − ke2
1 − ke2

2 − (λmin(Q) − 5
4
)‖X̃‖2+

(‖P̄M−1‖2 +
1
2
)‖D̃‖2. (24)

Step 3 ��z, θ, q̂�����,	�����
δs,�
�����
z − zd, θ − Δ1� q̂ − Δ2��

���
.

ż = −uθ + dz, θ̇ = q̂ + q̃,

˙̂q = a0q̂ + b0δs + g13(z − ẑ) +

g23(θ − θ̂) + m0Ŵ
Tσ(Yout, δs). (25)

��e3 = q̂ − Δ2,������
�����:

δs =
1
b0

{−a0q̂ − g13(z − ẑ) − g23(θ − θ̂)−
m0Ŵ

Tσ(Yout, δs) + uvz − (k + 1)q̂−
(k + 1)2e3 +

1
u

v̈z − u2θ−

(1 + k + (
k + 1

u
)2)e3−

(1 + k + (
k + 1

u
)2)ue1+

(1 + k + (
k + 1

u
)2)2e2−

(1+k+(
k+1

u
)2)2e3−e2−ke3+

k+1
u

v̇z},
(26)

vz = D̂zfz tanh
Mzfz

mz

, (27)

Mz = e1 − k + 1
u

e2 − ue3 + 2p12(θ − θ̂)−

(1 + k + (
k + 1

u
)
2

)
k + 1

u
e3 + 2p11(z − ẑ),

(28)

˙̂
Dz = γz[Mzfz tanh

Mzfz

mz

−az(D̂z − Dz0)], (29)

Mq = 2m0(p13(z − ẑ) + p23(θ − θ̂)), (30)
˙̂

W = γq[Mqσ(Yout, δs) − aq(Ŵ − W0)], (31)

��: γz ∈ R, �γz > 0, γq > 0, az > 0, aq > 0,
mz > 0. D̂z��Dz����, Dz0�W0���D̂z

�Ŵ�
��.

������ 1 ����(9)������
�(11),�
�Lyapunov����, 
����	������
�����(18)(22)�(26)–(31), ��������

�������
.

			 ��	���������
�����

���
�,��Lyapunov�������:

V3 = V2 +
1
2
(e2

3 + γ−1
z D̃2

z + W̃Tγ−1
q W̃ ), (32)

��: D̃z = Dz − D̂z, W̃ = W − Ŵ ,�

V̇3 � − (k + 1)e2
1 − (k + (

k + 1
u

)
2

)e2
2 − ke2

3−
az

2
D̃2

z −
aq

2
W̃TW̃ + kzmzDz + |Mq|ε∗−

(λmin(Q) − 11
4

)X̃TX̃ +
az

2
(Dz − Dz0)2+

aq

2
‖W − W0‖2 + p2

13
(dz − vz)2+

m2
0
p2

33
(f(X, δs) − ŴTσ(Yout, δs))2, (33)

��kz��
��������:

0 � |Mz|fz − Mzfz tanh(
Mzfz

mz

) � kzmz, (34)

�kz = e−(kz−1). �

ρ = kzmzDz + |Mq|ε∗ +
az

2
(Dz − Dz0)2+

aq

2
‖W − W0‖2 + p2

13
(dz − vz)2+

m2
0
p2

33
(f(X, δs) − ŴTσ(Yout, δs))2, (35)

Γ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

0 0 0 0 0

0
1
2

0 0 0 0

0 0
1
2

0 0 0

0 0 0
1

2γz

0 0

0 0 0 0
1

2γq

0

0 0 0 0 0 P̄

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

X̄ = [e1 e2 e3 D̃z W̃T vec(X̃T)]T.

	�
��X̄�
,��������r1,�


Br1 = {X̄|‖X̄‖ � r1}, r1 > 0, (36)

�Vmin �V3 �Vmax,��:

Vmin =λmin(Γ )‖X̄‖2, Vmax = λmax(Γ )‖X̄‖2,

λmin(Γ )�λmax(Γ )�����Γ��	�����

����.�

δ1 =
√

ρ

k + 1
, δ2 =

√√√√ ρ

k + (
k + 1

u
)
2 , δ3 =

√
ρ

k
,
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δ4 =
√

2ρ

az

, δ5 =

√
2ρ

aq

, δ6 =
√√√√ ρ

λmin(Q) − 11
4

,

r2 = max{δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6}. (37)

�	r2 < r1, r2 <

√
λmin(Γ )
λmax(Γ )

r1,�
r2 � ‖X̄‖ �

r1�, V̇3 �0. ��,�c1=λmin(Γ )‖r1‖2,�Ωc1⊂Br1 ,
��Ωc1 = {V3 � c1};�c2 = λmax(Γ )‖r2‖2,�Br2

⊂ Ωc2 , ��Ωc2 = {V3 � c2}, �Br2 = {X̄|‖X̄‖
� r2}. ��(37)�, c2 < c1. 	�.

����
�,����Ωc1����
��	

�����Ωc2 . ����
�o =

√
λmax(Γ )
λmin(Γ )

r2.

��, �������
��e1, e2, e3, D̃z, W̃�X̃

�����
.

	��, ��(32)��, V̇3 � −(k + 1)e2
1 + ρ.

�e1 >

√
ρ

(k + 1)
,�V̇3 � 0.��
�:�����

����,��
�����
e1 = z − zd��	.

6 						���������������(Simulation analysis)
���	��������������,��

����AUV�			��,���������
��	��		�����.��AUV���
�
����������:

Mq̇0 = −0.9861, Mq0 = −20.25, M|w|0 = 1,

Mq|q|0 = 0.1210, Mw|w|0 = 0.5391, M∗0 = 1,

Mẇ0 = −0.8071, Iyy0 = 98.4392, Mw0 = 1,

M|w|q0 = −3.5909, Muu0 = −10.

AUV���	��u = 2 m/s, ����zd =
5 m,
���z0 = 0.1, θ0 = 0, q0 = 0.

���	����G =

⎡
⎢⎣1 −2

1 5
1 6

⎤
⎥⎦, ���

M−1A − GC�����−1,−2,−3.

P̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3
5

11
10

1

11
10

21
10

−3
2

1 −3
2

8
5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Q =

⎡
⎢⎣3 0 0

0 3 0
0 0 3

⎤
⎥⎦ .

���������: m = 5, γq = 20, aq =
0.5, W0 = 2 × ones(5, 1), �	���: σi(x) =
exp(−|x − ci|2/b2

i ), i = 1, · · · , 5, ��ci���,
bi���. 
������C0 = 10 × ones(5, 1),

������B0 = 2 × ones(5, 1).

������: k = 1, mz = 5, fz = 1, γz = 10,

az = 0.1, Dz0 = 10.

�1�����	�,�2�����	�,�3�
�����	�.�������
�PID����
���������������. PID����
�����kP = 7.5, kI = 0.2, kD = 0.05. ��PID
����������������
��	�	

�,���������
. �4��������
��	�.�		���,�
���������
���
�������,����	���
. �
	����������������,����
�����	��
	, ���������
�

,��	����������������zd.

� 1 ����	�

Fig. 1 Depth response curve

� 2 ����	�

Fig. 2 Rudder response curve

� 3 �����	�

Fig. 3 Pitch angle response curve
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� 4 ���������	�

Fig. 4 Radial basis neural network response curve

7 ������(Conclusions)
��AUV������, ���������

�����	�.���
��		��
�,��
�����	�AUV�	
����	�����
�����
��,���	���������
��
�����.�����������	�
����AUV��,������������.
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