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摘要:根据作战混合动态过程特性,提出了一种基于Lanchester方程的作战混合动态系统模型. 该模型可较好的
描述离散事件驱动的对阵招法和连续作战实力变化之间的相互作用. 在合理战术假设的基础上,讨论了作战混合
动态系统最优变招控制问题.首先,利用微分对策理论得到了作战招法存在的必要条件.进而对作战变招过程进行
分析，并提出了一种最优变招控制策略的求解方法. 最后,应用算例验证了所构建作战混合系统模型和所设计最
优变招策略的可行性.
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Optimal variable tactic control of warfare hybrid dynamic system
based on Lanchester equation
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Abstract: According to the characteristics of warfare hybrid dynamic process, we develop a warfare hybrid dynamic
system model by using Lanchester equation, which better describes the interaction between discrete event-driven tactics
and the strength changes in continuous fighting. We also investigate the optimal variable tactic control for the warfare
hybrid dynamic system under certain reasonable assumptions. In the existing condition of the warfare tactics based on the
differential game theory, we analyze the process of variable tactics and propose the solving method for determining the
optimal strategy for variable tactic control. A numerical example shows the feasibility of the warfare hybrid system and the
effectiveness of the developed optimal variable tactics.
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1 引引引言言言(Introduction)
作战混合动态过程分析是军事理论工作者关心

最多的重要问题之一.近年来,如何构建合理的定量
模型来描述作战混合动态过程成为了研究热点. 文
献 [1]以一个空战实例为背景,分析了事件域内作战
变招控制和时间域内作战变值控制的混合对策问

题(hybrid game)的构成,指出了一系列需要解决的关
键技术. 文献 [2]对一类海战实例的混合对策问题也
进行了分析和研究.然而,上述文献未对作战混合系
统的建模问题以及控制问题做实质性的研究.
作为第一个用来定量描述和预测作战发展趋势

的数学方程, Lanchester方程[3–4]已经成为作战指挥

决策应用最为广泛的方法之一,基于Lanchester方程
的作战问题研究也成为了军事运筹与系统工程的重

要分支, 为用近代数学方法研究战争开拓了新的领
域.文献 [5–6]借助Lanchester方程, 对兵力资源优化

分配问题进行了研究.文献[7–8]研究基于Lanchester
方程的兵力增援优化控制问题. 文献 [9–10]利用
Lanchester方程和微分对策[11–12]研究了最优火力分

配的优化对策问题,给出了作战对策的最优性条件
和求解方法. 文献 [13–14]利用Lanchester方程对实
际战争进行了定量描述, 研究结果和历史数据相一
致.上述文献都是基于Lanchester方程对作战杀伤过
程进行定量描述. 由此, 利用Lanchester方程构建作
战混合动态系统模型, 进而设计有效合理的作战混
合动态策略成为了作战指挥决策研究的可行方向之

一.

受文献 [1–2, 5, 9, 15]的启发, 针对作战混合动态
过程特性,本文首先构建了一类基于Lanchester方程
的作战混合动态系统模型. 该模型最显著的特点是
可以较好的描述离散事件驱动的对阵招法和连续实

力变化之间的相互作用, 为作战行动的定量分析研
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究提供了较好的模型基础. 进而本文在合理战术假
设的基础上, 研究了该类作战混合系统最优变招控
制问题,依据微分对策原理[11–12]给出最优招法存在

的条件, 在此基础上, 对作战变招过程进行了分析,
给出了最优变招策略的求解方法. 最后,应用算例说
明了所建立系统模型和所设计控制方案的可行性.

2 作作作战战战混混混合合合动动动态态态系系系统统统模模模型型型(Warfare hybrid
dynamic system model)
作战动态过程是指交战双方的作战实力变化

按照一定的变招(改变双方作战单位对阵的招法策
略)从一个连续系统变换到另一个连续系统,每一次
变招后系统状态按照下一个系统过程运行, 如此构
成了混合动态的作战过程. 由此,依据文献 [15]给出
的混合动态系统建模原则,利用Lanchester方程对作
战混合系统进行建模.

这里给出如下战术假设:

假假假设设设 1 设交战双方X和Y分别有m和n个作

战单位, X方的第i(i = 1, · · · ,m)个作战单位数量
为xi(t), Y方的第j(j = 1, · · · , n)个作战单位数量
为yj(t). xi(0) = xi0和yj(0) = yj0为初始状态.

假假假设设设 2 设交战双方在时间tk(1 6 k < ∞)时
进行变招, 其中: 变招时刻tk ∈ [t0, tf ], t0 6 t1 6
· · · 6 tk 6 · · · 6 tf , t0为初始时刻. 设定es(s =
1, · · · , k)为驱动招法在ts发生变化的离散事件变量,
则变招路径为

r = ((t0, e0), · · · , (tk, ek)), (1)

其中(ts, es)表示在ts时刻变招发生.

考虑一类如下描述作战混合过程的系统模型:



ẋi(t) = −
n∑

j=1

αjiψjies
yj(t) +

n∑
j=1

ψjies
uji(t),

ẏj(t) = −
m∑

i=1

βijφijes
xi(t) +

m∑
i=1

φijes
vij(t),

(2)

其中: βij为X方的第i个作战单位对Y方的第j个作

战单位的非负损耗系数; αji为Y方的第j个作战单

位对X方的第i个作战单位的非负损耗系数. uji(t)
和vij(t)为相应作战单位的兵力增援率.开关型变量
ψjies

∈ {0, 1}和φijes
∈ {0, 1}为相应作战单位的对

阵招法. 定义Ψes
和Φes

为离散事件驱动下的变招矩

阵,这里

Ψes
=




ψ11es
· · · ψn1es

...
. . .

...
ψ1nes

· · ·ψnmes


 , Φes

=




φ11es
· · · φm1es

...
. . .

...
φ1mes

· · · φmnes


 .

由假设2可知,事件es驱动下的变招演化满足

Ψes−1 × es → Ψes
, Φes−1 × es → Φes

. (3)

注注注 1 开关型逻辑变量ψjies
和φijes

的取值对应于交

战双方作战单位的对阵关系:

ψjies
=

(
0, yj与xi不对阵,

1, yj集中全部兵力与xi对阵.

φijes
=

(
0, xi与yj不对阵,

1, xi集中全部兵力与yj对阵.

注注注 2 Ψes和Φes受离散事件es驱动发生变化,从而使

得系统(2)受变招影响发生变化. 如果式(3)成立, 则表明从

Ψes−1和Φes−1对应的连续子系统变换到Ψes和Φes对应的连

续子系统.作战过程中变招次数决定了子系统的个数.

3 作作作战战战混混混合合合系系系统统统的的的最最最优优优变变变招招招控控控制制制(Optimal
variable tactics control of warfare hybrid dy-
namic systems)

3.1 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)

本文最优变招控制策略求解将基于以下假设:

假假假设设设 3 交战双方遵守“集中火力进攻”的战

术原则,即开关型变量ψjies
和φijes

满足
m∑

i=1

ψjies
= 1,

n∑
j=1

φijes
= 1.

假假假设设设 4 设作战有效时间段为[0, T ],并假设在
终止时刻T之前,双方各作战单位没有被完全消灭.

考虑如下的性能指标:

J =
m∑

i=1

ηixi(T )−
n∑

j=1

θjyj(T ), (4)

其中: ηi和θj表示对相应作战单位在重要性的一种

加权,即相对作战指数[5, 9]; ηx(T )和θy(T )表示交战
双方在时刻T的作战剩余总实力.

作战混合系统最优变招控制问题表述为:寻找作
战双方的变招次数k,变招时刻tk(1 6 k < ∞)以及
变招序列Ψ∗es

和Φ∗es
(s = 1, · · · , k)使性能指标满足

J(Ψ∗es
, Φ∗es

) = max
Φes

min
Ψes

J(Ψes
, Φes

) =

min
Ψes

max
Φes

J(Ψes
, Φes

). (5)

注注注 3 相对作战指数η和θ引入的目的在于衡量交战

双方在T时刻的各类作战单元的作战效果.而式(5)表示交

战双方尽可能保存自己的实力,同时最大可能的消灭敌人.

注注注 4 性能指标描述的是连续变量的性能,由于开关

变量只表明作战单位的对阵选择,所以不用专门选取离散

变量指标.当系统初值确定后,状态变化就由变招策略Ψes

和Φes决定,因此J就间接由双方变招策略所确定.

3.2 交交交战战战双双双方方方最最最优优优变变变招招招策策策略略略求求求解解解方方方法法法(Solving
method for optimal variable tactics)

下面首先给出交战双方最优招法的存在条件.进
而对变招过程进行定量分析.最后给出最优变招策
略的求解方法.

针对上述策略求解问题,引入伴随函数
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λ

µ

]
= (λ1, · · · , λm, µ1, · · · , µn)T ,

以及Hamilton函数

H(x, y, λ, µ, Ψ, Φ, t) =

−
n∑

j=1

(
m∑

i=1

λiαjiψjies
)yj −

m∑
i=1

(
n∑

j=1

µjβijφijes
)xi+

n∑
j=1

m∑
i=1

λiuji(t) +
m∑

i=1

n∑
j=1

µjvij(t).

于是, 根据微分对策理论[11–12]的双边极值(极大极
小)原理,交战双方最优招法Ψes

和Φes
存在的必要条

件是存在相应的伴随函数λ∗(t)和µ∗(t)使之满足



λ̇i(t) = −∂H

∂xi

=
n∑

j=1

µjβijφijes
,

µ̇j(t) = −∂H

∂yj

=
m∑

i=1

λiαjiψjies
,

λi(T ) =
∂J

∂xi

= ηi,

µj(T ) =
∂J

∂yj

= −θj.

(6)

并对于每一时间t ∈ [0, T ],

H(x∗, y∗, λ∗, µ∗, Ψ∗es
, Φ∗es

, t) =

max
Φes

min
Ψes

H(x∗, y∗, λ∗, µ∗, Ψes
, Φes

, t) =

min
Ψes

max
Φes

H(x∗, y∗, λ∗, µ∗, Ψes
, Φes

, t). (7)

由式(6)可知 {
λ̇i(t) < 0, µ̇j(t) > 0,

λi(T ) > 0, µj(T ) < 0.

因此,对于任意t ∈ [0, T ],总有

λi(t) > 0, µj(t) < 0.

由此,条件(7)就转化为



max
Φes

m∑
i=1

(
n∑

j=1

−µ∗jβijφijes
)x∗i ,

max
Ψes

n∑
j=1

(
m∑

i=1

λ∗i αjiψjies
)y∗j .

(8)

由于x∗i > 0, y∗j > 0,条件(8)转化为




max
Φes

n∑
j=1

(−µ∗j )βijφijes
,

max
Ψes

m∑
i=1

λ∗i αjiψjies
.

(9)

由条件(9)知,
n∑

j=1

(−µ∗j )βijφijes
和

m∑
i=1

λ∗i αjiψjies
分别

为−µ∗jβij和λ∗i αji的加权平均和,则交战双方的最优
招法满足条件(10)和条件(11).

ψ∗jies
=

{
1, max

i
(λ∗

i
αji) = λ∗

i∗αji∗ ,

0, max
i

(λ∗
i
αji) 6= λ∗

i∗αji∗ ,
(10)

φ∗ijes
=





1, max
j

(−µ∗
j
βij) = −µ∗

j∗βij∗ ,

0, max
j

(−µ∗
j
βij) 6= −µ∗

j∗βij∗ .
(11)

注注注 5 由于λi(t)和µj(t)是连续变化的,因此λ∗i (t)αji

和µ∗j (t)βij也是连续变化的,从而交战双方最优招法策略在

一段时间内保持稳定不变.由此可知,在临近T时刻的一段

时间区间[T − δ, T ]内,交战双方的最优作战招法是保持稳

定不变的.

首先对X方的变招过程进行分析.针对X方变招

发生成立的条件,给出如下定理.

定定定理理理 1 若在临近T时刻的一段时间区间[∆k,

T ]内,至少存在两个µjl
(t)βijl

和µjg
(t)βijg

(l, g ∈ {1,

· · · , n}为下标集且jl 6= jg, t ∈ (∆k, T ])使得下列关
系式成立:

−µjl
(t)βijl

< −µjg
(t)βijg

, (12)

−µjl
(∆k)βijl

= −µjg
(∆k)βijg

, (13)

−µ̇jl
(∆k)βijl

< −µ̇jg
(∆k)βijg

, (14)

则X方在t = ∆k的左邻域内

−µjl
(t)βij

l
> −µjg

(t)βijg
(15)

成立, 即X方在时间区间[t, T ](t < ∆k)内有变招发
生,且∆k为变招发生的最小时刻.

证证证 由式(11)知,在T时刻X方的最优招法满足

φ∗ij∗es
=





1, max
j

(−µ∗
j
(T )βij)=−µ∗

j∗ (T )βij∗ ,

0, max
j

(−µ∗
j
(T )βij) 6=−µ∗

j∗ (T )βij∗ .
(16)

由此, 在临近T时刻的一段时间区间(∆k, T ]内一定
存在至少两个µjl

βjli, µjg
βjgi(jl 6= jg)满足

−µjl
(t)βij

l
< −µjg

(t)βijg
.

由式(14)可得

lim
ε−→0

−µjl
(∆k)βijl

− (−µjl
(∆k − ε)βijl

)
ε

<

lim
ε−→0

−µjg
(∆k)βijg

− (−µjg
(∆k − ε)βijg

)
ε

.

结合等式(13),可知

−µjl
(∆k − ε)βijl

> −µjg
(∆k − ε)βijg

.

由于在∆k的右区间内,

−µjl
(∆k + ε)βijl

< −µjg
(∆k + ε)βijg

成立. 因此, X方的作战招法在时刻∆k(0 < ∆k <

T )发生变化,即交战双方的对阵发生变化.

下面证明∆k为在时间区间(∆k, T ]内发生变招
的最小时刻. 假设∆k1(∆k1 < ∆k)为临近T时刻变

招发生的最小时刻,可得

−µjl
(∆k1 + ε)βijl

< −µjg
(∆k1 + ε)βijg

,

−µjl
(∆k1 − ε)βijl

> −µjg
(∆k1 − ε)βijg

.

利用式(12)−(14)可得,在时间区间(∆k1, T ]内,
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−µjl
(t)βijl

< −µjg
(t)βijg

, t ∈ (∆k1, T ]

成立. 这与下列不等式矛盾:

−µjl
(∆k − ε)βijl

> −µjg
(∆k − ε)βijg

.

所以∆k为临近T时刻区间内发生变招的最小时刻.

证毕.

注注注 6 利用式(13),方程(6)和条件(16),可得∆k值,进

而可得−µ̇jl
(∆k)βij

l
和−µ̇jg

(∆k)βijg
的值.利用定理1对变

招过程分析,依据式(11)求解获得变招前后的最优招法.

同理,针对Y方,给出描述变招发生的定理2.

定定定理理理 2 若在临近T时刻的一段时间区间[Γk,

T ]内, 至少存在两个λiaαjia , λibαjib(r, s ∈ {1, · · · ,

m}为下标集且ia 6= ib, t ∈ (Γ1, T ])使得

λia(t)αjia < λib(t)αjib , (17)

λia(Γk)αjia = λib(Γk)αjib , (18)

λ̇ia(Γk)αjia < λ̇ib(Γk)αjib (19)

成立,则Y方在t = Γk的左邻域内有

λia(t)αjia > λib(t)αjib (20)

成立. 即Y方在时间区间[t, T ](t < Γk)内有变招发
生,且Γk为变招发生的最小时刻.

证证证 类似定理1的证明,可知定理2成立,证明略.

根据定理1和定理2 , 下面给出从终止时刻往前
逐级求取作战系统最优变招控制策略的具体步骤.

Step 1 利用λi(T )和µj(T ),可求解双方在临近
终止时刻T区间内的最优招法Ψek

和Φek
, 寻找双方

满足定理1和2的变招发生的最小时刻∆k和Γk.

Step 2 依据λi(∆k)和µj(Γk),求解在∆k和Γk的

临近时间区间内的最优招法Ψek−1和Φek−1 ,寻找交战
双方满足变招原理发生的最小时刻∆k−1和Γk−1.

Step 3 如此持续下去,当在临近时刻∆1和Γ1的

时间区间[0,∆1]和[0, Γ1]内不能获得满足变招原理
最小时刻时,求解终止.

Step 4 对∆1, · · · ,∆k, Γ1, · · · , Γk排序,可得驱
动变招发生的离散事件为e = {e1, · · · , ef}(06 f <

∞)和变招路径为r = ((t1, e1), · · · , (tf , ef )), 其中:
tf ∈ {∆1, · · · ,∆k, Γ1, · · · , Γk}为变招时刻, ef为驱

动交战双方变招发生的离散事件.

4 算算算例例例分分分析析析(Example analysis)
算算算例例例 1 设交战双方的实力向量为x = x1和y =

(y1, y2)T,可得描述作战混合过程的系统模型为



ẋ1 = −
2∑

j=1

αj1ψj1ek
yj +

2∑
j=1

ψj1ek
uj1,

ẏ1 = −β11φ11ek
x1 + φ11ek

v11,

ẏ2 = −β12φ12ek
x1 + φ12ek

v12,

(21)

其中: x1, y1和y2分别为交战双方各作战兵力数(单
位: 万人); t为战斗时间(单位: 天); αji(i = 1; j =
1, 2)和βij为损耗系数(单位: 万人/天). 考虑如下描
述的性能指标为

J = η1x1 − θ1y1 − θ2y2. (22)

系统的参数设定如下:

α11 = 9, α21 = 1, β11 = β12 = 1, η1 = 9, θ1 = 1,

θ2 = 9, x10 = 100, y10 = 30, y20 = 30, u11 = 0,

u21 = 0, v11 = v12 = 0, T = 0.489.

由式(10)和式(11)可得,交战双方最优招法满足{
ψ11ek

(t) = ψ21ek
(t) = 1,

φ11ek
(t) + φ12ek

(t) = 1,
0 6 t 6 T.

按照给出的变招分析过程,由于作战方X只有一

个作战单元x1, 因此作战方Y在整个作战时段[0, T ]
内不存在变招. 由此,针对作战方X ,设定t0 = T为

初始时间值, λ(t), µ1(t)和µ2(t)的初始值为λ(T ) =
9, µ1(T ) = −1和µ2(t) = −9; 同时设定步长值κ =
0.001 ,由此可知t = t0 − χκ,其中χ为循环次数. 依
据本文给出的定理1和2,求解可知当χ = 105时,变
招发生. 对应时刻为∆1 = 0.384. 基于上述求解结
果, X方作战最优招法为{

φ11ek
(t) = 1, φ12ek

(t) = 0, 0 < t 6 ∆1,

φ11ek
(t) = 0, φ12ek

(t) = 1, ∆1 < t 6 T.

进而可得驱动变招发生的离散事件为

e1 = {(Ψe0 , Ψe1), (Φe0 , Φe1)},
其中:

Ψe0 = Ψe1 = [1 1], Φe0 =

[
1
0

]
, Φe1 =

[
0
1

]
.

由此, 基于系统(21)和性能指标(22)的最优变招
策略的求解结果为:作战双方的变招次数为1次; 变
招时刻为∆1 = 0.384;交战双方最优变招策略Ψ∗es

和

Φ∗es
满足
{

ψ∗11e0
(t) = ψ∗21e0

(t) = 1,

φ∗11e0
(t) = 1, φ∗12e0

(t) = 0,
0 < t 6 ∆1,

{
ψ∗11e0

(t) = ψ∗21e1
(t) = 1,

φ∗11e0
(t) = 0, φ∗12e1

(t) = 1,
∆1 6 t 6 T.

对应驱动变招发生的离散事件为e1;变招路径为r =
((0, e0), (∆1, e1));最优性能指标为J∗ = 44.152.

图1给出了交战双方各作战单位的状态变化轨
线.由图1可知,双方各作战单位状态在∆1时刻发生

变化,即变招发生. 同时,双方状态变化具有非负性,
且双方作战招法和变招的发生在时间段[0, T ]内是
始终成立的.
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图 1 交战双方各作战单位兵力变化轨线
Fig. 1 Strength change curves of each combat unit on both

sides

算算算例例例 2 考虑系统(21)和性能指标(22),设定θ1 =
9, θ2 = 1, 其余系统参数与算例1相同.针对给出的
算例2可知, 按照变招分析过程, 依据定理1和2以及
对应的求解方法可知,在[0, T ]的时间区间内不存在
变招的发生. 同时可知最优招法策略的求解结果为{

ψ∗11e0
(t) = ψ∗21e0

(t) = 1,

φ∗11e0
(t) = 1, φ∗12e0

(t) = 0,
0 < t 6 T.

针对算例1和2所给出的求解结果,对变招发生的
原因进行分析. 在算例1中, 在[0,∆1]时间区间内X

方之所以选择攻击Y方的第1个作战单位y1是由于

受交战双方作战损耗系数αji(i = 1; j = 1, 2)和βij

的影响. 而在[∆1, T ]时间区间内X方发生变招选择

攻击Y方的第2个作战单位y2是受作战指数ηi和ηj的

影响,即由于作战指数与实际交战过程中的各类作
战单位的作战效果不一致使得作战过程中发生变

招. 而在算例2中,由于作战指数θj(j = 1, 2)与损耗
系数α11和α21的一致性, 可知在给定的时间区间[0,

T ]内不存在作战招法需要随时间发生变化的现象,
即作战过程中不发生变招.

5 结结结论论论(Conclusion )
本文从交战过程的混合动态特性出发,研究了一

类基于Lanchester方程的作战混合动态系统建模和
最优变招策略求解问题,模型的建立揭示了一类复
杂系统的运行机制,从定量角度较好的描述了作战
过程的混合动态特性. 随时间变化的最优对阵招法
策略的求解结果表明在新的战斗环境影响下指导战

斗的战术原则是存在的. 最后数值算例的求解和分
析有效的验证了所构建模型和所设计控制方案的可

行性. 然而,文中战术假设和参数的选定,虽然有助
于建立系统模型的求解,但可能一定程度上降低了
所描述问题的真实性,如何权衡模型易于求解与结
果的真实性将是今后需要进一步研究的工作.
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