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摘要:对视觉伺服反馈的一类非完整移动机器人,提出在视觉参数不确定下的有限时间饱和镇定问题.运用多步
控制策略和有限时间稳定性理论,设计分段连续的饱和控制律使得闭环系统的状态在有限时间内收敛到平衡点.
仿真结果验证了该方法的有效性.
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Finite-time saturated stabilization of
nonholonomic mobile robots based on visual servoing
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Abstract: The saturated finite-time stabilization problem is considered in this paper for a class of nonholonomic mobile
robots based on visual servoing with uncertain camera parameters. By applying the multi-step control strategy and the
theory of finite-time stability, a piecewise continuous and saturated control law is presented, which can stabilize the closed-
loop system to the origin equilibrium point in a finite time. Finally, the simulation results show the effectiveness of the
proposed control design approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
Brockett[1]曾指出非完整系统不能被连续的状态

反馈律镇定到平衡点. 为克服这个困难,一些复杂的
设计方法诸如不连续的控制律[2–4]、连续的时变控

制律[5–7]、混合控制律[8]、最优控制律[9–11]等被先后

给出.然而,这些控制律没有考虑到物理输入量最大
值的限制.
非完整系统的饱和控制问题已经引起一些学者

的关注. 文献[12]讨论了非完整链式系统输入有界
的镇定问题, 把系统的状态空间分成两个区域设
计以避免传统的控制律在奇异点处超出给定的界

限, 得到相应的闭环系统指数收敛. 文献[13]中, 针
对一类非完整移动机器人运动学系统, 给出了连
续时变且光滑的饱和镇定控制律和跟踪控制律.文
献[14–15]直接基于系统模型, 运用多步控制策略解
决了两类非完整轮式移动机器人饱和镇定问题.但
是, 这些研究都是在系统模型精确确定的情形下的
饱和控制设计,且没有讨论有限时间镇定问题.

对非完整系统有限时间镇定或有限时间跟踪问

题的研究也已经有了不少的结果.比如,文献[16]研
究了一类含有不确定参数及外部扰动的非完整链式

系统有限时间镇定问题.对一类非完整移动小车运
动学模型,文献[17]则研究了其有限时间轨迹跟踪控
制问题.此外,文献[18]解决了一类扩展的非完整链
式系统的有限时间跟踪控制设计问题.但是,同时考
虑在输入饱和约束下以及有限时间内的镇定问题至

今还没有任何研究.

近来, 由于计算机计算能力的快速增强以及机
器视觉研究的迅速发展, 基于视觉伺服反馈的非
完整系统控制问题也得到了广泛应用[19–23]. 其中,
文献[22]研究含有未知摄像机参数视觉反馈下的
一类非完整机器人运动学的鲁棒镇定问题. 文献
[19–20, 23]把力或力矩作为新的控制输入,考虑了相
应的动态反馈下的鲁棒调节、鲁棒镇定和跟踪控制

问题.文献[21]讨论了视觉反馈模型的非完整机器人
动力学镇定问题,给出一个自适应连续型滑模控制
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器,消除传统的滑模技术引起的“抖振”现象.但这
些研究都没有考虑到有限时间镇定以及输入量有界

的实际约束问题.

本文针对含不确定摄像机参数视觉反馈下的一

类非完整移动机器人运动学系统,设计饱和的有限
时间镇定器, 使得机器人位姿状态在某个有限时间
内收敛到平衡点. 主要贡献及创新点有两个方面:
第一, 在不确定视觉反馈的非完整机器人控制方
面, 首次提出有限时间饱和镇定问题, 提高了控制
器设计的实用性能. 第二, 跟已有的一些非完整机
器人视觉反馈控制[19–23]相比较,假设条件更为宽松:
之前的研究都是基于假设摄像机视觉参数θ0已知,
α1 = α2 = α未知(θ0, α1, α2具体含义详见下文);而
本文只假设θ0已知, α1, α2未知.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem statement)
Campion[24]把非完整轮式移动机器人分为(2, 0),

(2, 1), (1, 1)和(1, 2)型共4类. 这里,本文仅讨论(2, 0)
型机器人如图1所示. 其中,两个固定的后轮由独立
的马达驱动,前面一个是可以任意改变方向的脚轮.

图 1 (2,0)型机器人

Fig. 1 Type (2,0) robot

用(x, y)表示质心P的坐标, θ表示X和X1轴之间

的角度(按逆时针方向). 假设机器人的几何中心和
质心相同,那么,这类机器人运动学方程可以表示为




ẋ = ν cos θ,

ẏ = ν sin θ,

θ̇ = ω,

(1)

其中ν和ω分别表示机器人行进方向的速度和角速

度.

视觉反馈环境下的非完整机器人如图2所示,一
个针孔摄像机固定安装在天花板上,图1中所描述的
机器人在这个摄像机下运动,摄像机平面和机器人
平面平行.

这里有3个坐标系, 惯性坐标系X-Y -Z, 摄像机
坐标系x-y-z和图像坐标系u-o1-v. 假设摄像机坐

标面x-y和图像坐标面u-v平行. C点是摄像机光轴

与X-Y平面的交点,在X-Y面内的坐标记为(cx, cy).
摄像机坐标系原点用(Oc1 , Oc2)表示, X-Y平面内机
器人质心P的坐标用(xc, yc)表示. 设(xm, ym)是质
心(xc, yc)在图像平面内的坐标.根据小孔成像原理,
视觉反馈的模型可表示为(

xm

ym

)
=

(
α1 0
0 α2

)
R

(
x− cx

y − cy

)
+

(
Oc1

Oc2

)
, (2)

其中: α1, α2是两个正常数,它们依赖于摄像机深度
信息(物体与摄像机镜头之间的距离)、焦距、以及分
别沿u轴和v轴的像素放大倍数[25],

R =

(
cos θ0 sin θ0

− sin θ0 cos θ0

)
, (3)

θ0表示X轴与y轴之间的夹角(按逆时针方向).

图 2 视觉伺服机器人

Fig. 2 Robot with monocular camera

根据机器人运动学(1)以及视觉反馈的模型(2)−
(3),在视觉图像坐标系下,机器人运动学方程可表示
为 




ẋm = να1 cos(θ − θ0),
ẏm = να2 sin(θ − θ0),
θ̇ = ω.

(4)

在机器人视觉伺服反馈领域, α1, α2和θ0通常是

通过校准得到的. 但一般来说校准需要花费较长的
一段时间,而且有些情况下是不可能的,特别是对实
用性要求较高的场合.因此,如何在不校准的情况下
来设计控制器就显得十分必要.

为了探讨一般不校准情况下的控制器设计问题,
即鲁棒控制器设计,首先考虑一种较特殊一些的情
形,以期对一般情形下的设计问题有所启发.

假假假设设设 1 θ0 ∈ [0, 2π)为已知常数, α1, α2为有界

的未知常数且满足
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0 < αi− 6 αi, i = 1, 2,

其中α1− 和α2− 分别表示α1和α2的下界,都是已知常数.

注注注 1 根据文献[25]可知

α1 = ρ1
λ

χ
, α2 = ρ2

λ

χ
,

其中: χ ∈ R1是一个常数,表示摄像机的光心到任务空间平

面的高度(即深度信息); λ ∈ R1为常数,表示摄像机的焦距;

ρ1, ρ2 ∈ R1表示像素缩放比例. 通常CCD摄像机的深度信

息、焦距及像素放大倍数的上下界是可以估计出来的, 因

而这一假设并不苛刻.

本本本文文文要要要研研研究究究的的的问问问题题题 基于视觉平面的机器人运

动学模型(4)在α1和α2不确定情形(假设1)下,并考虑
速度输入饱和约束(5)下的有限时间镇定问题

|ν| 6 νmax, |ω| 6 ωmax, (5)

其中的νmax, ωmax是事先任意给定的正数.

3 预预预备备备知知知识识识(Some preliminaries)
首先给出有限时间稳定性定义[26]. 考虑如下非

线性系统:

ż(t) = f(z(t)), (6)

其中f : Rn → Rn是连续函数,且f(0) = 0.

定定定义义义 1[26] 如果存在原点的一个开邻域U和一

个函数T : U \ {0} → (0,∞),使得对于系统(6)的任
一初值z(0) ∈ U , 当t ∈ [0, T (z(0)))时对应的解(可
能不唯一)为z(t, 0, z(0)) ∈ U \ {0},且

lim
t→T (z(0))

z(t, 0, z(0)) = 0,

那么就说系统的平衡点z = 0是有限限限时时时间间间收收收敛敛敛的;如
果这个平衡点还是Lyapunov稳定的, 则称它是有有有限限限
时时时间间间稳稳稳定定定的. 若U = Rn,则是全局有限时间稳定的.

引引引理理理 1 如果存在一个正定的、径向无界的C1

(光滑)函数V1 : Rn → R,有实数k̄ > 0, β̄ ∈ (0, 1)使
得V̇1 + k̄V β̄

1 是半负定的,那么原点是系统(6)的全局
有限时间稳定的平衡点.

证证证 见文献[26].

引引引理理理 2 对于一阶标量系统η̇ = ū,其中η ∈ R1

为状态, |ū| 6 ūmax为有界的控制输入(ūmax > 0为
事先任意给定的常数). 对于任意的M0 > 0, 取
饱和的连续控制律ū = −ksgn η|η|β , 其中k和β为

设计参数, 满足条件: β ∈ (0, 1), k 6 ūmax

Mβ
0

. 则

存在一个有限时间T0 6 M 1−β
0

k(1− β)
, 使得当系统

的初值η(0) ∈ D0 = {η(0)| |η(0)| 6 M0}时, 有
lim
t→T0

η(t) = 0且η(t) ≡ 0,∀t > T0.

证证证 取一个候选Lyapunov函数V (t) =
1
2
η2,则

V̇ =ηη̇=−kηsgn η|η|β =−k(2V )
1+β
2 60. (7)

可见V单调递减收敛到0,且|η(t)|也是单减的. 从而

|ū| 6 k|η(0)|β 6 ūmax, ∀t > 0. (8)

再由式(7)得

V̇ + k · 2 1+β
2 V

1+β
2 = 0. (9)

令

V1 = V, β̄ =
1 + β

2
, k̄ 6 k · 2β̄,

根据引理1可得, η = 0是系统有限时间稳定的平衡
点. 由上述式(9)可解得

V
1−β

2 = −k
1− β

2
1−β

2

t + (V (0))
1−β

2 ,

那么,存在有限时间

T0 =
2

1−β
2 (V (0))

1−β
2

k(1− β)
=
|η(0)|1−β

k(1− β)
6 M 1−β

0

k(1− β)
.

使得 lim
t→T0

η(t) = 0, 而η(t) ≡ 0,∀t > T0. 这样完成

了引理2的证明. 证毕.

注注注 2 正如文献 [27]中的式(8)所述, 该分数阶的有

限时间控制器是处处连续的并且除了原点之外是处处李

普希兹的, 因此对任意初始条件η(0) ∈ R \ {0}, 闭环系统

η̇ = −ksgn η|η|β有唯一解.

4 主主主要要要结结结论论论(Main results)
采用多步切换控制策略,每一步都在有限时刻切

换到下一步直到所有的状态在某个时刻后都恒为0,
同时任何时刻都满足输入饱和约束. 主要设计思想
如下:

Step 1 取ν = 0保持xm(t), ym(t)在D内, 设计

ω使得θ(t)−θ0在某个有限时刻后为
π

2
,转到Step 2;

Step 2 取ω = 0保持θ(t) − θ0 =
π

2
,从而确保

xm(t)还属于区域D,设计ν使得ym(t)在某个有限时
间后为0,转到Step 3;

Step 3 取ν = 0以确保xm(t)属于D,同时ym(t)
= 0,设计ω使得θ(t) − θ0在某个有限时间后为0,转
到Step 4;

Step 4 令ω =0保持θ(t)−θ0 =0,以确保ym(t)
= 0, 设计ν使得xm(t)在某个有限时间后为0, 转
到Step 5;

Step 5 令ν = 0保持xm(t) = ym(t) = 0,设计
ω使得θ(t)在某个有限时间后为0, 在这个时刻后
令ν = ω = 0即可.

定定定理理理 1 对系统(4),在输入饱和约束(5)和假设1
下, 任意给定M > 0, 若系统的初值(xm(0),
ym(0), θ(0)) ∈ D,其中

D = {(a, b, c) ∈ R3|a2 + b2 + c2 6 M 2}.
控制器设计如下:
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Step 1 设辅助变量

ξ1(t) = θ(t)− θ0 − π

2
,

取控制律

ν = 0, ω = −k1sgn ξ1|ξ1|β1 ,

其中k1和β1为正的设计参数,满足条件

β1 ∈ (0, 1), k1 6 ωmax

(M + θ0 +
π

2
)β1

.

令T̄1 =
(M + θ0 + π

2
)1−β1

k1(1− β1)
,若t > T̄1,转Step 2.

Step 2 取控制律

ν = −k2sgn ym|ym|β2 , ω = 0,

其中k2和β2为正的设计参数,满足条件

β2 ∈ (0, 1), k2 6 νmax

Mβ2
.

令T̃2 =
M 1−β2

k2α2− (1−β2)
,若t> T̄1+T̃2

∆= T̄2,转Step 3.

Step 3 设辅助变量

ξ2(t) = θ(t)− θ0,

取控制律

ν = 0, ω = −k3sgn ξ2|ξ2|β3 ,

其中k3和β3为正的设计参数,满足条件

β3 ∈ (0, 1), k3 6 ωmax

(M + θ0)β3
.

令T̃3 =
(M+θ0)1−β3

k3(1−β3)
,若t> T̄2+T̃3

∆= T̄3,转Step 4.

Step 4 取控制律

ν = −k4sgn xm|xm|β4 , ω = 0,

其中k4和β4为正的设计参数,满足条件

β4 ∈ (0, 1), k4 6 νmax

Mβ4
.

令T̃4 =
M 1−β4

k4α1− (1− β4)
,若t> T̄3+T̃4

∆= T̄4,转Step 5.

Step 5 取控制律

ν = 0, ω = −k5sgn θ|θ|β5 ,

其中k5和β5为正的设计参数,满足条件

β5 ∈ (0, 1), k5 6 ωmax

Mβ5
.

令T̃5 =
M 1−β5

k5(1− β5)
,若t > T̄4 + T̃5

∆= T ,停止.则状

态xm(t), ym(t), θ(t)在t ∈ (0, T ]内收敛到0,且

xm(t) ≡ 0, ym(t) ≡ 0, θ(t) ≡ 0, ∀t > T.

证证证 在每一步算法中, 都需要验证其切换时刻
是有限时刻,并且在任何时刻控制律都满足饱和约

束(5).

Step 1 在Step 1中,因为ν = 0,由式(4)可知

xm(t) ≡ xm(0), ym(t) ≡ ym(0),

ξ̇1 = θ̇ = ω = −k1sgn ξ1|ξ1|β1 ,

显然有|ν| 6 νmax. 由引理2证明中的式(8)知

|ω| 6 k1|ξ1(0)|β1 6 k1(|θ(0)|+ θ0 +
π

2
)β1 6

k1(M + θ0 +
π

2
)β1 6 ωmax.

由引理2,存在有限时间

T1 =
|ξ1(0)|1−β1

k1(1− β1)
6 T̄1 =

(M + θ0 +
π

2
)1−β1

k1(1− β1)
,

当t > T̄1时, ξ1(t) ≡ 0,然后切换到Step 2.

Step 2 在Step 2中, 因为ω = 0, 因此ξ1(t) ≡
0保持不变,即θ(t)− θ0 ≡ π

2
. 于是,

xm(t) ≡ xm(0) ẏm = −k2α2sgn ym|ym|β2 .

显然, |ω| 6 ωmax. 由引理2证明中的(8)式可得

|ν| 6 k2|ym(0)|β2 6 k2M
β2 6 νmax.

再由引理2,存在有限时间

T2 =
|ym(0)|1−β2

k2α2(1− β2)
6 T̃2 =

M1−β2

k2α2− (1− β2)
,

当t> T̄2 = T̄1+T̃2时, ym(t)≡0,然后切换到Step 3.

Step 3 在Step 3中, 因为ν = 0, 根据前两步的
控制结果以及式(4)可得

xm(t) ≡ xm(0), ym(t) ≡ 0,

ξ̇2 = θ̇ = ω = −k3sgn ξ2|ξ2|β3 ,

则|ν| 6 νmax. 同样由引理2可得|ω| 6 ωmax,且存在
有限时刻

T3 =
|ξ2(0)|1−β3

k3(1− β3)
6 T̃3 =

(M + θ0)1−β3

k3(1− β3)
,

当t > T̄3 = T̄2 + T̃3时, ξ2(t) ≡ 0,然后切换到Step 4.

Step 4 在Step 4中, 因为ω = 0, 所以ξ2(t) ≡
0保持不变,从而有

θ(t)− θ0 ≡ 0, ym(t) ≡ 0.

此外, 把控制律ν = −k4sgn xm|xm|β4代入到式(4)
得

ẋm = −k4α1sgn xm|xm|β4 .

显然|ν| 6 νmax. 再根据引理2有|ω| 6 ωmax. 并且存
在有限时间

T4 =
|xm(0)|1−β4

k4α1(1− β4)
6 T̃4 =

M1−β4

k4α1− (1− β4)
,

当t> T̄4 = T̄3+T̃4时, xm(t)≡0,然后切换到Step 5.
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Step 5 最后,在Step 5中,由于ν = 0,因此

xm(t) ≡ 0, ym(t) ≡ 0.

因为ω = −k5sgn θ|θ|β5 ,再根据式(4)可得

θ̇ = −k5sgn θ|θ|β5 .

类似地, |ν| 6 νmax, |ω| 6 ωmax. 且存在有限时间

T5 =
|θ(0)|1−β5

k5(1− β5)
6 T̃5 =

M1−β5

k5(1− β5)
,

当t > T = T̄4 + T̃5时,令ν = ω = 0,停止.则有

xm(t) ≡ 0, ym(t) ≡ 0, θ(t) ≡ 0, ∀t > T.

这样就完成了定理1的证明. 证毕.

注注注 3 该结论尽管是半全局的,但初值区域D的大小

是由M决定的,而M是任选的,因此该区域的大小还是可以

根据实际需要调整的. 另外,从实际需要的控制律来看, M

的增长不会影响控制输入的增长,但可能影响控制增益的

减小,从而使得收敛速度减慢,这在实际中需要一个折中.

注注注 4 与以往视觉伺服机器人控制方法[19–23]相比,
多步切换控制使得系统在有限时间T后镇定到0,同时在任
何时刻都确保输入不超出事先任意给定的界限.将原系统
降阶为几个一阶的子系统分步切换设计,尽管可能会因此
带来一些不希望的扰动,但是本质上还是可以处理的. 只需
考虑一阶不确定受扰动系统的有限时间饱和镇定问题.对
于系统

˙̃x = αũ + d̃(x̃, t), (10)

这里: x̃, ũ ∈ R1分别表示系统的状态和输入,且|ũ| 6 ũmax.
有界的未知常数α满足条件

0 < α− < α < +∞,

α−为已知的下界. 而d̃(x̃, t)则表示有界的外部扰动或系统未

建模动态,在原点处有: d̃(0̃, t) = 0, ∀t > 0. 此外还满足所
谓的增长条件[28]: |d̃(x̃, t)| 6 |x̃|δd, 其中δ ∈ (0, 1)为常数.
假设d为有界的未知常数,满足条件

0 < d < d̄ <
α−ũmax

M̃0
δ

,

d̄是已知的上界. M̃0表示初始状态的界限(越大越好), 即
|x̃(0)| 6 M̃0,不妨设1 ¿ M̃0 < +∞. 取连续的控制律ũ =

−k̃sgn x̃|x̃|γ ,其中, γ ∈ (0, 1), k̃ > 0为设计参数,且满足下
列条件:

γ :

(
δ 6 γ < 1, |x̃| > 1,

0 < γ 6 δ, |x̃| < 1,
(11)

d̄

α−
< k̃ 6 ũmax

M̃0
γ . (12)

那么, 此不确定受扰动系统能被有限时间饱和镇定到

原点平衡点(证明见附录).

5 仿仿仿真真真(Simulation )
考虑系统(4)的仿真. 选取νmax = ωmax = 1,

M = 1,设α1 = α1− = 1, α2 = α2− = 2, θ0 =
π

4
, βi =

1
2

, i = 1, 2, 3, 4, 5. 系统状态初值为(−0.2, 0.7, 0.5).

根据定理1, 可选定参数: k1 = 0.5, k2 = 0.8, k3 =
0.6, k4 = 0.8, k5 = 0.5;并设计多步控制律.仿真结
果如图3−5所示.

图 3 机器人的状态变量

Fig. 3 State variables of robot

图 4 有界输入量ν

Fig. 4 Bounded input ν

图 5 有界输入量ω

Fig. 5 Bounded input ω

图3表明状态变量xm(t), ym(t), θ(t)于有限时间
t < 25内收敛到0. 多步控制器的切换时间都在有
限时刻进行, T̄1 6 8, T̄2 6 9, T̄3 6 14, T̄4 6 17,
T̄5 6 25. 图4, 图5表明分段连续的多步控制器在
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任何时刻都不超过事先给定的界, 即|ν(t)| 6 1,
|ω(t)| 6 1, ∀t > 0.

与文献[19, 21]的研究结果(这类方法不能够推广
到α1 6= α2的一般情形)相比, 本文的多步切换控制
方法尽管是不连续的, 但是图3−5的仿真实验表明
每一步控制都在有限时间内调节到预期的位姿, 且
最终在有限时间内镇定到原点平衡点, 任何时段内
都满足输入饱和约束.

6 应应应用用用(Application)
本文的设计方法也可以应用于解决其他含不确

定参数类型的非完整机器人有限时间饱和镇定问

题.例如,文献 [29]研究了一类含有不确定参数的非
完整移动机器人的parking问题,文献 [16, 30]分别研
究了其鲁棒指数镇定和有限时间镇定问题.但都没
有考虑输入饱和约束下的有限时间镇定问题.这类
机器人运动学方程可表示为




ẋ = p1ν cos θ,

ẏ = p1ν sin θ,

θ̇ = p2ω,

(13)

其中: x, y, θ, ν, ω与方程(1)中的意义一样, 而p1, p2

> 0是两个有界的不确定常数,其界已知. 并设pi ∈
[pmin

i , pmax
i ], i = 1, 2. 对任意给定的M > 0,设初始

状态(x(0), y(0), θ(0))属于区域D.

考虑系统(13)在输入饱和约束|ν| 6 νmax, |ω| 6
ωmax下的有限时间镇定问题.控制器设计如下:

Step 1 取ν = 0, ω = −l1sgn(θ − π

2
)|θ − π

2
|γ1 ,

其中l1和γ1为正设计参数,满足条件

γ1 ∈ (0, 1), l1 6 ωmax

(M +
π

2
)γ1

.

令T1 =
(M +

π

2
)1−γ1

l1pmin
2 (1− γ1)

,若t > T1,转Step 2.

Step 2 取ν = −l2sgn y|y|γ2 , ω = 0, 其中l2和

γ2为正设计参数,满足条件

γ2 ∈ (0, 1), l2 6 νmax

Mγ2
.

令T2 = T1 +
M 1−γ2

l2pmin
1 (1− γ2)

,若t > T2,转Step 3.

Step 3 取ν = 0, ω = −l3sgn θ|θ|γ3 , 其中l3和

γ3为正设计参数,满足条件

γ3 ∈ (0, 1), l3 6 ωmax

Mγ3
.

令T3 = T2 +
M 1−γ3

l3pmin
2 (1− γ3)

,若t > T3,转Step 4.

Step 4 取ν = −l4sgn x|x|γ4 , ω = 0, 其中l4和

γ4为正设计参数,满足条件

γ4 ∈ (0, 1), l4 6 νmax

Mγ4
.

令T4 = T3+
M1−γ4

l4pmin
1 (1− γ4)

,若t > T4,取ν = ω = 0,

停止.

证明过程与定理1的类似,从略.

7 结结结论论论(Conclusion )
本文解决视觉反馈下的一类非完整移动机器人

鲁棒饱和镇定问题,运用有限时间稳定性理论,设计
多步切换控制器使得相应的闭环状态有限时间内收

敛到0. 主要贡献在于: 一是直接基于机器人运动学
模型,不需要任何状态或输入变换;二是运用有限时
间镇定技术, 使得系统所有状态都在有限时间内收
敛到0; 三是与已有的研究结果相比,假设条件更为
宽松.

接下来将进一步研究当摄像机参数θ0也是未知

的情形以及相应的动力学模型下的饱和镇定问题.
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附附附录录录 注注注4的的的证证证明明明(Appendix Proof of remark 4)

选取候选李雅普诺夫函数V1 =
1

2
x̃2, 则沿着式(10)的

导数为

V̇1 = x̃(αũ + d̃(x̃, t)),

代入控制器ũ得

V̇1 = x̃
`− αk̃sgn x̃|x̃|γ + d̃(x̃, t)

´
=

−αk̃|x̃|1+γ + x̃d̃(x̃, t) 6
−αk̃|x̃|1+γ + |x̃|1+δ d̄.

注意到参数的选取条件式(11),可得

|x̃|1+δ 6 |x̃|1+γ , ∀x̃.

因此,

V̇1 6 −|x̃|1+γ(α−k̃ − d̄) = −(α−k̃ − d̄)2
1+γ
2 V

1+γ
2

1 .

由式(12)知k̃ >
d̄

α−
,再根据引理1可得,系统(10)能被有限时

间镇定到原点平衡点. 此外,

|ũ| = k̃|x̃|γ 6 k̃|x̃(0)|γ 6 k̃M̃0
γ
, ∀t > 0.

根据式(12)可得, 在任何时刻输入都不会超出事先任意给

定的界限.这样完成了该结论的证明.
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