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摘要:本文介绍一种新复非线性系统并研究它的动力学特性(包括不变量、耗散度、平衡和稳定性、Lyapunov指
数、混沌行为、混沌吸引子),以及该系统产生混沌的必要条件,发现在一定参数条件下,系统存在2个或4个螺线形
混沌吸引子,通过研究驱动系统和响应系统的关系,导出了混沌同步的控制函数显式表达式. Lyapunov函数分析证
明,系统误差是渐近稳定的,控制函数可以使主动系统和响应系统完全同步.
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Dynamical properties and synchronization analysis for
a complex nonlinear systems

QU Hong-chang, LI Hong-yuan
(Department of Civil Engineering, Lushan College of Guangxi University of Technology, Liuzhou Guangxi 545616, China)

Abstract: This paper introduces a new complex nonlinear system and studies their dynamic properties including the
invariance, dissipativity, equilibria of stability, Lyapunov exponents, chaotic behaviors, chaotic attractors, along with nec-
essary conditions for this system to generate a chaos. It is found that there are 2 or 4-scroll chaotic attractors for certain
values of system parameters. Chaos synchronization of these attractors is studied via the active control, and explicit expres-
sions for control functions to achieve chaos synchronization are derived. By using Lyapunov function, we prove that the
error system is asymptotically stable, and the control function can completely synchronize both the active system and the
response system.
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1 引引引言言言(Introduction)
最近20年来, 大量动力学系统(如涉及实变量的

系统)的物理特性已经成为研究确定非线性系统动
力学特性和混沌同步的热点. 然而,也存在一些没有
被深入探索的涉及复变量的情况, 如本文所研究的
用于描述和模拟失调激光物理和流体热传导的复杂

的Lorenz方程, 其电场振幅和原子极化振幅都是复
数[1]. 复Chen和Lu混沌系统在文献 [2]中也已经作了
介绍和研究.

在2002年, Liu和Chen[3]介绍了一种形式为



ẋ = a1x + b1yz,

ẏ = a2y + b2xz,

ż = a3z + b3xy

(1)

的实混沌非线性系统,其中ai和bi(i = 1, 2, 3)是实常
数, 并设计了一个电路来实现系统(1). 该系统的混
沌行为显示了2个和4个螺形线混沌吸引子[4]. 具有
参数

a1 = a, a2 = b, a3 = c, b1 = −1,

b2 = b3 = 1, a, b, c > 0

的系统(1)构建了Lorenz吸引子和Chen吸引子相互联
系的桥梁[5]. 该系统在系数为a1 =a, a2 =b, a3 = c,

b1 = −1, b2 = 1, b3 = 1/3, a, b, c > 0的情况下,也
可用于描述刚体(如卫星、飞船和火箭)的运动问题.

文献[6–8]研究了方程(1)的特殊情况的动力学行
为和混沌同步问题.文献 [8]介绍了几种研究混沌非
线性系统的混沌同步的方法. 本文将研究系统




ẋ = a1x + b1yz,

ẏ = a2y + b2xz,

ż = a3z +
b3

2
(x̄y + xȳ)

(2)

描述的复非线性系统的动力学特性和混沌同步

现象, 其中x = u1 + iu2, y = u3 + iu4是复变量,
i =

√−1,而z = u5是实变量. 点表示对时间的导数,
而上划线(ū)表示u的复共轭.
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2 系系系统统统(2)的的的动动动力力力学学学特特特性性性(Dynamical proper-
ties of system (2))
本节对系统 (2)进行基本动力学分析.与复系统

(2)相应的的实系数系统为



u̇1 = a1u1 + b1u3u5,

u̇2 = a1u2 + b1u4u5,

u̇3 = a2u3 + b2u1u5,

u̇4 = a2u4 + b2u2u5,

u̇5 = a3u5 + b3(u1u3 + u2u4).

(3)

系统(3)具有下列特性:

1) 对称性.

由于转换(u1, u2, u3, u4, u5) → (−u1,−u2,−u3,

−u4, u5)时方程的不变性,故系统关于u5轴对称.

因 (u1, u2, u3, u4, u5)→ (u1, u2,−u3,−u4,−u5)
或 (u1, u2, u3, u4, u5) → (−u1,−u2, u3, u4,−u5)时
运动方程不改变,故系统关于u1, u2轴(或u3, u4轴)对
称.

2) 耗散性.

式(3)的散度是

∇F =
5∑

i=1

∂u̇i

∂ui

= 2a1 + 2a2 + a3. (4)

只要

2a1 + 2a2 + a3 < 0, (5)

系统(3)或(2)是耗散的.

3) 平衡和稳定性.

可以通过求解方程u̇ = 0(i = 1, 2, · · · , 5)来计
算式(3)的平衡. 系统(3)有5个平衡点: E0 = (0, 0, 0,

0, 0), E1,2 = (±u∗1,±u∗2,±u∗3,±u∗4,−u∗5), E3,4 =
(±u∗1,±u∗2,∓u∗3,∓u∗4, u

∗
5), 对于u∗1 = u∗2和u∗3 = u∗4

的情况,其中:

u∗1 =u∗2 =
√

a2a3

2b2b3

, u∗3 =u∗4 =
√

a1a3

2b1b3

, u∗5 =
√

a1a2

b1b2

.

如果
a2a3

b2b3

> 0,
a1a3

b1b3

> 0,
a1a2

b1b2

> 0, (6)

则存在非平凡平衡解.

在E0处,相关线性系统的特征值为λ1 =λ2 = a1,

λ3 = λ4 = a2和λ5 = a3. 如果

a1 < 0, a2 < 0, a3 < 0, (7)

平衡点E0是稳定的, 否则是不稳定的. 而在Ei(i =
1, · · · , 4)时,特征值是

λ1 =λ2 =λ3 =0, λ4,5 =
1
2
(c1 ±

√
c2
1 − 4c2), (8)

其中: c1 = 2a1 +2a2 +a3, c2 = (a1 +a2)(a1 +a2 +

a3).

系统(2)产生混沌的必要条件是式(5)−(6)保持不
变, 而E0是一个不稳定平衡点. 为了满足这些条
件, 参数ai, bi(i = 1, 2, 3)有许多种选择, 其中之一
是a1 = a>0, a2 =−b<0和a3 = −c<0, a, b, c> 0
(a1, a2, a3中的一个或两个必须是正的,而另一个为
负值), b1 = −δ1 < 0, b2 = δ2 > 0和b3 = δ3 >0, δ1,

δ2, δ3 > 0(b1, b2, b3的一个或两个必须是正的, 而另
一个为负值).

由以上分析可得系统(3)的不动点为

(0, 0, 0, 0, 0),

(±u∗1,±
√

a2a3

2b2b3

− u∗21 ,±
√

a1b2

a2b1

u∗1,

±
√

a1b2

a2b1

√
a2a3

b2b3

− u∗21 ,−
√

a1a2

b1b2

)

和

(±u∗1,±
√

a2a3

b2b3

− u∗21 ,∓
√

a1b2

a2b1

u∗1,

∓
√

a1b2

a2b1

√
a2a3

b2b3

− u∗21 ,

√
a1a2

b1b2

),

其中u∗1 ∈ (0,

√
a2a3

b2b3

)的特殊情况.

4) Lyapuvov指数.

系统(3)的向量表达式为

U̇(t) = H(U(t);η), (9)

其中: U(t) = [u1 u2 · · · u5]T, H = [h1 h2 · · ·
h5]T, η是一组参数, 而[·]T表示表示矩阵转置.由轨
迹U(t)发生微小偏差δU的线性化变分方程为

δU̇(t) = Lij(U(t); η)δU, (10)

其中Lij =
∂hi

∂uj

是Jacobian矩阵:

Lij =




a1 0 b1u5 0 b1u3

0 a1 0 b1u5 b1u4

b2u5 0 a2 0 b2u1

0 b2u5 0 a2 b2u2

b3u5 b3u4 b3u1 b3u2 a3




.

系统的Lyapunov指数λi由文献[9]定义:

λi = lim
t→∞

1
t
log

‖δui(t)‖
‖δui(0)‖ . (11)

为了找到λi, 使用四阶简单的Runge-Kutta方法来数
值求解方程(9)和(10).

对于a = 9.5, b = 19, c = 3, b1 = −1, b2 =
b3 = 1, Lyapunov指数为: λ1 = 3.498349, λ2 =
λ3 = 0, λ4 = −13.705292, λ5 = −21.531656. 这
意味着:由于在ai和bi这样的取值情况下,系统(3)的
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一个Lyapunov指数是正值, 因此该系统处于混沌状
态. 通过绘制两个相邻轨线的分离图, 可以直观显
示这个系统的混沌行为.图1是在初始条件附近,系
统(3)的两个计算结果,反映了系统对初始条件的敏
感依赖性.

图 1 方程(3)数值解答对初始初始条件的依赖性
Fig. 1 Dependence on the initial conditions for two computed

solutions of equations (3)

5) 混沌吸引子.

在上述条件下, 计算系统(3)的混沌吸引子的参
数值.

固定b = 19, c = 3, b1 = −1, b2 = b3 = 1而改
变a. 对于较小的参数a的值,系统具有2或4个螺形线
混沌吸引子. 例如,对a = 0.1226,系统(2)有2个螺形
线混沌吸引子,如图2(a),而对于a = 0.1225,它具有
一个4螺形线混沌吸引子,如图2(b).

(a) a = 0.1226, 2螺形线吸引子

(b) a = 0.1225, 4螺形线吸引子

图 2 方程(3)的混沌吸引子

Fig. 2 Chaotic attractors of equation (3)

固定

a = 9.5, c = 3, b1 = −1, b2 = b3 = 1

改变b, 系统(2)在8 < b < 100时, 存在2个螺形线混
沌吸引子.

固定

a = 9.5, b = 19, b1 = −1, b2 = b3 = 1

改变c,系统(2)在0 < c < 16时,存在2个螺形线混沌
吸引子.

3 系系系统统统(2)的的的混混混沌沌沌同同同步步步性性性(Chaos synchroniza-
tion of system(2))
本节研究系统(2)在参数值

a1 = a, a2 = −b, a3 = −c, a, b, c > 0,

b1 = −1, b2 = b3 = 1

条件下的混沌同步.系统(2)在该参数条件下为



ẋ = ax− yz,

ẏ = −by + xz,

ż = −cz +
1
2
(x̄y + xȳ).

(12)

主动控制技术的思想[10–13]为: 假定存在两个同
样的复混沌系统,且带有下标d的驱动系统控制带有

下标r的响应系统.

设计一个控制器,使响应系统跟随驱动系统,最
终两者完全同步.对于系统(12),驱动和响应系统分
别定义为




ẋd = axd − ydzd,

ẏd = −byd + xdzd,

żd = −czd +
1
2
(x̄dyd + xdȳd),

(13)





ẋr = axr − yrzr + (v1 + iv2),

ẏr = −byr + xrzr + (v3 + iv4),

żr = −czr +
1
2
(x̄ryr + xrȳr)+v5.

(14)

其中: xd = u1d + iu2d, yd = u3d + iu4d是复状态

变量, zd = u5d是实状态变量, xr = u1r + iu2r, yr =
u3r + iu4r和zr = u5r, ū表示复共轭变量,而v1 + iv2,

v3 + iv4和v5分别是需要确定的复和实控制函数.
复系统 (13)可重新表示为一个5实数的一阶

ODE,其形式为



u̇1d = au1d − u3du5d,

u̇2d = au2d − u4du5d,

u̇3d = −bu3d + u1du5d,

u̇4d = −bu4d + u2du5d,

u̇5d = −cu5d + (u1du3d + u2du4d).

(15)

为了得到主动控制信号,定义被控制响应系统和
控制驱动系统之间的误差状态为
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eu1 + ieu2 =

xr − xd = (u1r − u1d) + i(u2r − u2d),

eu3 + ieu4 =

yr − yd = (u3r − u3d) + i(u4r − u4d),

eu5 = zr − zd = (u5r − u5d).

(16)

方程(14)减去方程(13),并利用式(16),得



ėu1 + iėu2 =

a(eu1 + ieu2)− u5d(eu3+

ieu4)− eu5(u3r + iu4r) + (v1 + iv2),

ėu3 + iėu4 =

− b(eu3 + ieu4)− u5d(eu1+

ieu2)+eu5(u1r + iu2r) + (v3 + iv4),

ėu5 =

− ceu5 + u1reu3 + u2reu4+

u3deu1 + u4deu2 + v5.

(17)

方程(17)描述了一个“误差”随着时间改变的动力
学系统,该系统的ODE的实数形式可表示为




ėu1 = aeu1 − u5deu3 − u3reu5 + v1,

ėu2 = aeu2 − u5deu4 − u4reu5 + v2,

ėu3 = −beu3 + u5deu1 + u1reu5 + v3,

ėu4 = −beu4 + u5deu2 + u2reu5 + v4,

ėu5 = −ceu5 + u1reu3 + u2reu4+

u3deu1 + u4deu2 + v5.

(18)

对于参数a, b和c(a, b, c > 0), 存在一个Lyapunov
函数,其形式为

V (t) =
1
2

5∑
i=1

e2
ui

. (19)

沿着系统(18)的解答, V (t)的导数为

V̇ (t) = a(e2
u1

+ e2
u2

)− b(e2
u3

+ e2
u4

)−

ce2
u5

+
5∑

i=1

vieui
+ 2u1reu3eu5 +

2u2reu4eu5−eu1eu3eu5−eu2eu4eu5 . (20)

对于主动控制函数而言,存在多种选择.如果选
择控制输入函数vi为




v1 = −aeu1 , v2 = −aeu2 ,

v3 = (−2u1r + eu1)eu5 ,

v4 = (−2u2r + eu2)eu5 , v5 = 0,

(21)

则方程(20)成为

V̇ (t) = −b(e2
u3

+ e2
u4

)− ce2
u5

< 0. (22)

由于V (t)是一个正定函数,而它的导数是一个负
定的, 直接意味着系统(18)的平衡点eui

= 0, i = 1,

· · · , 5是渐近稳定的,即: 当t → ∞, i = 1, · · · , 5时,
eui

= 0.

对应于图2(a)的2个螺形线混沌吸引子, 系统
(12)在以下情况下, 运用方程(21), 数值求解系统
(13)和(14): 参数a = 9.5, b = 19, c = 3; 初始条
件为t0 = 0, u1d(0) = 2, u2d(0) = 1, u3d(0) = −5,

u4d(0) = 3, u5d(0) = −4及u1r(0) = −2, u2r(0) =
−1, u3r(0) = 5, u4r(0) = −3, u5r(0) = 4. 计算结
果表明: 2个螺形线混沌吸引子在经过很短的10 s后,
就达到了混沌同步. 该混沌吸引子的同步误差(式
(18)的解答)见图3.
图3清楚表明: 同步误差eui将在很短时间内收敛

于零. 可同理证明,与4个螺形线混沌吸引子相应的
两个系统,也混沌同步.

(a) (eu1, t)

(b) (eu2, t)

(c) (eu3, t)

(d) (eu4, t)
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(e) (eu5, t)

图 3 系统(13)和(14)的同步误差(式(18)的解答)
Fig. 3 Synchronization errors of systems (13) and (14)

(solutions of system (18))

4 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一种新混沌复非线性系统(方程

(2))的动力学行为及控制技术. 在最近的文献中,
已经介绍和研究了这个系统在实变量条件下的动力

学行为.在许多重要的工程应用中要使用复数的系
统,如在通信中,双倍的变量数(通过引入复变量)可
以增加传输信息的信息量及安全性. 通过研究该
系统的基本特性(包括不变性、耗散性、平衡和稳定
性、Lyapunov指数、混沌行为和混沌吸引子),得到了
该系统产生混沌的必要条件.通过对比驱动系统和
响应系统的关系,得到了混沌同步的控制函数显式
表达式. Lyapunov函数分析证明,驱动系统和响应系
统的混沌同步误差是渐近稳定的, 控制函数可以使
驱动系统和响应系统完全同步.
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