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摘要:建立一种非线性连续被控对象、系统总时延小于一个采样周期的网络控制系统连续模型. 通过线性化及离
散化的方法将非线性系统转换一种离散化的模型. 利用Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等式方法,设计控制方
法使系统稳定. 在系统包含均匀量化器的情况下,设计控制方法使系统一致有界. 通过调节量化器的误差范围,可
以将系统状态控制在一定的范围内.实际中,据此可设计相应的量化级别及编码长度等参数. 通过仿真验证控制方
法的有效性,并分析了量化误差对系统收敛性的影响.
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Abstract: A nonlinear networked control systems (NCS) with continuous plant and a time-delay shorter than one
sampling period is described by a continuous model. This continuous model is transformed into a discrete one by using
the methods of linearization and discretization. A sufficient condition of stability for the transformed NCS is derived by
using Lyapunov method and linear matrix inequality approach. A state feedback controller is designed for ensuring the
NCS with uniform quantizer to be uniformly bounded. By adjusting the quantization error range, states of the system can
be controlled to stay within a finite range, and the quantized level and the code length can be determined accordingly. The
Matlab simulation of an example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method. Meanwhile, the effect of
the quantized error is analyzed.
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1 引引引言言言(Introduction)
与传统的控制方式中点对点传输方式不同, 在

网络控制系统中, 传感器的采样信号及控制器的控
制信号都需要通过网络传输,传输前必须对信号进
行采样、量化、编码等处理,而这些处理不可避免地
会带来误差; 同时网络中存在的丢包、时延、乱序、
误码等因素会对系统性能产生影响.随着网络控制
系统在实际中的广泛应用, 使得如何消除这些误差
和网络的影响成为了一个新的热点研究方向[1–6]. 非
线性是自然界和工程技术领域中最普遍的现象.相
对线性系统,非线性系统处理过程更复杂,文献[1, 6]
等针对非线性网络控制系统的建模、忽略量化器情

况下的稳定性等问题进行了研究.
量化作为网络控制系统中必不可少的环节, 指

的是通过量化器将实际信号转换成一个在有限集中

取值的分段信号.这种转换会产生量化误差,由于量

化误差的不确定性和网络中时滞、丢包等因素的影

响,使得网络控制系统中对量化影响的研究非常困
难.因此, 在多数网络控制系统的研究中, 量化因素
被忽略了.

目前, 针对网络控制系统量化问题的研究主要
有3种. 一种是早期针对实际中使用的量化器展开的
研究, 文献 [7]将量化误差分解为不同的部分, 并详
细分析了量化误差对信号的影响.文献 [8]通过调节
控制律巧妙的消除了量化误差的影响,从而实现了
系统的镇定. 文献 [9]讨论了在量化误差影响下的非
线性系统的有界性问题. 文献 [10]考虑量化误差的
影响, 设计控制器使系统收敛在一定范围内. 然而,
这些文献都没有考虑网络控制系统中的时延、丢包

等因素.另一种研究方法是文献 [11–12]提出的对数
量化器方法, 对数量化器的量化误差可表示为与系
统状态相关的不确定性, 从而可以将量化误差问题
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转化为传统的鲁棒控制问题,从而实现对系统的镇
定、观测及性能优化等. 然而,对数量化器在平衡点
处无限细化,从而在平衡点附近有无限个量化级别,
这将会产生无限长的编码,在实际使用无法实现. 还
有一种方法是Daniel Liberzon[13]、翟贵生[14]等人提

出的区域量化方法, 该方法将被量化信号的取值范
围分为若干个区域,通过不断地调节一个比例参数
来实现系统的镇定. 为了有效的解码,这种方法要求
该比例参数能够及时、无误差地从编码端发送到解

码端,而实际网络控制系统无法实现这点(因为比例
参数传输前必须进行量化,必定会产生量化误差;同
时网络的存在会产生时延、丢包等影响, 无法实现
实时传输).

根据上面的分析可以看出,目前针对网络控制系
统量化的研究中,第1种早期的研究方法没有考虑网
络特性对系统的影响;另外两种方法从理论上对网
络控制系统进行了一系列的研究,然而无法在实际
中实现. 如果同时考虑实际应用中的量化方式以及
网络控制系统的特性,对系统的镇定将很困难,这也
是目前还没有文献将这两个方面同时考虑的一个

重要原因.在实际应用中系统往往允许存在一定的
误差,只要系统状态能够控制在一定的范围内即可,
不必要渐近收敛于平衡点. 系统的一致有界性控制
是指通过一定的控制策略,将系统状态控制在一个
与初始时刻无关的范围内.因此, 针对实际要求, 可
以不实现系统的渐近稳定, 转而设计控制方法使网
络控制系统一致有界. 这样既满足实际要求, 又可
以使得设计方法变得可行. 本文将非线性系统线性
化、离散化后,通过Lyapunov方法实现了在不考虑量
化条件下对网络控制系统的镇定, 以及考虑均匀量
化情况下的一致有界性控制.通过仿真实例验证了
所提出方法的有效性, 分析了量化误差对系统收敛
的影响.

符符符号号号标标标注注注 ‖ · ‖表示矩阵的Frobenius范数; ‖ · ‖2

表示矩阵的2-范数; | · |表示实数的绝对值; I为适维

的单位矩阵; 为了简化书写,文中∗表示矩阵对称部
分;在初始时刻为k0、初始状态为z(k0)时,当k > k0

时, z(k, k0, z(k0))简写为z(k).

2 系系系统统统描描描述述述(System formulation)
网络控制系统的结构主要包括被控对象、传感

器、执行器、采样器、量化器、编码器、解码器以及

控制器等. 如图1所示,传感器从被控对象采集到信
号,经过网络传输到控制器,控制器根据从传感器得
到的信号确定控制策略,再经过网络传输到执行器,
从而实行对被控对象的控制.

考虑非线性系统状态方程为

ẋ(t) = f(x(t)) + Bu(t), (1)

其中: f ∈ C1[Rn,Rn]为连续可微函数, 增加u(t)为
控制输入, B为适维矩阵. 将系统(1)线性化,可得

ẋ(t) = Ax(t) + g(x(t)) + Bu(t), (2)

其中: A = [
∂f

∂x
(0)] ∈ Rn×n, g ∈ C1[Rn,Rn]满足

lim
x(t)→0

‖g(x(t))‖
‖x(t)‖ = 0. (3)

由于被控对象是连续对象,而传输过程为离散过程,
因此,采用离散化方法,将模型(1)离散化为

x(k + 1) = eAT x(k) + σ(k) + Γ0(τ)u(k) +

Γ1(τ)u(k − 1), (4)

其中: T为采样周期, τ为控制回路总时延,

σ(k) =
w (k+1)T

kT
eA((k+1)T−s)g(x(s))ds,

Γ0(τ) =
w T−τ

0
eAsds, Γ1(τ) =

w T

T−τ
eAsds.

图 1 网络控制系统模型

Fig. 1 The model of networked control system

需要指出的是: 式(4)中的x(k)实际为x(kT ), 为
了符合离散系统习惯写法,将x(kT )简写为x(k),同
样将u(kT )简写为u(k),下文中采用相同的写法.

设τ ′ = τ−T/2, θ = max
τ ′∈[−T/2,T/2]

‖
w −τ ′

0
eAsds‖2 =

‖
w T/2

0
eAsds‖2,则

Γ0(τ) =
w T−τ

0
eAsdsB =

w T/2−τ ′

0
eAsdsB =

w T/2

0
eAsdsB +

w T/2−τ ′

T/2
eAsdsB =

w T/2

0
eAsdsB + eA(T/2)

w −τ ′

0
eAsdsB =

H̄ + D̄F̄ (τ)Ē,

其中: H̄ =
w T/2

0
eAsdsB, D̄ = θeA(T/2), Ē = B,

F̄ (τ) = θ−1
w −τ ′

0
eAsds, F̄ T (τ)F̄ (τ) < I . 因此, 系

统模型可表示为

x(k + 1) = eAT x(k) + (H̄ + D̄F̄ (τ)Ē)u(k) +
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Γ1(τ)u(k − 1). (5)

采用状态反馈控制器,控制器方程表示为{
xc(k + 1) = Acxc(k) + Bcx(k),
u(k) = xc(k),

其中: xc(k)为控制器状态, u(k)为控制器输出, Ac,
Bc为适维常数矩阵. 则

u(k) = Acxc(k − 1) + Bcx(k − 1) =

Acu(k − 1) + Bcx(k − 1).

为了方便,将上式表示为

u(k) = (I + K2)u(k − 1) + K1x(k) =

u(k − 1) + [K1 K2 ]

[
x(k)

u(k − 1)

]
, (6)

其中: I + K2 = Ac, K1 = Bc.

结合式(5),图1所示的网络控制系统可表示为

z(k+1)=(G+ (H+DF (τ)E)K)z(k) +Ω, (7)

其中:

z(k) =

[
x(k)

u(k − 1)

]
, G =

[
eAT Γ0(τ) + Γ1(τ)
0 I

]
,

K = [K1 K2], H =

[
H̄

I

]
, D =

[
D̄ 0
0 0

]
,

F (τ) =

[
F̄ (τ) 0

0 0

]
, E =

[
Ē

0

]
,

FT(τ)F (τ) < I, Ω =

[
σ(k)

0

]
.

对于网络控制系统(7),设计控制器使系统达到稳定
或有界的过程就是通过计算求解矩阵(向量)K的过
程.

对于连续被控对象,传感器采集到的也是连续信
号,在传统控制方式中,此信号可以被直接传输到控
制器,不会损失信息.对于网络控制系统,一方面,由
于网络只能传输二进制信号,因此,在传输前必须对
信号进行采样(离散化)、量化、编码; 另一方面由于
网络带宽的有限性,为了减少网络拥塞,减小网络传
输时延, 降低丢包率, 必须尽可能减少传输数据包,
这就需要在保证信号信息量足够的前提下, 减小采
样速率、减少量化级别.

量化就是通过量化器将实际信号转换成一个在

有限集中取值的分段信号的过程. 实际应用及理论
研究中的量化器主要有对数量化器、区域量化器及

均匀量化器等. 在对数量化器中,量化误差上界可以
表示为被量化变量与一个常数的乘积,在处理过程
中,量化误差可当作一种不确定性处理,但这种量化
器在平衡点处具有无限个量化级别,实际中无法实

现. 区域量化器通过不断调节一个比例参数使得系
统达到稳定, 但这个比例参数要求能够实时、无误
差地从发送端传输到接收端, 这在实际中同样无法
实现. 本文考虑实际中使用的均匀量化器[7–8]. 均匀
量化器可表示为

q(v) = v + ∆(v), (8)

其中: v ∈ Rn×1为被量化的信号, ∆(v)为量化误差,
∆(v)的第 i维元素|∆i(v)| 6 δi. 从而, q(u(k)) =
u(k) + ∆(u(k)), q(x(k)) = x(k) + ∆(x(k)).

考虑从传感器到控制器的量化误差的影响, 式
(6)可表示为

u(k) = u(k − 1) + K1x(k) + K2u(k − 1) +

K1∆(x(k)). (9)

考虑从控制器到执行器的量化误差的影响,被控
对象离散化方程可改写为

x(k + 1) =

eAT x(k) + σ(k) + Γ0(τ)u(k) + Γ1(τ)u(k − 1)+

Γ0(τ)∆(u(k)) + Γ1(τ)∆(u(k − 1)) =

eAT x(k) + σ(k) + (Γ0(τ) + Γ1(τ))u(k − 1)+

Γ0(τ)(K1x(k) + K2u(k − 1)+

K1∆(x(k))) + Γ0(τ)∆(u(k))+

Γ1(τ)∆(u(k − 1)). (10)

结合式(9)–(10),包含均匀量化器的网络控制系统的
状态方程

z(k + 1) =

(G + (H + DF (τ)E)K)z(k) + Ω + ∆, (11)

其中

∆ =

[
Γ0(τ)∆(u(k)) + Γ1(τ)∆(u(k − 1))

0

]
+

[
Γ0(τ)

I

]
K1∆(x(k)).

特别地,线性时不变网络控制系统状态方程可表
示为

z(k + 1) = (G + (H + DF (τ)E)K)z(k) + ∆.

3 网网网络络络控控控制制制系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性及及及一一一致致致有有有界界界性性性

(Stability and uniformly bound of networked
control system)
在本节中,根据上节建立的网络控制模型,给出

了在忽略量化误差影响下的系统稳定性条件;在考
虑到系统在均匀量化的情况下,设计控制律,使系统
一致有界,并求出收敛上界. 分析系统收敛与系统初
始值和量化误差的关系,可根据实际要求的系统上
界,来确定系统的量化误差及编码长度.
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根据文献[15–16],可得系统一致有界性定义.

定定定义义义 1 若对∀α > 0, 存在β(k0, α), 使得当
‖z(k0)‖ 6 α时, 系统(11)的解‖z(k, k0, z(k0))‖ 6
β(k0, α), k > k0,则称系统(11)等度有界,若β(k0, α)
与k0无关,则称系统(11)一致有界.

引引引理理理 1[17] 对于给定的对称矩阵Y及适维矩阵

M , N , W , WTW 6 I , 如果满足Y + MWN +
NTWTMT < 0, 则存在一个常数ε > 0, 使得Y +

εMMT +
1
ε
NT N < 0.

引引引理理理 2 设矩阵M = (mij)n×n ∈ Rn×n, N =
(nij)n×n ∈ Rn×n. r = (r1, r2, · · · , rn) ∈ Rn, s =
(s1, s2, · · · , sn) ∈ Rn为任意的n维向量,满足|ri| 6
li, |si| 6 li, i = 1, 2, · · · , n,其中: s = (s1, s2, · · · ,

sn) ∈ Rn, l = (l1, l2, · · · , ln)T, li > 0, i = 1, 2,

· · · , n,则‖Mr + Ns‖ 6 ‖M + N‖ · ‖l‖.
证证证 由于

‖Mr + Ns‖2 =
n∑

i=1

|
n∑

j=1

(mijrj + nijsj)|2 6
n∑

i=1

|
n∑

j=1

(|mijrj|+ |nijsj|)|2,

根据|ri| 6 li, |si| 6 li, i = 1, 2, · · ·, n, li > 0, i =
1, 2, · · · , n得

n∑
i=1

|
n∑

j=1

(|mijrj|+ |nijsj|)|2 =

n∑
i=1

|
n∑

j=1

(|mij| · |rj|+ |nij| · |sj|)|2 6
n∑

i=1

|
n∑

j=1

(|mijlj|+ |nijlj|)|2 =

n∑
i=1

|
n∑

j=1

(mijlj + nijlj)|2 =

‖(M + N)l‖2 6 ‖M + N‖2 · ‖l‖2,

即‖Mr + Ns‖2 6 ‖M + N‖2 · ‖l‖2. 证毕.

引引引理理理 3 令ρ1 > 0, ρ2 = min{ρ21, ρ22},其中:

ρ21 =
e−(1+‖A‖)

1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖ρ1,

ρ22 =
e−(1+‖A‖)

1 + T‖B‖ρ1.

当‖x(t)‖ 6 ρ1时, ‖g(x(t))‖ < ‖x(t)‖ 6 ρ1; 则当
‖z(k)‖ 6 ρ2时, ‖x(t)‖ < ρ1, r ∈ [kT, (k + 1)T ].

证证证 从式(3)可以看出,存在ρ1 > 0, 当‖x(t)‖ 6
ρ1时, ‖g(x(t))‖ < ‖x(t)‖ 6 ρ1.

令ρ2 = min{ρ21, ρ22},其中:

ρ21 =
e−(1+‖A‖)

1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖ρ1,

ρ22 =
e−(1+‖A‖)

1 + T‖B‖ρ1,

根据上式可知ρ2 < ρ1.

当‖z(k)‖ 6 ρ2时, ‖x(k)‖ 6 ρ2, ‖u(k − 1)‖ 6
ρ2,从而‖g(x(k))‖ < ‖x(k)‖ 6 ρ1.

用反证法,假设存在r ∈ (kT, (k + 1)T ), ‖x(r)‖
= ρ1,当t ∈ [kT, r)时, ‖x(t)‖ < ρ1.

由于网络传输中时延(丢包)τ < T的影响,将时
间t分为两种情况讨论.

情情情形形形 1 当r ∈ (kT, kT + τ)时,可得

x(r)=x(k)+
w t

k
Ax(s)+g(x(s))+Bu(k−1)ds,

从而

‖x(r)‖6‖x(k)‖+T‖B‖‖u(k−1)‖+
w t

kT
‖A‖‖x(s)‖+‖g(x(s))‖ds,

根据Gronwall不等式,可得

‖x(r)‖ 6
(‖x(k)‖+ T‖B‖‖u(k − 1)‖)e(1+‖A‖)(t−kT ),

从而

‖x(r)‖ 6 (1 + T‖B‖)ρ2eT (1+‖A‖) =

e−T (1+‖A‖)

1 + T‖B‖ ρ1(1 + T‖B‖)eT (1+‖A‖) = ρ1,

与假设条件矛盾,引理成立.

情情情形形形 2 r ∈ [kT + τ, (k + 1)T )时,可得

x(r) =

x(k) +
w r

kT
Ax(s) + g(x(s))ds +

w kT+τ

kT
Bu(k − 1)ds +

w (k+1)T

kT+τ
Bu(k)ds =

x(k) +
w r

kT
Ax(s) + g(x(s))ds + τBu(k − 1) +

(T−τ)B(u(k − 1)+K1x(kT )+K2u(k − 1)) =

x(k) +
w r

kT
Ax(s) + g(x(s))ds + (TB +

(T − τ)BK2)u(k − 1) + (T − τ)BK1x(k),

因此

‖x(r)‖ 6

‖x(k)‖+
w r

kT
(1 + ‖A‖)‖x(s)‖ds +

‖TB + TBK2‖‖u(k − 1)‖+ ‖TBK1‖‖x(k)‖ 6
(1 + ‖TBK1‖)‖x(k)‖+ ‖TB + TBK2‖
‖u(k − 1)‖+

w r

kT
(1 + ‖A‖)‖x(s)‖ds.

根据Gronwall不等式,可得

‖x(r)‖6 ((1+‖TBK1‖)‖x(k)‖+‖TB+TBK2‖ ·
‖u(k − 1)‖)e(1+‖A‖)(r−kT ),

即
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‖x(r)‖ <
e−T (1+‖A‖)

1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖ ·
ρ1(1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖) ·
eT (1+‖A‖) = ρ1.

从而‖x(r)‖ < ρ1,与假设条件矛盾. 证毕.

引引引理理理 4 对于任意给定的实数µ > 0,存在一个
实数ρ > 0,使得当‖z(k)‖ < ρ时,有

‖σ(k)‖ = ‖
w (k+1)T

kT
eA((k+1)T−s)g(x(s))ds‖ <

µ‖z(k)‖,
其中µ = µ1eT‖A‖ min{(1 + T‖B‖)eT (1+‖A‖), (1 +
‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖)eT (1+‖A‖)}.

证证证 对于任意给定的µ > 0,则µ1 > 0,下面分两
种情形讨论:

情情情形形形 1 当µ1 >1时,从式(3)可以看出,存在ρ1 >

0, ρ3 > ρ1 > 0, 当‖x(t)‖ 6 ρ1时, ‖g(x(t))‖ <

‖x(t)‖ 6 ρ1; ‖x‖ < ρ3时, ‖g(x)‖ < µ1‖x‖. 令

ρ̄ = min{ e−(1+‖A‖)

1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖ρ1,

e−(1+‖A‖)

1 + T‖B‖ρ1}.

根据上式可知ρ̄ < ρ1 6 ρ3, 从而, 当‖z(k)‖ <

ρ̄时, ‖z(k)‖ < ρ1, 从而, ‖x(k)‖ < ρ1 6 ρ3,
‖u(k − 1)‖ < ρ1 6 ρ3, ‖g(x)‖ < µ1‖x‖. 由引理3可
得,当‖z(k)‖ < ρ̄时,对于t ∈ [kT, (k + 1)T ],

‖x(t)‖ 6 min{(‖x(k)‖+ T‖B‖‖u(k − 1)‖) ·
eT (1+‖A‖), ((1+‖TBK1‖)‖x(k)‖+
‖TB + TBK2‖‖u(k − 1)‖) ·
eT (1+‖A‖)} < ρ1 6 ρ3.

情情情形形形 2 当µ1 < 1时,存在ρ3 <ρ1,使得当‖x(t)‖
6 ρ1时, ‖g(x(t))‖ < ‖x(t)‖ 6 ρ1; ‖x‖ < ρ3时,
‖g(x)‖ < µ1‖x‖. 令

ρ̃ = min{ e−T (µ1+‖A‖)

1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖ρ3,

e−T (µ1+‖A‖)

1 + T‖B‖ ρ3}.

用类似引理3的证明方法可得,当‖z(k)‖ < ρ̃时,
‖x(k)‖ < ρ̃, ‖u(k − 1)‖ < ρ̃, t ∈ [kT, (k + 1)T ]时,

‖x(t)‖ 6
min{(‖x(k)‖+ T‖B‖‖u(k − 1)‖)eT (µ1+‖A‖),

((1 + ‖TBK1‖)‖x(k)‖+

‖TB + TBK2‖‖u(k − 1)‖)eT (µ1+‖A‖)} <

ρ3 < ρ1.

由于µ1 < 1,可得

‖x(t)‖ 6
min{(‖x(k)‖+ T‖B‖‖u(k − 1)‖)eT (1+‖A‖),

((1 + ‖TBK1‖)‖x(k)‖+

‖TB + TBK2‖‖u(k − 1)‖)eT (1+‖A‖)}.
令ρ = min{ρ̄1, ρ̃1}, 综合情形1和情形2可得如

下结论:

当‖z(k)‖ < ρ, t ∈ [kT, (k + 1)T ]时, ‖x(t)‖ <

ρ3,且

‖x(t)‖ 6
min{(‖x(k)‖+ T‖B‖‖u(k − 1)‖)eT (1+‖A‖),

((1 + ‖TBK1‖)‖x(k)‖+

‖TB + TBK2‖‖u(k − 1)‖)eT (1+‖A‖)}.
因此,当‖z(k)‖ < ρ, t ∈ [kT, (k + 1)T ]时,

‖σ(k)‖ =

‖
w (k+1)T

kT
eA((k+1)T−s)g(x(s))ds‖ <

‖
w (k+1)T

kT
µ1eA((k+1)T−s)x(s)ds‖ <

µ1eT‖A‖ min{(‖x(k)‖+

‖T‖B‖u(k − 1)‖)eT (1+‖A‖), ((1 + ‖TBK1‖) ·
‖x(k)‖+‖TB+TBK2‖‖u(k−1)‖)eT (1+‖A‖)} <

µ1eT‖A‖ min{(1 + T‖B‖)eT (1+‖A‖),

(1 + ‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖)eT (1+‖A‖)} ·
‖z(k)‖ < µ‖z(k)‖,
其中µ = µ1eT‖A‖ min{(1 + T‖B‖)eT (1+‖A‖), (1 +
‖TBK1‖+ ‖TB + TBK2‖)eT (1+‖A‖)}.

证毕.

引引引理理理 5 [18] 针对离散系统(4)所得出的稳定性理
论,针对离散化前的连续系统(2)同样成立.

根据引理5可知,针对离散化系统所得出的稳定
性理论,对于离散化前的连续系统同样成立.

定定定理理理 1 对于离散化、线性化后的非线性网络

控制系统(7),如果存在矩阵X > 0, Q̃1 > 0及常数ε

> 0满足线性矩阵不等式

Π =




−X XGT + MHT MET X

∗ −X + εDDT 0 0
∗ ∗ −εI 0
∗ ∗ ∗ −Q̃1


<0, (12)

其中: M =XKT, Q̃1 =Q−1
1

,则存在d>0,当‖z(k0)‖
< d时, 式(6)所表示的控制器可使网络控制系统(7)
渐近稳定.

证证证 定义李雅普诺夫函数

V (z(k)) = zT(k)Pz(k),
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根据系统模型(7)可得
V (z(k + 1))− V (z(k)) =
zT(k)(G + Ω + (H + DF (τ)E)K)TP (G+
(H + Ω + DF (τ)E)K)z(k)− zT(k)Pz(k).

令

Ψ(k) = zT(k)(G + (H + DF (τ)E)K)TP (G +

(H + DF (τ)E)K)z(k)−
zT(k)Pz(k) + zT(k)Q1z(k),

则Ψ(k) < 0等价于[
−P +Q1 (G+HK+DF (τ)EK)TP

∗ −P

]
< 0.

对上式作等价变换, 等式两边左右各乘以[
P−1 0
∗ P−1

]
,并令X = P−1,可得

[
−X+XQ1X X(G+HK+DF (τ)EK)T

∗ −X

]
<0,

即 [
−X+XQ1X XGT+XKTHT

∗ −X

]
+

[
XKTET

0

]
FT(τ)[0 DT ] +

[
0
D

]
F (τ)[EKX 0] < 0. (13)

根据引理1,可得[
−X+XQ1X XGT+XKTHT

∗ −X

]
+

[
ε−1XKTETEKX 0

∗ εDDT

]
< 0,

从而

Π =




−X XGT+XKT HT XKTET X

∗ −X+εDDT 0 0
∗ ∗ −εI 0
∗ ∗ ∗ −Q−1

1


<0.

因此,当式(12)成立时, Ψ(k) < 0,即

V (z(k + 1))− V (z(k)) <

−zT(k)Q1z(k)+2ΩTP (G+Γ̄0(τ)K)z(k)+ΩTPΩ,

从而

V (z(k + 1))− V (z(k)) 6
−λmin(Q1)‖z(k)‖2 + 2‖Ω(k)‖‖P (G +

Γ̄0(τ)K)‖‖z(k)‖+ ‖P‖‖Ω(k)‖2.

根据引理4,存在ρ > 0,当‖z(k)‖ < ρ时,

V (z(k + 1))− V (z(k)) 6
‖z(k)‖2(−λmin(Q1) +

2µ‖P (G + Γ̄0(τ)K)‖+ µ2‖P‖) 6
‖z(k)‖2(−λmin(Q1) + 2µ(‖PG‖+

‖P‖(
w T

0
e‖A‖sds + 1)‖K‖) + µ2‖P‖).

取µ0 > 0使−λmin(Q1) + 2µ0(‖PG‖ + ‖P‖ ·
(
w T

0
e‖A‖sds + 1)‖K‖) + µ2

0‖P‖ < 0. 根据引理4得,

存在 ρ0 > 0, 当 ‖z(k0)‖ < ρ0时, V (z(k0 + 1)) −
V (z(k0)) < 0.

取d =

√
λmin(P )
λmax(P )

ρ0 6 ρ0,当‖z(k0)‖ < d 6 ρ0

时,

‖z(k0 + 1)‖ 6
√

V (z(k0 + 1))
λmin(P )

6
√

V (z(k0))
λmin(P )

6
√

λmax(P )
λmin(P )

‖z(k0)‖ < ρ0.

因此, V (z(k0 + 2))− V (z(k0 + 1)) < 0.

从而

‖z(k0 + 2)‖ 6
√

V (z(k0 + 2))
λmin(P )

6
√

V (z(k0 + 1))
λmin(P )

6
√

V (z(k0))
λmin(P )

6
√

λmax(P )
λmin(P )

‖z(k0)‖ < ρ0.

用同样的方法递推可得, 对所有的 k > k0,
‖z(k)‖ < ρ0.

所以, 存在 d > 0, 当 ‖z(k0)‖ < d时, V (z(k +
1))− V (z(k)) < 0,网络控制系统(7)渐近稳定.

证毕.

定定定理理理 2 对于如图1所示的非线性网络控制系
统, 考虑均匀量化的情况下, 假设整个系统采用相
同的量化器, 即|∆i(x(k))| < δ(i = 1, 2, · · · , n),
|∆j(u(k))| < δ(j = 1, 2, · · · ,m), 令ω1 =
[δ δ · · · δ]T ∈ Rn×1, ω2 = [δ δ · · · δ]T ∈ Rm×1.
对于系统模型(11), 如果存在矩阵X > 0, Q̃1 > 0,
Q2 > 0及常数ε > 0满足线性矩阵不等式

Π =




−X XGT + MHT MET X X

∗ −X + εDDT 0 0 0
∗ ∗ −εI 0 0
∗ ∗ ∗ −Q̃1 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Q2




< 0,

(14)

1 +
a

λmin(P )
> 0, (15)
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其中: M = XKT, Q̃1 = Q−1
1

, 则式(6)所表示的控
制器可使网络控制系统(11)一致有界. 并且,令初始
时刻为k0、初始状态为z(k0),当k > k0时,

‖z(k)‖ 6 max(
σ0√

λmin(P )
,

√
λmax(P )
λmin(P )

‖z(k0)‖),

其中:

σ0 =

√
λmin(P )

(−b +
√

b2 − 4ac
)

2a
,

a = −λmin(Q2), c = ‖P‖‖∆‖2,

b = 2‖∆TPG‖+2‖∆TP‖(
w T

0
e‖A‖sds+1)‖K‖.

证证证 定义函数V (z(k)) = zT(k)Pz(k), 其中
P > 0. 根据系统模型(11), 使用类似定理1的证
明方法可得

V (z(k + 1))− V (z(k)) <

zT(k)(G+Ω+∆+(H+DF (τ)E)K)TP (G+

∆+Ω+(H+DF (τ)E)K)z(k)−zT(k)Pz(k) +

2∆TP (G + Γ̄0(τ)K)z(k) + ∆TP∆. (16)

如果式(14)成立,则式(12)成立,根据定理1,可得
存在d > 0,当‖z(k0)‖ < d时,

V (z(k + 1))− V (z(k)) <

−zT(k)Q2z(k) + 2∆TP (G+
Γ̄0(τ)K)z(k) + ∆TP∆ 6
−λmin(Q2)‖z(k)‖2 + 2‖∆TP (G+
Γ̄0(τ)K)‖‖z(k)‖+ ‖P‖‖∆‖2,

其中

‖∆TP (G + Γ̄0(τ)K)‖ 6

‖∆TPG‖+ ‖∆TP‖(‖
w T−τ

0
eAsds‖+ 1)‖K‖ 6

‖∆TPG‖+ ‖∆TP‖(
w T

0
e‖A‖sds + 1)‖K‖.

利用引理2,可得

‖∆‖ =

‖
[

Γ0(τ)∆(u(k)) + Γ1(τ)∆(u(k − 1))
0

]
+

[
Γ0(τ)

I

]
K1∆(x(k))‖ 6

‖
w T

0
eAsds‖‖ω2‖+ (

w T

0
e‖A‖sds + 1)‖K1ω1‖.

(17)

因此,

V (z(k+1))−V (z(k))6a‖z(k)‖2+b‖z(k)‖+ c,

其中: a = −λmin(Q2), b = 2‖∆TPG‖+2‖∆TP‖ ·
(
w T

0
e‖A‖sds + 1) ‖K‖, c = ‖P‖‖∆‖2.

令σ0 =

√
λmin(P )(−b+

√
b2−4ac)

2a
,当σ>σ0时,

a

λmin(P )
σ2 + b

σ1√
λmin(P )

+ c 6 0. (18)

当‖z(k0)‖ 6 σ0√
λmax(P )

时,令σ = σ0;当‖z(k0)‖ >

σ0√
λmax(P )

时, 令σ =
√

λmax(P )‖z(k0)‖, 则σ > σ0,

从而

V (z(k0)) 6 λmax(P )‖z(k0)‖2 6 σ2. (19)

由于

V (z(k0 + 1)) 6
V (z(k0)) + a‖z(k0)‖2 + b‖z(k0)‖+ c 6

(1 +
a

λmin(P )
)V (z(k0)) + b

√
V (z(k0))
λmin(P )

+ c,

根据式(15)及b > 0,可得

V (z(k0 + 1))6(1+
a

λmin(P )
)σ2+b

σ√
λmin(P )

+ c.

由于σ>σ0,结合式(16)中关于σ0定义,得

V (z(k0 + 1)) 6
(1 +

a

λmin(P )
)σ2 + b

σ√
λmin(P )

+ c 6 σ2.

用同样的方法递推, 可得k > k0时, V (z(k)) 6 σ2,
从而

‖z(k)‖ 6
√

V (z(k))
λmin(P )

6 σ√
λmin(P )

.

对∀α > 0, ‖z(k0)‖ 6 α时,存在与k0无关的

β(α) 6 max{ σ0√
λmin(P )

,

√
λmax(P )
λmin(P )

α},

使得系统(11)的解‖z(k, k0, z(k0))‖ 6 β(α), k > k0,
根据定义1可知系统(11)一致有界. 证毕.

4 仿仿仿真真真及及及结结结果果果分分分析析析(Simulation and result
analysis)
考虑非线性系统ẋ(t) = 0.1x2 + 0.1x, 采用文

中线性化的方法进行线性化, 可得线性化后的结果
ẋ(t) = Ax + g(x), 其中: A = 0.1, g(x) = 0.1x2,

非线性项满足 lim
x(t)→0

‖g(x(t))‖
‖x(t)‖ = 0. 网络控制系

统的采样周期为T = 0.5 s, 网络控制系统总时
延小于一个采样周期, 即 τ < 0.5 s, 根据网络控
制系统模型(7), 计算可得 z(k + 1) = (G + (H +
DF (τ)E)K)z(k) + Ω,其中:

G =

[
1.0513 0.5127

0 1.0000

]
, H =

[
0.2532
1.0000

]
,
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D =

[
0.2596 0

0 0

]
, E =

[
1
0

]
.

通过定理1,求解线性矩阵不等式(12)可求得

P =
[
0.3290 0.1554
0.1554 0.3221

]
, Q1 =

[
15.3250 0

0 15.3250

]
,

从而,控制器中待确定项
K = [−0.7582 −1.0380],

存在µ0 = 2.6644满足
−λmin(Q1) + 2µ0(‖PG‖+

‖P‖(
w T

0
e‖A‖sds + 1)‖K‖) + µ2

0‖P‖ < 0.

取d = 0.1130,当z(k0) < d时,网络控制系统渐
近稳定,图2绘制了被控对象状态曲线.

图 2 不考虑量化的被控对象状态曲线
Fig. 2 State of networked control systems without quantizer

考虑系统中存在均匀量化器, 取δ = 0.01, 根据
定理2可求得K = [−0.4054 −0.7365], 图3绘制了
被控对象状态曲线.从图3可看出,网络控制系统无
法达到稳定,其状态在一个范围内震荡. 系统最终收
敛在一定的范围内,从定理2可以看出,被控系统最
终收敛上界随着与量化误差上界的减小儿减小, 成
一种近似的线性关系, 图4绘制了δ = 0.01和δ = 0.1
时被控对象状态的曲线,从中可以看出量化误差越
大,系统收敛情况越差. 在实际应用中,可根据实际
需求来设计量化器的最大量化误差(可以据此设计
量化器和编码器). 特别地, 当误差δ = 0时, 系统退
化为不含量化器的网络控制统,即定理1中的结论.

图 3 考虑量化的被控对象状态曲线
Fig. 3 State of networked control systems with quantizer

图 4 不同的量化误差的被控对象状态曲线
Fig. 4 State of networked control systems with

different quantized error
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