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摘要:二型模糊集和直觉模糊集都具有很强的实际应用背景. 二型模糊集增强了系统处理不确定性的能力,直觉
模糊集为解决人们判断问题所出现的犹豫信息提供了理论依据. 本文在二型模糊集和直觉模糊集的基础上,给出
了二型直觉模糊集的概念,证明了二型直觉模糊集是一型模糊集、直觉模糊集、区间值模糊集、区间值直觉模糊集
的广义形式,讨论了二型直觉模糊集的基本运算和二型直觉模糊关系.最后,研究了基于二型直觉模糊理论的近似
推理,并实例说明了二型直觉模糊集的实际应用背景.
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Abstract: Type-2 fuzzy sets and intuitionistic fuzzy sets have a wide range of practical applications. Type-2 fuzzy
sets enhance the ability of the system for dealing with uncertainties. Intuitionistic fuzzy sets provide a theoretical basis
to manage the hesitation information appearing to people in judging questions. In this paper, we introduce the concept
of type-2 intuitionistic fuzzy sets under type-2 fuzzy sets and intuitionistic fuzzy sets. Furthermore, we prove that type-2
intuitionistic fuzzy sets are the generalized forms of type-1 fuzzy sets, intuitionistic fuzzy sets, interval-valued fuzzy sets
and interval-valued intuitionistic fuzzy sets. The basic operations of type-2 intuitionistic fuzzy sets and type-2 intuitionistic
fuzzy relations are discussed. Finally, the approximation reasoning based on the type-2 intuitionistic fuzzy theory is studied.
A practical example illustrates the practical application background of type-2 intuitionistic fuzzy sets.
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fuzzy sets; fuzzy number intuitionistic fuzzy sets

1 引引引言言言(Introduction)
自1965年数学家Zadeh提出模糊集理论[1](又被

称为一型模糊集)以来, 经过几十年的研究与发展,
已经在理论与应用上取得了巨大的进步. 模糊集
理论已经成为处理不确定信息和知识的重要数学

工具. 目前它已经在聚类分析、图像识别、自动控
制、人工智能等方面得到了成功的应用.
为了增强系统处理不确定性的能力, 多重不确

定性研究越来越受到重视. 1975年, Zadeh提出的
二型模糊集[2]作为一种处理多重不确定性的数学

工具, 给出了解决复杂系统的新思路, 由于二型
模糊集计算复杂, 很多学者都首先致力于研究特
殊的二型模糊集—–区间值模糊集[2], 并将其成功
运用到了许多领域[3–4]. 对于最一般的二型模糊
集,至到1998年, Mendel等人建立了二型模糊逻辑系
统[5–7],提出了二型模糊逻辑系统的降型方法[8–9],并
将其成功运用于时变信道均衡化问题,二型模糊集

才得到了极大的发展[10–11]. 模糊集的另一种推广形
式是1983年Atanassov提出的直觉模糊集[12–13],它通
过设定隶属度和非隶属度很好的解决了人们判断

问题的肯定程度、否定程度以及踌躇程度3种状态
信息, 它更加细腻地刻画了模糊性的本质. 1989年
Atanassov和Gargov又提出区间值直觉模糊集[14],并
于同一文献指出区间值模糊集等同于直觉模糊集.
文献 [15]利用三角模糊数定义了一种新的模糊数直
觉模糊集, 同时给出了模糊数直觉模糊集的一些运
算.文献 [16]在文献 [15]的基础上, 基于模糊结构元
的方法将三角模糊数拓展到了一般的模糊数上, 因
而所定义模糊数直觉模糊集更具普遍性. 然而, 文
献 [16]所提出的模糊数直觉模糊集对隶属度和非隶
属度的要求仍过于强烈, 即隶属度和非隶属度都必
须是[0, 1]上所有α–水平截集为闭区间的连续标准
凸一型模糊集. 另一方面,文献 [16]关于模糊数直觉
模糊集的基本运算都是基于模糊结构元间接给出,
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这限制了它在实际中的应用. 基于此,为了给模糊集
理论一个统一的理论框架, 同时为了更好地处理复
杂系统的高度不确定性和人们判断问题的踌躇性,
本文在二型模糊集和直觉模糊集的基础上, 给出了
二型直觉模糊集的概念, 并指出一型模糊集、直觉
模糊集、区间值模糊集、区间值直觉模糊集都是二

型直觉模糊集的特殊表现形式, 讨论了二型直觉模
糊集的基本运算与二型直觉模糊关系.最后,研究了
基于二型直觉模糊理论的近似推理.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
本节主要给出二型模糊集与直觉模糊集的基本

概念及相应运算.

定定定义义义 1[7] 设X为论域, 一个二型模糊集A可以

描述为

A =
w

x∈X
uA(x)/x =

w
x∈X

[
w

u∈Jx

fx(u)/u]/x, Jx ⊆ [0, 1],

其中: Jx是x的主要成员, fx(u)是x的次级隶属度.

定定定义义义 2[12–13] 设X为论域,称A = {< x, uA(x),
vA(x) > |x ∈ X}为X上的直觉模糊集, uA : X →
[0, 1], vA : X → [0, 1]且对任意的x ∈ X满足 0 6
uA(x) + vA(x) 6 1. 其中: uA(x)表示x对A隶属程

度, vA(x)表示x对A非隶属程度, πA(x) = 1−uA(x)
− vA(x)表示x对A的踌躇程度.

下面给出二型模糊集及直觉模糊集的基本运算.

定定定义义义 3[12–13] 设A,B是论域X上的两个直觉模

糊集,令

A = {< x, uA(x), vA(x) > |x ∈ X},
B = {< x, uB(x), vB(x) > |x ∈ X},

则

A ∪B =

{< x, uA(x) ∨ uB(x), vA(x) ∧ vB(x) > |x ∈ X},
A ∩B =

{< x, uA(x) ∧ uB(x), vA(x) ∨ vB(x) > |x ∈ X},
Ac = {< x, vA(x), uA(x) > |x ∈ X}.
定定定义义义 4[17–18] 设A,B是论域X上的两个二型模

糊集,令

A =
w

x∈X
uA(x)/x =

w
x∈X

[
w

u∈Ju
x

fx(u)/u]/x, Ju
x ⊆ [0, 1],

B =
w

x∈X
uB(x)/x =

w
x∈X

[
w

w∈Jw
x

gx(w)/w]/x, Jw
x ⊆ [0, 1],

则

uA∪B(x) = uA(x) ∪ uB(x) =w
u∈Ju

x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ gx(w)/u ∨ w,

uA∩B(x) = uA(x) ∩ uB(x) =w
u∈Ju

x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ gx(w)/u ∧ w,

uAc(x) = ¬uA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/(1− u).

引引引理理理 1[17–18] 在∪,∩, c运算下, 论域X上的任

意二型模糊集满足交换律、结合律、幂等律、对合

律、De Morgan律.

一般地,分配律和吸收律不成立.

3 二二二 型型型 直直直 觉觉觉 模模模 糊糊糊 集集集(Type-2 intuitionistic
fuzzy sets )
二型模糊集和直觉模糊集都有很强的实际应用

背景,将二者合二为一,是很自然的推广形式. 在复
杂系统中,存在这样一类问题:人们判断问题时,支
持的隶属度、反对的隶属度及踌躇的隶属度均表现

为[0, 1]上的一型模糊集. 为了给解决这类问题提供
一定的理论基础, 本节主要给出二型直觉模糊集的
概念,并且讨论其和常见模糊集的关系.

定定定义义义 5 设X为论域,称

A = {< x, uA(x), vA(x) > |x ∈ X}
为X上的二型直觉模糊集. 如果

uA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/u, Ju
x ⊆ [0, 1],

vA(x) =
w

v∈Jv
x

gx(v)/v, Jv
x ⊆ [0, 1],

且对任意的x ∈ X满足

max
u∈Ju

x

(fx(u) ∗ u) + max
v∈Jv

x

(gx(v) ∗ v) 6 1,

uA(x)表示x对A隶属程度, vA(x)表示x对A非隶属

程度,

πA(x) =
w

u∈Ju
x

w
v∈Jv

x

fx(u) ∧ gx(v)/

max(0, 1− u− v)

表示x对A踌躇程度.

事实上, 若忽略对隶属度与非隶属度的限制条
件,且对任意的x ∈ X, uA(x)和vA(x)为[0, 1]上的三
角模糊数, 则二型直觉模糊集退化为文献[15]所定
义的模糊数直觉模糊集. 若对任意的x ∈ X, uA(x)
和vA(x)为[0, 1]上的一般模糊数,则二型直觉模糊集
退化为文献[16]所定义的模糊数直觉模糊集. 若对
任意的x ∈ X ,令

uA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/u,
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vA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/(1− u),

其中Ju
x ⊆ [0, 1],则vA(x) = ¬uA(x),二型直觉模糊

集就退化为普通的二型模糊集. 可见,二型直觉模糊
集的概念更具普遍性.

例例例 1 设X是论域,令

A = {< x, uA(x), vA(x) > |x ∈ X},
若∀x ∈ X有

uA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/u = 0.8/0.7 + 0.6/0.8,

vA(x) =
w

v∈Jv
x

gx(v)/v = 0.9/0.1 + 0.8/0.2,

则

∀x ∈ X,

max
u∈Ju

x

(fx(u) ∗ u) + max
v∈Jv

x

(gx(v) ∗ v) =

max(0.8 ∗ 0.7, 0.6 ∗ 0.8) +

max(0.9 ∗ 0.1, 0.8 ∗ 0.2) = 0.72 6 1,

故A是X上的二型直觉模糊集. 另外, x对A踌躇程度

可表达为

πA(x) =
0.8 ∧ 0.9

1− 0.7− 0.1
+

0.8 ∧ 0.8
1− 0.7− 0.2

+

0.6 ∧ 0.9
1− 0.8− 0.1

+
0.6 ∧ 0.8

1− 0.8− 0.2
=

0.8
0.2

+
0.8
0.1

+
0.6
0.1

+
0.6
0

=

0.8
0.2

+
0.8
0.1

+
0.6
0

.

定定定理理理 1 二型直觉模糊集是区间值直觉模糊

集、直觉模糊集、区间值模糊集、一型模糊集的拓展

形式.

证证证 在定义5中,若对任意的x ∈ X ,令

uA(x) =
w

u∈Ju
x

1/u, vA(x) =
w

v∈Jv
x

1/v,

其中Ju
x ⊆ [0, 1]和Jv

x ⊆ [0, 1]为闭区间,则

πA(x) =
w

u∈Ju
x

w
v∈Jv

x

1/(1− u− v),

显然二型直觉模糊集退化为区间值直觉模糊集.

若对任意的x ∈ X ,令

uA(x) =
w

u∈Ju
x

1/u, vA(x) =
w

v∈Jv
x

1/v,

其中: Ju
x ∈ [0, 1], Jv

x ∈ [0, 1], 则πA(x) =w
u∈Ju

x

w
v∈Jv

x

1/(1− u− v),显然二型直觉模糊集退

化为直觉模糊集. 文献[14]指出直觉模糊集等同于
区间模糊集, 易见二型直觉模糊集可退化为区间值
模糊集,事实上, x ∈ X在区间值模糊集中的隶属度

可以表示为[Ju
x , 1− Jv

x ].

若对任意的x ∈ X ,

uA(x) =
w

u∈Ju
x

1/u, vA(x) =
w

u∈Ju
x

1/(1− u),

其中Ju
x ∈ [0, 1],则πA(x) = 1/0,显然二型直觉模糊

集退化为一型模糊集. 证毕.

由定理1可知,二型直觉模糊集是区间值直觉模
糊集、直觉模糊集、区间值模糊集、一型模糊集的拓

展形式,在一定程度上,为众多模糊集建立了统一的
理论框架.

4 二二二型型型直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集的的的基基基本本本运运运算算算(Basic opera-
tions of type-2 intuitionistic fuzzy sets )
为了适应描述不同的对象,基于直觉模糊集和二

型模糊集的运算公式, 下面给出二型直觉模糊集的
基本运算.

定定定义义义 6 设A,B是论域X上的两个二型直觉模

糊集,令

A = {< x, uA(x), vA(x) > |x ∈ X},
其中:

uA(x) =
w

u∈Ju
x

fx(u)/u, Ju
x ⊆ [0, 1],

vA(x) =
w

v∈Jv
x

gx(v)/v, Jv
x ⊆ [0, 1],

B = {< x, uB(x), vB(x) > |x ∈ X},
其中:

uB(x) =
w

w∈Jw
x

hx(w)/w, Jw
x ⊆ [0, 1],

vB(x) =
w

p∈Jp
x

kx(p)/p, Jp
x ⊆ [0, 1].

定义如下运算:

1)

A ∩B =

{< x, uA(x)∩uB(x), vA(x)∪vB(x)> |x∈X}=

{< x,
w

u∈Ju
x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ hx(w)/u ∧ w,
w

v∈Jv
x

w
p∈Jp

x

gx(v) ∧ kx(p)/v ∨ p > |x ∈ X};
2)

A ∪B =

{<x, uA(x)∪uB(x), vA(x)∩vB(x)> |x∈X}=

{< x,
w

u∈Ju
x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ hx(w)/u ∨ w,
w

v∈Jv
x

w
p∈Jp

x

gx(v) ∧ kx(p)/v ∧ p > |x ∈ X};
3)

Ac =

{< x, vA(x), uA(x) > |x ∈ X} =

{<x,
w

v∈Jv
x

gx(v)/v,
w

u∈Ju
x

fx(u)/u> |x∈X}.
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从上面所定义的运算,易看出,两个二型直觉模
糊集经过基本运算后,仍然是一个二型直觉模糊集,
这从数学上说,满足了运算封闭性的最根本要求;另
一方面,上面的运算也比较符合人们的直观判断,比
如,并运算后的肯定程度为两二型直觉模糊集肯定
程度之并, 否定程度为两二型直觉模糊集否定程度
之交, 这表明肯定程度增大,否定程度减小, 因此上
述运算具有一定的合理性.

定定定理理理 2 设A,B, C是论域X上的二型直觉模糊

集,则下列各式成立:

1) A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A;

2) A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C, A∩ (B ∩C) =
(A ∩B) ∩ C;

3) A ∪A = A, A ∩A = A;

4) (Ac)c = A;

5) (A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

证证证 结合定理2.1, 直接验证即可. 以式(5)为例,
令

A = {< x, uA(x), vA(x) > |x ∈ X},

其中:
uA(x) =

w
u∈Ju

x

fx(u)/u, Ju
x ⊆ [0, 1],

vA(x) =
w

v∈Jv
x

gx(v)/v, Jv
x ⊆ [0, 1],

B = {< x, uB(x), vB(x) > |x ∈ X},
其中:

uB(x) =
w

w∈Jw
x

hx(w)/w, Jw
x ⊆ [0, 1],

vB(x) =
w

p∈Jp
x

kx(p)/p, Jp
x ⊆ [0, 1],

则对于任意x ∈ X有

(A ∪B)c =

{< x,
w

u∈Ju
x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ hx(w)/u ∨ w,
w

v∈Jv
x

w
p∈Jp

x

gx(v) ∧ kx(p)/v ∧ p > |x ∈ X}c =

{< x,
w

v∈Jv
x

w
p∈Jp

x

gx(v) ∧ kx(p)/v ∧ p,
w

u∈Ju
x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ hx(w)/u ∨ w > |x ∈ X},
Ac ∩Bc =

{(x, vA(x), uA(x))|x ∈ X} ∩
{(x, vB(x), uB(x))|x ∈ X} =

{< x, vA(x) ∩ vB(x), uA(x) ∪ uB(x) > |x ∈ X} =

{< x,
w

v∈Jv
x

w
p∈Jp

x

gx(v) ∧ kx(p)/v ∧ p,
w

u∈Ju
x

w
w∈Jw

x

fx(u) ∧ hx(w)/u ∨ w > |x ∈ X},
故(A ∪B)c = Ac ∩Bc. 证毕.

5 二二二型型型直直直觉觉觉模模模糊糊糊关关关系系系(Type-2 intuitionistic
fuzzy relation)
文献 [19–20]研究了直觉模糊关系,在此基础上,

本节主要讨论二型直觉模糊关系.

定定定义义义 7 设X和Y是论域,定义在乘积空间X ×
Y上的二型直觉模糊子集称为X到Y的二型直觉模

糊关系.记为

R={< (x, y), uR(x, y), vR(x, y)> |x∈X, y∈Y },
其中:

uR(x, y) =
w

u∈Ju
(x,y)

f(x,y)(u)/u, Ju
(x,y) ⊆ [0, 1],

vR(x, y) =
w

v∈Jv
(x,y)

g(x,y)(v)/v, Jv
(x,y) ⊆ [0, 1],

且对任意的(x, y)∈X×Y满足 max
u∈Ju

(x,y)

(f(x,y)(u)∗u)+

max
v∈Jv

(x,y)

(g(x,y)(v) ∗ v) 6 1.

例例例 2 设论域X = {x1, x2}, Y = {y1, y2},令

uR(x1, y1) =
0.8
0.7

+
0.9
0.8

, uR(x1, y2) =
0.6
0.6

+
0.7
0.7

,

uR(x2, y1) =
0.9
0.8

+
0.8
0.9

, uR(x2, y2) =
0.7
0.7

+
0.6
0.9

,

vR(x1, y1) =
0.8
0.1

+
0.7
0.2

, vR(x1, y2) =
0.9
0.2

+
0.8
0.3

,

vR(x2, y1) =
1

0.1
, vR(x2, y2) =

0.9
0.05

+
0.8
0.1

,

则对任意的(x, y) ∈ X × Y满足

max
u∈Ju

(x,y)

(f(x,y)(u) ∗ u)+ max
v∈Jv

(x,y)

(g(x,y)(v) ∗ v)61,

故本例定义的R为X到Y的二型直觉模糊关系.

定定定义义义 8 设R和S是X × Y上的二型直觉模糊

关系,其中

R = {< (x, y), uR(x, y),

vR(x, y) > |x ∈ X, y ∈ Y },
满足

uR(x, y) =
w

u∈Ju
(x,y)

f(x,y)(u)/u, Ju
(x,y) ⊆ [0, 1],

vR(x, y) =
w

v∈Jv
(x,y)

g(x,y)(v)/v, Jv
(x,y) ⊆ [0, 1],

S ={<(x, y), uS(x, y), vS(x, y)> |x∈X, y∈Y },
满足

uS(x, y) =
w

w∈Jw
(x,y)

h(x,y)(w)/w, Jw
(x,y) ⊆ [0, 1],

vS(x, y) =
w

p∈Jp
(x,y)

k(x,y)(p)/p, Jp
(x,y) ⊆ [0, 1].

定义如下运算:

1) Rc = {< (x, y), vR(x, y), uR(x, y) > |x∈X,
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y ∈ Y };

2) R ∪ S =

{< (x, y), uR(x, y) ∪
uS(x, y), vR(x, y) ∩ vS(x, y) > |
x ∈ X, y ∈ Y } =

{< (x, y),
w

u∈Ju
(x,y)

w
w∈Jw

(x,y)

f(x,y)(u) ∧
h(x,y)(w)/u ∨ w,w

v∈Jv
(x,y)

w
p∈Jp

(x,y)

g(x,y)(v) ∧ k(x,y)(p)/v ∧
p > |x ∈ X, y ∈ Y };

3) R ∩ S =

{< (x, y), uR(x, y) ∩
uS(x, y), vR(x, y) ∪ vS(x, y) > |
x ∈ X, y ∈ Y } =

{< (x, y),
w

u∈Ju
(x,y)

w
w∈Jw

(x,y)

f(x,y)(u) ∧
h(x,y)(w)/u ∧ w,w

v∈Jv
(x,y)

w
p∈Jp

(x,y)

g(x,y)(v) ∧
k(x,y)(p)/v ∨ p > |x ∈ X, y ∈ Y }.

定定定义义义 9 设R是X × Y上二型直觉模糊关系,
S是Y × Z上二型直觉模糊关系,其中

R = {< (x, y), uR(x, y), vR(x, y) >

|x ∈ X, y ∈ Y },
满足

uR(x, y) =
w

u∈Ju
(x,y)

f(x,y)(u)/u, Ju
(x,y) ⊆ [0, 1],

vR(x, y) =
w

v∈Jv
(x,y)

g(x,y)(v)/v, Jv
(x,y) ⊆ [0, 1],

S ={<(y, z), uS(y, z), vS(y, z)> |y∈Y, z∈Z},
满足

uS(y, z) =
w

w∈Jw
(y,z)

h(y,z)(w)/w, Jw
(y,z) ⊆ [0, 1],

vS(y, z) =
w

p∈Jp
(y,z)

k(y,z)(p)/p, Jp
(y,z) ⊆ [0, 1].

R和S的合成关系定义为

R◦S =

{<(x, z), uR◦S(x, z), vR◦S(x, z)> |x∈X, z∈Z}=

{< (x, z),
⋃

y∈Y

[uR(x, y) ∩ uS(y, z)],
⋂

y∈Y

[vR(x, y) ∪ vS(x, y)] > |x ∈ X, z ∈ Z} =

{< (x, z),
⋃

y∈Y

[
r
u∈Ju

(x,y)

r
w∈Jw

(y,z)
f(x,y)(u) ∧

h(y,z)(w)/u ∧ w],

⋂
y∈Y

[
r
v∈Jv

(x,y)

r
p∈Jp

(y,z)
g(x,y)(v) ∧ k(y,z)(p)/v∨p] >

|x ∈ X, z ∈ Z}.
例例例 3 设论域X = {x1, x2}, Y = {y1, y2}, Z =

{z1, z2}, R是X×Y上的二型直觉模糊关系, S是Y×
Z上二型直觉模糊关系,令

uR(x1, y1) =
0.8
0.7

+
0.9
0.8

, uR(x1, y2) =
0.6
0.6

+
0.7
0.7

,

uR(x2, y1) =
0.9
0.8

+
0.8
0.9

, uR(x2, y2) =
0.7
0.7

+
0.6
0.9

,

vR(x1, y1) =
0.8
0.1

+
0.7
0.2

, vR(x1, y2) =
0.9
0.2

+
0.8
0.3

,

vR(x2, y1) =
1

0.1
, vR(x2, y2) =

0.9
0.05

+
0.8
0.1

,

uS(y1, z1) =
0.7
0.6

+
0.8
0.7

, uS(y1, z2) =
0.6
0.7

+
0.7
0.9

,

uS(y2, z1) =
0.8
0.3

+
0.9
0.8

, uS(y2, z2) =
0.7
0.5

+
0.5
0.9

,

vS(y1, z1) =
0.8
0.1

+
0.5
0.3

, vS(y1, z2) =
0.8
0.05

+
0.9
0.1

,

vS(y2, z1) =
0.7
0.1

+
0.8
0.2

, vS(y2, z2) =
0.9
0.07

+
0.8
0.1

,

则依据定义5.3,可求R和S的合成关系R◦S:

uR◦S(x1, z1) =

[(
0.8
0.7

+
0.9
0.8

) ∩ (
0.7
0.6

+
0.8
0.7

)] ∪ [(
0.6
0.6

+
0.7
0.7

) ∩

(
0.8
0.3

+
0.9
0.8

)] =
0.7
0.6

+
0.7
0.7

.

类似可求出uR◦S(x1, z2), uR◦S(x2, z1), uR◦S(x2, z2),
故

uR◦S(x1, z1) =
0.7
0.6

+
0.7
0.7

,

uR◦S(x1, z2) =
0.7
0.7

+
0.7
0.8

,

uR◦S(x2, z1) =
0.7
0.6

+
0.7
0.7

+
0.6
0.8

,

uR◦S(x2, z2) =
0.6
0.7

+
0.7
0.8

+
0.7
0.9

,

vR◦S(x1, z1) =

[(
0.8
0.1

+
0.7
0.2

) ∪ (
0.8
0.1

+
0.5
0.3

)] ∩

[(
0.9
0.2

+
0.8
0.3

) ∪ (
0.7
0.1

+
0.8
0.2

)] =

0.8
0.1

+
0.7
0.2

+
0.5
0.3

.

类似可求出vR◦S(x1, z2), vR◦S(x2, z1), vR◦S(x2, z2),
故

vR◦S(x1, z1) =
0.8
0.1

+
0.7
0.2

+
0.5
0.3

,

vR◦S(x1, z2) =
0.8
0.1

+
0.7
0.2

,

vR◦S(x2, z1) =
0.8
0.1

+
0.5
0.2

,
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vR◦S(x2, z2) =
0.9
0.07

+
0.8
0.1

.

定定定义义义 10 设A1, A2,· · ·, An分别是论域X1, X2,

· · · , Xn上的二型直觉模糊集, 则A1, A2, · · · , An的

笛卡尔积A1 × A2 × · · · × An也是定义在乘积空间

X1 ×X2 × · · · ×Xn上的二型直觉模糊集,记为

A1 ×A2 × · · · ×An = {< (x1, · · · , xn),

uA1×A2×···×An
(x1, · · · , xn),

vA1×A2×···×An
(x1, · · · , xn) >

|x1 ∈ X1, · · · , xn ∈ Xn},
其中:

uA1×A2×···×An
(x1, · · · , xn) =

uA1(x1) ∩ · · · ∩ uAn
(xn),

vA1×A2×···×An
(x1, · · · , xn) =

vA1(x1) ∪ · · · ∪ vAn
(xn).

定定定理理理 3 设R, S, P是X × Y上的二型直觉模糊

关系,则下列各式成立:

1) R ∪ S = S ∪R, S ∩R = R ∩ S;

2) R ∪ (S ∪ P ) = (R ∪ S) ∪ P, A ∩ (B ∩C) =
(A ∩B) ∩ C;

3) R ∪R = R, R ∩R = R;

4) (Rc)c = R;

5) (R ∪ S)c = Rc ∩ Sc, (R ∩ S)c = Rc ∪ Sc.

证证证 直接验证即可,类似定理2.

6 基基基于于于二二二型型型直直直觉觉觉模模模糊糊糊理理理论论论的的的近近近似似似推推推理理理

(Approximation reasoning based on type-2
intuitionistic fuzzy theory)
模糊推理是实现计算机智能的重要工具, 以

模糊推理为基础的模糊推理系统等有关内容是

计算机科学、控制科学等学科的重要研究课题.
Zadeh在1973年提出了CRI(compositional rule of in-
ference)算法, 其基本思想是首先通过蕴涵算子把
规则转化成模糊关系, 再将输入与模糊关系合成
得到输出.后经过Mamdani等人的发展,形成了如今
广泛使用的CRI方法. 本文将CRI算法推广到二型
直觉模糊推理中, 其中蕴涵算子采用Mamdani最小
蕴涵算子, 讨论基于二型直觉模糊理论MP(modus
ponens)问题和MT(modus tollens)问题.

6.1 基基基于于于二二二型型型直直直觉觉觉模模模糊糊糊理理理论论论的的的MP(MP based on
type-2 intuitionistic fuzzy theory)

设A与A∗是论域X上的二型直觉模糊集, B与B∗

是论域Y上的二型直觉模糊集,其中:

A = {(x, uA(x), vA(x))|x ∈ X},

B = {(y, uB(y), vB(y))|y ∈ Y },
A∗ = {(x, uA∗(x), vA∗(x))|x ∈ X}.

最简单二型直觉模糊取式(MP)问题的推理形式为

规规规则则则 A → B

输输输入入入 A∗
—————–
输输输出出出 B∗

(1)

若采用CRI算法求解上述模型, 首先基于
Mamdani最小蕴涵算子将二型直觉模糊规则解释为
X × Y中的一个二型直觉模糊关系

RA→B = {< (x, y), uA→B(x, y),

vA→B(x, y) > |x ∈ X, y ∈ Y },
其中: 对任意x ∈ X, y ∈ Y有

uA→B(x, y) = uA(x) ∩ uB(y),

vA→B(x, y) = vA(x) ∪ vB(y).

再将输入A∗与二型直觉模糊关系RA→B合成可得到

输出B∗,则

B∗ = A∗◦RA→B =

{< y, uB∗(y), vB∗(y) > |y ∈ Y },
其中:

uB∗(y) =
⋃

x∈X

[uA∗(x) ∩ uA→B(x, y)],

vB∗(y) =
⋂

x∈X

[vA∗(x) ∪ vA→B(x, y)].

6.2 基基基于于于二二二型型型直直直觉觉觉模模模糊糊糊理理理论论论的的的MT(MT based on
type-2 intuitionistic fuzzy theory)
设A与A∗是论域X上的二型直觉模糊集, B与B∗

是论域Y上的二型直觉模糊集,其中:

A = {(x, uA(x), vA(x))|x ∈ X},
B = {(y, uB(y), vB(y))|y ∈ Y },
B∗ = {(y, uB∗(y), vB∗(y))|y ∈ Y },

则二型直觉模糊拒取式(MT)问题的推理形式为

规规规则则则 A → B

输输输入入入 B∗
——————–
输输输出出出 A∗

(2)

若采用CRI算法求解上述模型, 首先基于
Mamdani最小蕴涵算子将二型直觉模糊规则解释
为X×Y中的一个二型直觉模糊关系RA→B ={< (x,

y), uA→B(x, y), vA→B(x, y) > |x ∈ X, y ∈ Y }. 其
中,对任意x ∈ X, y ∈ Y有

uA→B(x, y) = uA(x) ∩ uB(y),

vA→B(x, y) = vA(x) ∪ vB(y).

再将输入B∗与二型直觉模糊关系RA→B合成可得到
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输出A∗,则

A∗ = {< x, uA∗(x), vA∗(x) > |x ∈ X},
其中:

uA∗(x) =
⋃

y∈Y

[uB∗(y) ∩ uA→B(x, y)],

vA∗(x) =
⋂

y∈Y

[vB∗(y) ∪ vA→B(x, y)].

6.3 实实实例例例分分分析析析(Example analysis)
投票选举经常出现在人们的现实生活中,在投票

前,各投票人常常需要对每位候选人做出评价,最后
基于综合考虑,给出投票结果.事实上, 综合评价是
一个系统工程,因而在投票过程中,模糊性、不确定
性、踌躇性常常伴随于投票人, 往往很难完全赞成
某一个候选人,也往往很难完全否决一个候选人. 投
票人可能更愿意给出一个赞成的隶属程度或反对的

隶属程度,而不愿完全赞成或完全反对某个候选人.
例如,在一次投票选举过程中, 共有100位投票资格
人,在对某位候选人甲进行投票时,假如有80人准备
投赞成票, 其中50人赞成的程度为0.9, 30人赞成的
程度为0.8; 另外有20人准备投反对票, 其中15人反
对的程度为0.8, 另有5人反对的程度为0.7. 此时可
以用一个二型直觉模糊集表示投票结果, 因为有
50/100的人投了0.9的赞成票, 30/100的人投了0.8的

赞成票,即支持甲当选的程度为
0.3
0.8

+
0.5
0.9

. 类似地,

反对甲当选的程度为
0.05
0.7

+
0.15
0.8

. 投票模型具有很

多实际应用,下面,将投票模型用于博士论文的质量
评价.

博士学位论文的质量评价是一个重要研究课

题,学位论文的质量受多个因素的影响,一般地, 论
文的创新性和前沿性是极其重要的指标.在评选优
秀学位论文时, 常常是多个专家先对学位论文的各
个指标进行评价, 然后按照一定的规则得出论文的
总体评价. 例如, 在一次优秀学位论文评选时, 共
有20位专家, 在对某篇论文y的创新程度进行评分

时,有4位专家认为该论文隶属于“创新度较大”的
程度是0.7; 有5位专家认为该论文隶属于“创新度
较大”的程度是0.8;而有6位专家认为该论文不隶属
于“创新度较大”的程度是0.1;有5位专家认为该论
文不隶属于“创新度较大”的程度是0.2. 此时,专家
是从正、反两方面对论文的“创新度较大”进行了

评价, 由于专家打分时, 主观性、不确定性、犹豫性
常常伴随,若简单的将反对隶属度转化为支持隶属
度,将忽略人们判断问题的踌躇程度,不符合现实情
况, 因此论文创新程度用一个二型直觉模糊集表示
更具合理性.

事实上, 可将论文的“创新度较大”记为A =
{(x, uA(x), vA(x))|x ∈ X}, 其中: X表示所有待评

论文, uA(x)表示论文x隶属于“创新度较大”的程

度; vA(x)表示论文x不隶属于“创新度较大”的程

度.因为论文y有4/20的专家认为该论文隶属于“创
新度较大”的程度是0.7, 有5/20的专家认为该论文
隶属于“创新度较大”的程度是0.8,可规定论文y隶

属于“创新度较大”的程度为
0.2
0.7

+
0.25
0.8

,即uA(y)=
0.2
0.7

+
0.25
0.8

; 类似地, 论文y不隶属于“创新度较

大”的程度为
0.3
0.1

+
0.25
0.2

, 即vA(y) =
0.3
0.1

+
0.25
0.2

.

显然, 基于二型直觉模糊集表示论文的创新程度具
有一定直观性和合理性, 同样可以利用二型直觉模
糊集表示论文的前沿性等指标.

例例例 4 论文的创新性和论文的质量具有很强的

相关关系. 一般认为, 如果论文的“创新度较大”,
那么论文的“质量较高”, 现已知某篇论文隶属
于“创新度较大”的程度很小, 则是否可以推断该
论文隶属于“质量较高”的程度也很小呢? 基于前
述的分析,“创新度较大”、“质量较高”用二型直
觉模糊集表示更具合理性. 假设A∗ = {(x, uA∗(x),
vA∗(x))|x ∈ X}和A = {(x, uA(x), vA(x))|x ∈ X}
都表示“创新度较大”; B = {(x, uB(x), vB(x))|x ∈
X}表示“质量较高”,并令论域X = {x1},其中:

uA(x1) =
0.2
0.7

+
0.25
0.8

, vA(x1) =
0.3
0.1

+
0.25
0.2

,

uB(x1) =
0.3
0.8

+
0.3
0.9

, vB(x1) =
0.4
0.1

,

uA∗(x1) =
0.5
0.1

+
0.3
0.2

, vA∗(x1) =
0.2
0.8

.

从上述隶属函数的设定可知, x1隶属于A∗的程

度较小, 也即是x1隶属于“创新度较大”的程度较

小,则原问题转化为式(1)的推理形式,最终目的即为
求B∗. 基于Mamdani最小蕴涵算子可求得二型直觉
模糊关系RA→B ,其中:

uA→B(x1, x1) =
0.2
0.7

+
0.25
0.8

,

vA→B(x1, x1) =
0.3
0.1

+
0.25
0.2

,

故输出B∗ = A∗◦RA→B = {< x, uB∗(x), vB∗(x) >

|x ∈ X}. 其中:
uB∗(x1) =

⋃
x∈X

[uA∗(x) ∩ uA→B(x, x1)] =

0.25
0.1

+
0.25
0.2

,

vB∗(x1) =
⋂

x∈X

[vA∗(x) ∪ vA→B(x, x1)]=
0.2
0.8

.

从最终的结果B∗可以看出, x1隶属于“质量较

高”的程度很小, 符合人们的直观感受, 这说明基
于二型直觉模糊理论较好的表达了原问题,在一定
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程度上,可以认为二型直觉模糊集具有一定的实用
价值.

7 结结结论论论(Conclusions)
二型直觉模糊集增强了系统处理模糊性、不确

定性、踌躇性的能力, 在一定程度上可能是解决复
杂系统的有效工具. 直觉模糊集作为传统模糊集的
一种拓展形式,在理论上比Zadeh的一型模糊集更优
越, 为解决人们判断问题所出现的犹豫信息提供了
理论依据; Zadeh的二型模糊集增强了系统处理模糊
性的能力,为解决复杂系统提供了新思路,将直觉模
糊集和二型模糊集结合研究是很自然的推广, 基于
此, 本文给出了二型直觉模糊集的概念, 说明了它
是模糊集更加广泛的拓展,讨论了二型直觉模糊集
的基本运算,二型直觉模糊关系及其合成运算,最后
研究了基于二型直觉模糊理论的近似推理. 上述所
有工作是构建二型直觉模糊逻辑系统的必要理论基

础,关于二型直觉模糊系统的模糊化、降型、解模糊
化,将另文详述.
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