
第 29卷第 9期
2012年 9月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 29 No. 9
Sep. 2012

一一一类类类带带带有有有加加加速速速度度度约约约束束束的的的非非非线线线性性性系系系统统统最最最优优优滑滑滑模模模控控控制制制

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2012)09−1223−04

董飞垚, 雷虎民, 李海宁, 李 炯

(空军工程大学导弹学院,陕西三原 713800)

摘要:针对加速度受约束的非线性时变系统,设计了一种全局最优滑模控制算法. 首先引入全程滑态因子,保证
滑模面一开始就在零值附近,然后选取位置跟踪误差绝对值的积分为指标函数,通过求解该指标函数的最小值来确
定滑模面方程的相关参数,最后设计了基于指数趋近律的滑模控制算法. 仿真结果表明了该方法的有效性和强鲁
棒性.
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Optimal sliding-mode control for nonlinear systems subject to
acceleration constraint

DONG Fei-yao, LEI Hu-min, LI Hai-ning, LI Jiong
(Missile Institute, Air Force Engineering University, Sanyuan Shaanxi 713800, China)

Abstract: For nonlinear systems subject to acceleration constraint, a global optimal sliding-mode control algorithm is
proposed. A global sliding-mode factor is introduced in the sliding surface design, which guarantees the sliding surface to
exist in the neighborhood of the origin all the time after beginning. The parameters of the sliding surface are obtained by
minimizing the integral of the absolute position tracking error which is taken as the performance criterion. The sliding-mode
control algorithm is finally determined by using the exponential reaching law. Simulation results show the effectiveness
and robustness of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
滑模变结构控制以其良好的动态特性和鲁棒性

而被广泛应用于非线性控制系统的设计之中[1–3]. 滑
模变结构控制的原理在于, 当系统状态点穿越状态
空间的不同区域时, 反馈控制器的结构按着一定规
律变化,由滑模面方程限制系统的动态,从而使系统
对外部干扰和模型参数的不确定性具有强鲁棒性,
且保证系统性能始终满足某个期望指标[4].
滑模控制系统设计一般分为两步:一是选择滑模

面; 二是设计控制输入. 滑模面的选择在整个控制
系统设计中极其关键,它直接决定了系统的最终控
制效果. 滑模面的设计方法有很多种, 如文献 [5]采
用的矩阵摄动法、文献 [6–9]的极点配置法以及文
献[10]中介绍的Ackermann公式法等. 但是上述方法
在确定滑模面参数时均没有考虑系统状态受约束的

状况,这样就可能导致按照所设计的滑模面,实际系
统不能满足控制要求,从而达不到最优控制效果,例
如需按照规定弹道飞行的巡航导弹的控制,机器人
控制等. 本文以加速度约束的三阶时变非线性系统

为被控对象,选取位置跟踪误差绝对值对时间的积
分为指标函数, 通过求取该指标函数取得最小值来
确定滑模面方程中的相关参数, 采用基于指数趋近
律的滑模控制,保证系统在位置跟踪过程中,系统加
速度始终在约束值以内,并具有良好的动态特性和
强鲁棒性.

2 系系系统统统描描描述述述(Systems description)
考虑如下非线性时变系统:

ż = F (z) + G(z)u + φ, (1)

式中: z = [z1 z2 z3]T表示系统状态变量, u表示

控制输入, F (z) = [z2 z3 f(z) + ∆f ]T, G(z) =
[0 0 g(z)]T, φ = [0 0 d]T, 其中: f(z)和g(z)均
为关于z的非线性函数,表示标称模型; ∆f和d分别

表示未知有界的摄动和外界干扰, 满足|∆f + d| 6
ς, ς为大于零的常数.

设z0 = [z10 z20 z30]T表示系统(1)的初始状态,
zd =[z1d z2d z3d]T为其跟踪信号,且满足z2d = ż1d,

z3d = ż2d, z3d存在一阶连续导数ż3d.
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定义系统(1)的跟踪误差如下:

e = z − zd = [e1 e2 e3]T, (2)

且系统在初始时刻的误差为e0 = [e1 0 0 0]T, 其
中e1 0表示系统的初始位置误差.

3 滑滑滑模模模面面面及及及控控控制制制算算算法法法设设设计计计(Sliding surface
and control algorithm design)
选择如下滑模面方程:

s=
{

cα+cβt+e3+a2e2+a1e1, t6 tc,

e3 + a2e2 + a1e1, t > tc,
(3)

式中: cα, cβ, a1, a2为待确定的滑模面方程参数, t为

系统时间, tc > 0为待确定的时间阈值, cα + cβt为全

程滑态因子项,满足cα + cβtc = 0使得由式(3)所描
述的滑模面方程为关于 t的连续函数.
采用基于趋近律的滑模控制方式[10], 选取指数

趋近律,且用M(s) = s/(|s|+δ)代替符号函数,其中
δ为正常数,则所选滑模面的期望动态如下所示:

ṡ = −γ1M(s)− γ2s, (4)

其中γ1, γ2为大于零的常数.
对式(3)微分可得

ṡ=
{

ż3−ż3d+a2e3+a1e2+cβ, t6 tc,

ż3 − ż3d + a2e3 + a1e2, t > tc.
(5)

联立式(4)−(5),可得系统(1)的滑模控制输入为

u= [ż3d−f(z)−a2e3−a1e2−cβρ(t)]/g(z)−
[γ1M(s) + γ2s]/g(z), (6)

式中第1部分为等效控制项, 第2部分为变结构控制
项,当t 6 tc时, ρ(t) = 1;当t > tc时, ρ(t) = 0.
根据式(3),由s = 0得:
当 t = 0时,

cα = −a1e1 0; (7)

当0 < t 6 tc时,

ë1 + a2ė1 + a1e1 + cα + cβt = 0; (8)

当t > tc时,

ë1 + a2ė1 + a1e1 = 0. (9)

为确保系统在滑动模态的稳定性, a1和a2必须为

大于零的实数. 同时,为使跟踪误差单调变化并以最
快速度收敛于零, 上式所对应的特征方程应有且只
有一对相等的实根,所以a1和a2满足

a2 = 2
√

a1. (10)

将式(7)(10)代入式(8), 并求解微分方程, 得t 6
tc时系统的跟踪误差,如下所示:

e1 =

−(2cβa−1.5
1 + cβta−1

1 )e−t
√

a1 + 2cβa−1.5
1 +

e1 0 − cβt/a1, (11a)

e2 = ė1 = cβ(1 +
√

a1t)e−t
√

a1/a1−cβ/a1,

(11b)

e3 = ė2 = −cβte−t
√

a1 . (11c)

接下来考虑t > tc时的情况. 由cα + cβtc = 0,并
结合式(7)得

tc = e1 0a1/cβ. (12)

将t= tc分别代入式(11a)−(11c)得e1tc , e2tc和e3tc ,
将其作为微分方程(9)中的初值,求解此微分方程,得
t > tc时系统的跟踪误差,如下所示:

e1 =

[cβ(ek − 1)(t + 2a−0.5
1 )/a1 − e1 0ek]e−t

√
a1 ,

(13a)

e2 =

[cβa−0.5
1 (1− ek)(1 + a−0.5

1 ) + e1 0eka0.5
1 ]e−t

√
a1 ,

(13b)

e3 = [−e1 0eka1 + cβ(ek − 1)t]e−t
√

a1 , (13c)

式中

k = tc
√

a1. (14)

显然, k为正实数,进而可求得

a1 = (kcβ/e1 0)2/3. (15)

选取位置跟踪误差绝对值|e1|的积分作为系统性
能指标函数J ,即J =

w
|e1|dt,结合式(11)和(13),得

J = 2|e1 0|/√a1 + e2
1 0a1/2 |cβ|. (16)

通过求取J在加速度约束下的最小值,便可求滑
模面方程中的各个参数cα, cβ, a1, a2.
为了方便求解, 结合式(12)和(14), 整理式(16)可

得

J(k, cβ)= |e1 0|4/3(2k−1/3+k2/3/2)/|cβ|1/3. (17)

定定定理理理 1 当

cβ = 2(γmax)3/2sgn e1 0/
√
|e1 0|, k = 4

时,式(17)所描述的性能指标函数取得最小值.

证证证 对e3求导得:
当 t 6 tc时,

ė3 = −cβ(1− t
√

a1)e
−t
√

a1 ; (18a)

当 t > tc时,

ė3 = [cβ(ek − 1)(1− t
√

a1)−
e1 0eka

3/2
1 ]e−t

√
a1 . (18b)

由式(18a)可得, 当tma1 = 1/
√

a1 6 tc时, e3达到t 6
tc的极值e3tma1 . 由式(18b)可得,当

tma2 = 1/
√

a1 + e1 0eka1/cβ(ek − 1)
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时, e3达到t > tc的极值e3tma2 ,分别为

e3tma1 = −cβ/e
√

a1,

e3tma2 = e−kek/ek−1(ek − 1)cβ/e
√

a1.
(19)

因为k > 0,所以e−kek/ek−1(ek−1) < 1,故|e3tma1 | >
|e3tma2 |成立, 即|e3tma1 |为系统在tma1 6 tc时的最

大加速度. 假定γmax是系统加速度的最大容许值,
则cβ应满足

|cβ| 6 γmaxe
√

a1. (20)

将式(15)代入式(20),整理可得

|cβ| 6 (γmaxek
1/3/|e1 0|1/3)3/2. (21)

当tma1 > tc时,系统的最大加速度在tc时刻,即

e3tc = −e−ka1e1 0. (22)

因为γmax是系统加速度的最大容许值,结合上式可
得

γmax > e−ka1|e1 0|. (23)

结合式(15)得

|cβ| 6 (γmax/e−k|e1 0|1/3k2/3)3/2. (24)

联立式(21)与(24)得

|cβ| 6
{

(γmaxek1/3/|e1 0|1/3)3/2, tma1 6 tc,

(γmax/e−k|e1 0|1/3k2/3)3/2, tma1 > tc.

(25)

从式(16)可以看出,随着|cβ|的增加, J递减,故取
式(25)中|cβ|的上界代入式(16), 又因为tma1 6 tc与

k > 1等价,所以有:
当k 6 1时,

J(k) = |e1 0|3/2γ−1/2
max (2e−k/2 + ke−k/2/2); (26)

当k > 1时,

J(k) = |e1 0|3/2(γmaxe)−1/2(2k−1/2 + k1/2/2).

(27)

对上式两边分别对k求导并分析可得,当k=ka opt =
4, J(k)取得最小值.由于ka opt = 4 > 1,结合式(21)
得

cβa opt = 2(γmax)3/2sgn e1 0/
√
|e1 0|, (28)

因此, ka opt和cβa opt即为加速度约束下指标函数J

取得最小值时的解. 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Simulation)
现有如下系统:





ẋ1 = x2, ẋ2 = x3,

ẋ3 = (−3x3 − 3x2x1 − x2
1)(1+

0.5 sin(6πt)) + u + d,

y = x1,

其中: x1, x2, x3为系统状态变量, y为系统输出, u为

控制输入, 0.5 sin(6πt)为模型摄动, d为外在干扰,参
考指令输入为yc = sin t.

为了验证控制算法对系统最大加速度的适应能

力,分下面两种情形进行仿真:

情情情形形形 1 e1 0 = 0.5, e2 0 = e3 0 = 0, γmax = 2;

情情情形形形 2 e1 0 = −0.5, e2 0 = e3 0 = 0, γmax =
4. 仿真结果如图1−6所示.

图 1 位置跟踪曲线
Fig. 1 Tracking curve of position

图 2 误差e3变化曲线

Fig. 2 Curve of error e3

图 3 误差e2变化曲线

Fig. 3 Curve of error e2

图 4 误差e1变化曲线

Fig. 4 Curve of error e1
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图 5 控制量u变化曲线

Fig. 5 Curve of control input u

图 6 滑模面s变化曲线

Fig. 6 Curve of sliding surface s

由图1−5看出,当存在初始误差、模型摄动和外
在干扰时, 本文所设计的控制算法能快速有效的跟
踪参考输入, 同时保证在整个跟踪过程中, |e3|始终
小于γmax且性能指标函数J最小. 从图6的滑模面变
化曲线可以看出,由于引入了全程滑态因子,使得滑
模面一开始就保持在零值附近,从而改善了趋近阶
段滑模控制的鲁棒性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种带有加速度约束的非线性系统

全局最优滑模控制方法,由于引入了全程滑态因子,
所以改善了在趋近阶段滑模控制的鲁棒性, 同时选
择滑模面参数时考虑了系统实际加速度的约束和使

得指标函数取得最小值,从而保证了所设计的控制
算法使系统能在自身加速度允许范围内快速有效地

跟踪参考指令. 由于本文只考虑了三阶系统加速度
约束下的滑模控制问题,针对带有速度约束和更高
阶次系统的滑模控制问题,将是以后研究的方向.
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