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摘要:针对一类含非参数不确定性的非线性系统,提出一种鲁棒迭代学习控制算法,该算法放宽了常规迭代学习
控制方法的初始定位条件,迭代初值可任意取值.基于类Lyapunov方法设计误差轨迹跟踪控制器,通过鲁棒限幅学
习机制对不确定性进行估计和补偿,能够在整个作业区间上实现误差对给定期望误差轨迹的精确跟踪,期望误差轨
迹根据迭代起始时刻的误差值设置.利用期望误差轨迹的衰减性状,可使系统误差在预设的时间点后收敛于原点的
邻域内,邻域半径的大小可根据需要任意设置.理论分析和仿真结果表明了控制方法的有效性.
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Abstract: For a class of nonlinear systems with non-parametric uncertainties, we present a robust iterative learning
control algorithm, in which the iterative initial value can be arbitrary, relaxing the initial conditions required in conventional
methods. The learning controller is designed based on the Lyapunov-like synthesis, compensating uncertainties by robust
limited-magnitude learning mechanism, and the error can follow its desired trajectory accurately in the entire time interval.
The desired error trajectory with attenuation traits is predetermined by the initial error value at the beginning of the iteration.
The error converges to the neighborhood of the origin after the predetermined time, and the radius of the neighborhood can
be as small as required. The effectiveness of the proposed method is proven by theoretical analysis and verification results.

Key words: iterative learning control; robust control; initial condition problem; Lyapunov-like approach

1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制技术适用于有限区间上的重复作

业对象, 它通过迭代不断修正控制输入, 可使每次
迭代中重复出现的确定性干扰得到完全补偿,在整
个作业区间上实现系统输出对期望轨迹的零误差跟

踪[1]. 自迭代学习控制提出以来,已在各种实际场合
得到广泛应用, 例如机器人、硬盘驱动器和电力电
子线路等. 因其具有在有限时间区间上实现完全跟
踪这一诱人的控制性能,迭代学习控制吸引了越来
越多人们的关注.

类Lyapunov迭代学习控制(Lyapunov-like itera-
tive learning control, LL--ILC)综合方法是迭代学习
控制领域近年来的研究热点之一,早期的研究结果

见文 [2–5]. 文 [2]研究多关节刚性机械臂的自适应
控制和重复控制算法, 在重复控制律中使用了完
全限幅机制. 文 [3]考虑重复作业系统, 利用Hilbert-
-Schmidt核函数构造学习律. 文 [4]讨论不确定机器
人系统的迭代学习控制问题,为其设计非自适应学
习控制器与自适应学习控制器, 并给出时变参数
的估计方案. 文 [5]针对一类级联系统, 构造积分形
式的类Lyapunov函数, 利用backstepping方法设计学
习控制器. 文 [6]对文 [4]的工作做了进一步的改进.
文 [7]以定常参数不确定系统为研究对象,借鉴自适
应控制的设计方法,采用微分学习律估计未知参数.

多数情况下采用自适应控制技术,是为了处理系
统中的常参数不确定性. 在设计模型参考自适应控

收稿日期: 2011−11−09;收修改稿日期: 2012−07−25.
†通信作者. Tel.: +86 0571 85290586.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60874041, 61174034).



24 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

制系统时,选取的类Lyapunov函数常为

V (e,φ) = eTPe + φTφ, (1)

其中: e为跟踪误差, φ为参数估计偏差, P为适当维

数的对称正定矩阵[8–9]. 在分析和设计定常参数系
统时, LL--ILC与自适应控制可采用相同的类Lyapu-
nov函数[7]. 若系统中含有时变(特别是快时变)参数,
可以采用重复控制[2–3, 10]或迭代学习控制[4–6, 11]方

法对该参数进行估计和补偿.相关文献常采用如式
(2)[4]与式(3)[5]形式的类Lyapunov函数设计学习控
制器, 但也可采用式(4)(5)所示的类Lyapunov函数:
文 [2]采用式(4)设计重复控制器, 式(5)是文 [9]中选
取的类Lyapunov函数, 用于分析和设计迭代学习控
制系统.

V j(t)=
w t

0
[Ũ jT(τ)L−1Ũ j (τ)+θ̃jT(τ)Sθ̃j (τ)]dτ,

t ∈ [0, T ], (2)

Vi,j(t)=
w t

0

1
β

[K−1
i µi,j(t)−∆i,j]T[K−1

i µi,j(t)−
∆i,j]dτ, t ∈ [0, T ], (3)

V (t, ē) =
1
2
ēTē +

1
2

w t

t−T
w̃T

r (τ)K−1
L w̃r(τ)dτ, (4)

Ei(t) = V (ei(t)) +
1

2βv

w t

0
tr[Ψi −Θ]T ·

[Ψi −Θ]dτ, t ∈ [0, T ]. (5)

常规的迭代学习控制算法以系统初值与期望初

值完全一致为前提.在实际应用场合,受重复定位精
度的限制, 迭代初值和期望初值常常不一致. 因此,
深入研究适用于初值非一致情形的LL--ILC算法,是
一项有意义的工作. 文 [12]在文 [3]的基础上, 提出
一种自适应学习控制算法, 将参考输入进行傅立叶
级数展开,设计微分学习律对傅立叶系数进行估计.
文 [13]研究相对阶不定系统的迭代学习控制问题,
通过部分状态反馈线性化导出控制律,该控制律可
使存在初值问题的闭环系统收敛. 文 [14]基于迭代
模糊方法补偿不确定性, 使得误差向量各元素的加
权和收敛于时变边界层内,权值为Hurwitz多项式的
系数. 文 [15]分析迭代学习控制系统在5种初始条件
下的收敛情况. 文 [16]借助初始修正吸引子,使不确
定时变系统在预先指定的区间上实现零误差跟踪.
文 [17]研究重复学习方案, 以回避迭代学习控制系
统的初值问题.文 [18]提出误差轨迹跟踪方法,设计
控制器使误差跟踪预先设定的期望误差.

为非参数不确定系统设计学习控制器时, 鲁棒
方法常与学习方法结合使用, 以估计和补偿不确定
性. 文 [19]讨论NGLC(局部李普希茨连续)系统的迭
代学习控制方法,在设计鲁棒学习控制器时,学习律
中采用半饱和限幅机制. 文 [20]为同时包含了结构
和非结构不确定性的机器人系统设计自适应学习控

制器, 将不确定性分解成可重复性和非重复性两部
分,应用学习策略估计后者的界. 文 [21]考虑非参数
系统的周期信号跟踪问题,给出的重复控制算法不
含限幅措施,可实现跟踪误差收敛于零,并保证闭环
系统所有信号有界. 文 [22]研究一类含参数不确定
性和干扰的多输入双线性系统,利用并行分布补偿
机制设计模糊鲁棒H∞控制器. 文 [23]讨论非参数化
不确定性系统的跟踪问题,给出适用于有限区间重
复作业对象的鲁棒迭代学习算法, 以及适用于在无
限区间上周期作业对象的重复控制算法.

本文研究一类非线性不确定系统的误差轨迹跟

踪问题, 利用类Lyapunov方法设计误差轨迹跟踪鲁
棒学习控制器, 通过鲁棒限幅学习机制对不确定性
进行估计和补偿,实现误差对期望误差轨迹的全程
精确跟踪,并保证闭环系统所有变量有界. 借助合适
的期望误差轨迹, 可使系统误差在某预设时间点后
收敛于原点的邻域内,邻域半径的大小可根据需要
设置,得到一种有限时间迭代学习控制效果,本文将
在仿真算例中使用该法设计学习控制器.

2 问问问题题题的的的提提提出出出与与与准准准备备备(Problem formulation)
考虑有限时间区间[0, T ]上的不确定非线性系

统: {
ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn,k = f(xxxk) + b(xxxk)uk,
(6)

式中: k(= 0, 1, 2, · · · )为重复作业次数, xxxk = [x1,k

x2,k · · · xn,k]T ∈ Rn为状态向量, uk ∈ R为控制输
入, f(xxxk)未知. b(xxxk)为光滑的未知函数.

参考信号为

xxxd = [xd ẋd ẍd · · · x
(n−1)
d ]T,

x
(n)
d 存在. 系统初值与参考信号在起始时刻的取值
不等,即xxxk(0) 6= xxxd(0),不满足常规迭代学习控制所
要求的初值相等条件.定义误差

eeek = [e1,k e2,k · · · en,k]T = xxxk − xxxd,

由式(6)可得误差动态:{
ėi,k = xi+1,k − ẋd, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ėn,k = f(eeek + xxxd) + b(eeek + xxxd)uk − x
(n)
d ,

(7)

式(7)中的f(eeek+xxxd)即为f(xxxk), b(eeek+xxxd)即为b(xxxk),
这是因为eeek = xxxk − xxxd.

假假假设设设 1 迭代初值xxxk(0) ∈ [xxx0 − εεε,xxx0 + εεε],∀k,
xxx0与εεε是与k和t无关的常向量.

本文的控制任务是, 设计控制器uk, 使误差信
号eeek能够在作业区间[0, T ]上精确跟踪期望误差轨
迹eee∗k, 并保证所有闭环信号有界. eee∗k中各元素呈衰

减性状, 并满足eee∗k(0) = eeek(0). 记产生期望误差轨
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迹eee∗k的有界期望控制为u∗k(t),它满足{
ė∗i,k = e∗i+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ė∗n,k = f(eee∗k + xxxd) + b(eee∗k + xxxd)u∗k − x
(n)
d .

(8)

不难看出,存在一期望控制ud(t) ∈ Ω (Ω为u∗k(t)的
集合), 由它产生的期望误差轨迹在起始时刻的值
为xxx0−xxxd(0). 由于u∗k(t)与ud(t)均为有界量,故存在
有界量υ(t),满足

|ũ∗k(t)| 6 υ(t), (9)

其中ũ∗k(t) = u∗k(t) − ud(t). 因控制器设计需要,对
函数b(·), f(·)做如下假设:

假假假设设设 2 存在已知连续函数bmin(xxxk), 满足0 <

b < bmin(xxxk) 6 b(xxxk), b为一常数,其值不需已知.

假假假设设设 3 非线性函数f(xxxk)满足

|f(xxxk)| 6 ρf(xk), (10)

式中ρf(xk)是已知的连续函数.

假假假设设设 4 f(·)与b(·)满足下述条件:

|f(eee∗k + xxxd)− f(eeek + xxxd)| 6
‖eee∗k − eeek‖h1(eee∗k + xxxd, eeek + xxxd), (11)

|b(eee∗k + xxxd)− b(eeek + xxxd)| 6
‖eee∗k − eeek‖h2(eee∗k + xxxd, eeek + xxxd), (12)

其中h1(·, ·)和h2(·, ·)为非负连续函数.

假假假设设设 5 ‖∂b(xk)
∂xk

‖ < +∞.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
定义zzzk = [z1,k z2,k · · · zn,k]T = eee∗k − eeek,

sk(t) = c0

w t

0
z1,k(τ)dτ + c1z1,k(t) + · · ·+

cn−1zn−1,k(t) + zn,k(t).

因为eee∗k(0) = eeek(0), 所以sk(0) = 0. 选取合适的正
实数ci(i = 0, 1, 2, · · · , n− 1),使得

p(s) = sn + cn−1s
n−1 + · · ·+ c2s

2 + c1s + c0

为Hurwitz多项式. 为叙述方便, 文中函数的时间变
量t常被略去,分别记b(eee∗k +xxxd), f(eee∗k +xxxd)为b∗k, f

∗
k .

由sk的定义可得

ṡk =

c0z1,k+c1z2,k+· · ·+cn−1zn,k+ė∗n,k−ėn,k =
n∑

i=1

ci−1zi,k+ė∗n,k − f(xxxk)+b(xxxk)uk−x
(n)
d . (13)

定义类Lyapunov函数Vk = (1/2)s2
k, 并将之对时间

求导,

V̇k =sk[
n∑

i=1

ci−1zi,k+ė∗n,k − f(xxxk)−b(xxxk)uk+x
(n)
d ].

(14)

依据以上推导,选取控制律为

uk = ud,k + ur,k + υ̂ksat(
sk

ε2

), (15)

ud,k = satūd(ud,k−1) + γsk, ud,−1 = 0, (16)

ur,k =
1

bmin(xxxk)
sat(

sk

ε1

)(βk + ρf(xk)), (17)

υ̂k = satῡ(υ∗k), υ∗k = satῡ(υ∗k−1) + ρ|sk|, υ∗−1 = 0,

(18)

式中: βk = |
n∑

i=1

ci−1zi,k + ė∗n,k +x
(n)
d |, γ > 0, ρ > 0,

ε1 > ε2 > 0, sat(·)定义为

satϑ̄(ϑ) =

{
ϑ, |ϑ| < ϑ̄,

ϑ̄sgn ϑ, 其他.

式中: 当ϑ̄为1时可省略不写,即记sat1(·)为sat(·), ūd

与ῡ为相应变量的限幅值.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Analysis of convergence)
系统(6)的收敛性和稳定性结果总结如下:

定定定理理理 1 在假设1–5下, 由系统(6)和控制律(15)
组成的闭环系统能够实现误差信号eeek在作业区间

[0, T ]上精确跟踪期望误差轨迹eee∗k,并保证闭环系统
所有信号有界.

证证证 i) 变量有界性. 将控制律(15)代入式(14),
当|sk| > ε1时,有

V̇k 6
|sk|(βk + |f(xxxk)|)− skb(xxxk)satūd(ud,k−1)−
γb(xxxk)s2

k−skb(xxxk)υ̂ksat(
sk

ε2

)−skb(xxxk)ur,k 6

|sk|(βk + |f(xxxk)|) + |sk|b(xxxk)ūd − γb(xxxk)s2
k −

|sk|b(xxxk)υ̂k − b(xxxk)|sk|
bmin(xxxk)

(βk + ρf(xk)) 6

|sk|b(xxxk)ūd − γb(xxxk)s2
k. (19)

当|sk| > ūd/γ时, |sk|b(xxxk)ūd − γb(xxxk)s2
k 6 0. 由

此可见, 当|sk| > max(ε1, ūd/γ)时, V̇k 6 0, 故sk

有界. 由式(16)–(18),分别可以推出ud,k, ur,k和υ̂k的

有界性, 再由式(15)可得uk的有界性. 由Hurwitz多

项式的性质及sk的定义可知
w t

0
z1,k(τ)dτ , z1,k, · · · ,

zn,k均有界, 进而可知eeek, xxxk中的各元素均有界.
根据连续函数的性质知假设中的ρf(xk), h1(·, ·)与
h2(·, ·)均有界.于是可知ẋn,k有界,又利用假设5可知
|ḃ(xxxk(t))| < +∞(t ∈ [0, T ]).

ii) 误差收敛性. 选取第k次迭代时的类Lyapu-
nov函数

Lk(t)=
1
2
e−λtb−1(xxxk)s2

k(t)+
1
2γ

w t

0
e−λτ ũ2

d,k(τ)dτ +

1
2ρ

w t

0
e−λτ υ̃2

k(τ)dτ, (20)
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式中: ũd,k = ud,k − ud, υ̃k = υ − υ̂k, λ > 0. 对于
k > 0,有

Lk(t)− Lk−1(t) =
1
2
e−λtb−1(xxxk)s2

k(t)−
1
2
e−λtb−1(xxxk−1)s2

k−1(t) +

1
2γ

w t

0
e−λτ [ũ2

d,k(τ)− ũ2
d,k−1(τ)]dτ +

1
2ρ

w t

0
e−λτ [υ̃2

k(τ)− υ̃2
k−1(τ)]dτ. (21)

结合式(8)–(9)(13),

b−1(xxxk)ṡk = gk − uk + ud + ũ∗k, (22)

其中

gk = b−1(xxxk)[
n∑

i=1

ci−1zi,k+ė∗n,k − f(xxxk)+x
(n)
d ]−

(b∗k)
−1[ė∗n,k − f∗k + x

(n)
d ]. (23)

利用式(22)可得

(e−λtb−1(xk)s2
k)
′ =

−λe−λtb−1(xxxk)s2
k − e−λtb−2(xk)ḃ(xxxk)s2

k +

2e−λtsk(gk − uk + ud + ũ∗k), (24)

于是

1
2

w t

0
(e−λτb−1(xxxk(τ))s2

k(τ))′dτ =

zk(t) +
w t

0
e−λτsk(τ)(ud(τ)− ud,k(τ))dτ +

w t

0
e−λτsk(τ)(gk(τ)− ur,k(τ))dτ +

w t

0
e−λτsk(τ)[ũ∗k(τ)− υ̂k(τ)sat(

sk

ε2

)]dτ, (25)

其中

zk(t) =
1
2

w t

0
e−λτs2

k(τ)[−λb−1(xxxk(τ))−
b−2(xxxk(τ))ḃ(xxxk(τ))]dτ. (26)

根据积分中值定理,存在ζ ∈ [0, t],使得

zk(t)=
1
2
[−λb−1(xxxk(ζ))−b−2(xxxk(ζ))ḃ(xxxk(ζ))] ·
w t

0
e−λτs2

k(τ)dτ. (27)

利用(a−b)2−(a−c)2 = −2(b−c)(a−b)−(b−c)2,
结合式(18),当|sk| > ε2时,

1
2ρ

(υ − υ̂k)2 − 1
2ρ

(υ − υ̂k−1)2 +

skũ
∗
k − skυ̂ksat(

sk

ε2

) 6

−1
ρ
(υ̂k − υ̂k−1)(υ − υ̂k) + |sk|(υ − υ̂k) =

1
ρ
(υ − υ̂k)(−υ̂k + υ̂k−1 + ρ|sk|) =

1
ρ
[υ − satῡ(υ∗k)][υ

∗
k − satῡ(υ∗k)] 6 0. (28)

利用式(16),有
1
2γ

[(ud,k − ud)2 − (ud,k−1 − ud)2] +

sk(ud − ud,k) 6
1
2γ

[(ud,k − ud)2 − (satūd(ud,k−1)− ud)2] +

sk(ud − ud,k) =
1
2γ

(γsk)(−2ud + ud,k + satūd(ud,k−1)) +

sk(ud − ud,k) 6
1
2
sk(−2ud + ud,k + satūd(ud,k−1) + γsk) +

sk(ud − ud,k) = 0. (29)

结合式(21)(25)(28)和(29),得

Lk(t)− Lk−1(t) 6

zk(t)− 1
2
e−λtb−1(xxxk−1)s2

k−1(t) +
w t

0
e−λτsk(τ)(gk(τ)− ur,k(τ))dτ. (30)

当|sk| < ε1时,

skur,k =
s2

k(βk + ρf(xk))
bmin(xxxk)ε1

> 0,

当|sk| > ε1时,

skur,k =
|sk|(βk + ρf(xk))

bmin(xxxk)
> 0,

于是,

Lk(t)−Lk−1(t)6zk(t)− 1
2
e−λtb−1(xxxk−1)s2

k−1(t)+
w t

0
e−λτsk(τ)gk(τ)dτ. (31)

记c̄ = max(c0, c1, · · · , cn−1),根据柯西不等式,
n∑

i=1

ci−1zi,k 6

(c2
0+c2

1+· · ·+c2
n−1)

1
2 (z2

1 +z2
2 +· · ·+z2

n)
1
2 6

n
1
2 c̄||zzzk||. (32)

综合式(23)与式(32),并利用假设4,可以推出

|gk|= | b−1(xxxk)[
n∑

i=1

ci−1zi,k+ė∗n,k−f(xk)+x
(n)
d ]−

(b∗k)
−1[ė∗n,k − f∗k + x

(n)
d ] |6

b−1(xxxk)n
1
2 c̄‖zzzk‖+ b−1(xxxk)|f∗k − f(xxxk)|+

|b∗k−b(xxxk)| · |[b(xxxk)b∗k]
−1(ė∗n,k+x

(n)
d −f∗k )|6

b−1(xxxk)n
1
2 c̄‖zzzk‖+ b−1(xxxk)‖zzzk‖ · h1(eee∗k +

xxxd, eeek + xxxd) + ‖zzzk‖h2(eee∗k + xxxd, eeek + xxxd) ·
|[b(xxxk)b∗k]

−1(ė∗n,k + x
(n)
d − f∗k )|.
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显然,存在常数$ > 0,满足

$ > b−1(xxxk)n
1
2 c̄ + b−1(xxxk) · h1(eee∗k +

xxxd, eeek + xxxd) + h2(eee∗k + xxxd, eeek + xxxd) ·
|[b(xxxk)b∗k]

−1(ė∗n,k + x
(n)
d − f∗k )|,

即|gk| 6 $||zzzk|| ,从而

|sk||gk| 6 $|sk|||zzzk||. (33)

由式(13)容易得到

żzzk = Azzzk + BBBṡk, (34)

式中:

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−c0 −c1 −c2 · · · −cn−1




, BBB =




0
0
...
1




.

从而

zzzk(t) =
w t

0
Azzzk(τ)dτ + BBBsk(t), (35)

上式两边取范数

‖zzzk(t)‖ 6
w t

0
‖A‖‖zzzk(τ)‖dτ + |sk(t)|. (36)

由Bellman-Gronwall引理可得

‖zzzk(t)‖ 6 ‖A‖eT‖A‖
w t

0
|sk(τ)|dτ + |sk(t)|. (37)

根据柯西--许瓦茨不等式有w t

0
e−λτ |sk(τ)|[

w τ

0
|sk(ν)|dν]dτ 6

w t

0
e−

1
2 λτ |sk(τ)|[

w τ

0
e−

1
2 λν |sk(ν)|dν]dτ 6

w t

0
e−

1
2 λτ |sk(τ)|[

w t

0
e−

1
2 λν |sk(ν)|dν]dτ 6

w t

0
e−λτ |sk(τ)|2dτ. (38)

由以上两式,可得w t

0
e−λτ‖zzzk(τ)‖|sk(τ)|dτ 6

w t

0
e−λτ (1 + T‖A‖eT‖A‖)|sk(τ)|2dτ. (39)

结合式(27)(31)(33)与式(39),有

Lk(t)− Lk−1(t) 6

−1
2
e−λtb−1(xxxk−1)s2

k−1(t) +
1
2
[−λb−1(xxxk(ζ))−

b−2(xxxk(ζ))ḃ(xxxk(ζ))]
w t

0
e−λτs2

k(τ)dτ +

$(1 + T‖A‖eT‖A‖)
w t

0
e−λτs2

k(τ)dτ. (40)

选择足够大的λ,可使
1
2
[−λb−1(xxxk(ζ))− b−2(xxxk(ζ))ḃ(xxxk(ζ))] +

$(1 + T‖A‖eT‖A‖) 6 0, (41)

从而

Lk(t)− Lk−1(t) 6 −1
2
e−λtb−1(xxxk−1)s2

k−1(t). (42)

由连续函数的性质可知,当t ∈ [0, T ], b(xxxk) < +∞,
∀k. 因此,存在bm(t),满足b(xxxk(t)) 6 bm(t) < +∞,
t ∈ [0, T ], ∀k. 取式(42)中的k = 1, 2, · · · , N , 并求
和,有

LN(t) 6 L0(t)− 1
2
e−λt

N∑
j=1

b−1(xxxj−1)s2
j−1(t) 6

L0(t)− 1
2
e−λtb−1

m (t)
N∑

j=1

s2
j−1(t). (43)

将i)的结果应用于式(20), 易得L0(t)的有界性.由式
(28)可知,式(43)的成立以|sk| > ε2为前提.多次迭代
后, 必有|sk| < ε2. 事实上, 当N > 2L0bmeλt/ε2

2时,
如果仍有|sk| > ε2,那么LN(t) < 0,这与LN(t)的非
负性相矛盾.

由式(37)可得

‖zzzk(t)‖ 6 (t‖A‖eT‖A‖ + 1)ε2. (44)

故可通过选择适当的ε2, 使得zzzk(t)收敛于原点的邻
域内,其半径值可根据需要任意设置. 证毕.

本文在设计控制律时, 采用了边界层设计方案,
利用鲁棒方法与限幅机制获得系统的有界性, 限制
|sk|于[0, ε1]区域; 并借助迭代学习方法, 使得|sk|被
吸引到[0, ε2]区域.文中的限幅机制包括半饱和与全
饱和两种限幅机制.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerical simulation)
考虑如下二阶非线性不确定系统[24]：




ẋ1,k = x2,k,

ẋ2,k =
gsin x1,k − mlcos2 x2,ksinx1,k

mc + m

l(
4
3
− mcos2 x1,k

mc + m
)

+

cos x1,k

mc + m

l(
4
3
− mcos2 x1,k

mc + m
)
uk,

(45)

这里: x1,k和x2,k分别是倒立摆的角位移与角速度,
x1,k(0) = 0.6 + 0.1(α − 0.5)(α为0与1之间的随机
数), x2,k(0) = 0, g = 9.8m/s2为重力加速度, mc是

小车的质量, m为摆的质量, l为摆长的一半, uk

为小车的推力. 此处取mc = 1kg, m = 0.1 kg,
l = 0.5m. 参考信号是[−0.2 + cos(πt) sin(πt)]T.
[x1,k(0) x2,k(0)]T 6= [0.8 0]T. 考虑到实际系统存在
多种不确定性和扰动,设各参数与标称值存在±40%
的偏差,取bmin(xxxk)= |cosx1,k|/(1.44+0.23cos2x1,k),
满足假设2. 同时,应用拉格朗日中值定理,可以检验
系统满足假设4. 假设1, 3, 5显然满足. 下面本文选取
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误差轨迹: 当0 6 t 6 δ,

e∗1,k(t) =

e1,k(0)(
10(δ − t)3

δ3
− 15(δ − t)4

δ4
+

6(δ − t)5

δ5
),

e∗2,k(t) =

e1,k(0)(
−30(δ − t)2

δ3
+

60(δ − t)3

δ4
− 30(δ − t)4

δ5
).

当δ < t 6 T , e∗1,k(t) = 0, e∗2,k(t) = 0. 采用鲁棒
迭代学习控制律(15)进行仿真. 本仿真中, γ = 30,
ūd = 50, ε1 = 0.5, ε2 = 0.0002, ρ = 1, ῡ = 20,
T = 2, δ = 0.2, c0 = 1, c1 = 2, ρf(xk) =
(10|x1,k|+ l + 2)2/l. 迭代200次后,仿真结果如图1–
9所示,图8–9中

J1,k = lg max
t∈[0,T ]

|z1,k(t)|, J2,k = lg max
t∈[0,T ]

|z2,k(t)|.

仿真结果表明,在误差初值非零的情况下,误差
曲线能够精确跟踪期望误差轨迹. 由图1– 4可见, xk

在[0.2, 2]上对xd几乎完全跟踪. 本例表明,在进行学
习系统设计时, 一些输出跟踪问题可以利用误差轨
迹跟踪方法加以解决.

本仿真中,选取期望误差轨迹时,置x2,k(0) = 0.
这意味着受控对象在每次迭代开始时处于静止状

态,即起始速度为零. 对于起始速度非零情形,也可
设计出相应的期望误差轨迹.

图 1 x1及其参考轨迹x1d

Fig. 1 x1 and its reference trajectory x1d

图 2 x2及其参考轨迹x2d

Fig. 2 x2 and its reference trajectory x2d

图 3 e1及其期望e∗1
Fig. 3 The error e1 and its desired e∗1

图 4 e2及其期望e∗2
Fig. 4 e2 and its desired e∗2

图 5 控制输入

Fig. 5 Control input

图 6 位移误差与期望误差轨迹的差
Fig. 6 The difference between the position error and

its desired trajectory
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图 7 速度误差与期望误差轨迹的差
Fig. 7 The difference between the velocity error and

its desired trajectory

图 8 z1随迭代次数的变化

Fig. 8 The variable z1 with respect to iterations

图 9 z2随迭代次数的变化

Fig. 9 The variable z2 with respect to iterations

6 结结结论论论(Conclusions)
为放宽常规迭代学习控制方法所要求的初始定

位条件,针对迭代初值任意取值的一类非参数化不
确定系统,本文给出一种基于误差轨迹跟踪的鲁棒
学习控制算法. 理论分析表明,该算法可实现误差在
整个作业区间上精确跟踪期望误差轨迹, 并保证闭
环系统中所有信号有界. 仿真结果验证了该算法的
有效性.
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