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摘要:针对一类严格反馈形式的非线性二阶多输入多输出系统,提出一种带有加速度规划的输出跟踪动态控制
策略.引入一个代替时间变量的路径参数用以规划路径跟踪时的加速度,回避了设计内环加速度控制回路的常规方
法,简化了控制器的设计过程. 对二阶系统的控制项求导进行系统扩维,基于新的增广系统,设计了使系统输出收
敛于期望路径的反馈线性化动态控制律.再对加速度跟踪误差基于梯度法设计更新律使其渐近收敛于零,最后通过
调节期望加速度实现定常速度控制.理论分析表明,误差闭环系统一致渐近稳定,速度误差有界. 动力定位船舶循
迹控制仿真结果表明了所提出控制器的有效性.
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Output tracking control with acceleration assignment for
a class of nonlinear systems

XIE Wen-bo, FU Ming-yu, SHI Xiao-cheng
(College of Automation, Harbin Engineering University, Harbin Heilongjiang 150001, China)

Abstract: For a class of second order nonlinear multi input multi output (MIMO) systems with strict feedback, an output
path-following controller with acceleration assignment is proposed. A path variable, instead of the time variable, is used
to program the acceleration in path-following task to eliminate the extra inner acceleration control loop for simplifying
the controller design procedure. The derivative of the control term is employed to form an augmented system, the output
of which is driven to follow the desired path according to a feedback linearizing dynamic control law. The update law
obtained by the gradient method is used to achieve the asymptotic convergence of the acceleration error. The constant
speed control is realized by adjusting the desired acceleration. The stability analysis indicates that the closed-loop error
system is asymptotically stable and the speed error is bounded. Simulation of the tracking control for a dynamically
positioning vessel is presented to illustrate the feasibility and effectiveness of the proposed controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性系统的输出跟踪控制在航天器、船舶和

汽车控制等多个领域都有广泛应用. 输出跟踪控
制主要研究系统输出量对期望几何路径的跟踪[1–2],
其中期望路径yd(t)通常包含了被控对象的期望位
置、姿态、速度和加速度信息,系统输出需严格等于
给定期望,一旦以时间t为自变量的期望轨迹yd(t)确
定, 期望速度ẏd(t)和加速度ÿd(t)也将同时确定. 这
种传统循迹控制任务的缺点是不够灵活, 不能根据
实际情况在不改变期望路径的情况下随时更改期

望速度和加速度,即速度和加速度不能与路径跟踪
控制回路分离而独立进行控制.基于上述问题,近些
年针对路径跟踪时速度的独立控制有了一定研究成

果:文献[3–5]利用鲁棒和自适应backstepping方法控

制非线性系统完成路径跟踪任务,在期望路径中引
入额外变量增加了控制器的设计自由度,实现了可
实时修改期望速度的输出路径跟踪控制.文献 [6]利
用增加幂积分技术, 解决了一类具有模型不确定性
的非线性系统路径输出跟踪和速度独立控制问题.

系统加速度控制通常要比速度控制更复杂,但加
速度的独立控制在很多领域中又是一项关键技术,
首先在实际系统中总是存在执行机构的输出限制和

能耗约束等局限,使得真实系统跟踪路径时的加速
度不可能无限大.其次是一些实际系统需要控制加
速度,例如动力定位船舶进行循迹作业的初始阶段,
需使船速以设定加速度从零平稳地过渡到最大航

速[7]. 针对此类问题,文献[8–9]针对车辆的纵向加速
度控制问题设计了自抗扰控制器, 实现了车辆纵向
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行驶时的加速度控制,并对外界干扰具有一定鲁棒
性, 但其没有讨论同时进行路径跟踪和加速度控制
时的问题. 文献 [10]讨论了轮式机器人在加速度约
束下的路径跟踪控制,通过在加速度约束条件下规
划时间最优轨线解决了此问题. 文献 [11]研究了无
人航天器的飞行机动问题,采用外环控制回路完成
路径跟踪任务,利用极点配置方法设计了内环纵向
和法向加速度控制回路, 实现了几何路径跟踪与加
速度的独立控制.

本文基于已有研究成果, 针对一类严格反馈形
式二阶非线性多输入多输出(multiple input multiple
output, MIMO)系统的输出跟踪控制问题,设计了一
种可以使系统同时跟踪期望路径和期望加速度的控

制策略,并能够根据工程需求在线实时改变期望加
速度.首先引入一个几何路径变量θ, 用以生成期望
轨迹yd(θ(t))代替常规期望轨迹yd(t),并对系统跟踪
加速度进行规划. 然后定义了路径跟踪和加速度规
划控制任务.针对路径跟踪控制,将二阶系统的控制
项求导,得到一个新的三阶增广系统.对该增广系统
利用反馈线性化技术设计控制律,使增广系统输出
渐近跟踪期望路径, 该控制律即作为原二阶系统的
几何路径跟踪动态控制律.针对加速度规划任务:设
计梯度更新律使加速度误差收敛于零, 并通过调节
期望加速度实现了对于定常速度控制.最后通过动
力定位船舶的循迹控制仿真,验证了算法有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑一类具有严格反馈形式的二阶MIMO非线

性系统 



ẋ1 = G1(x1)x2 + f1(x1),

ẋ2 = G2(x1, x2)τ + f2(x1, x2),

y = h(x1),

(1)

其中: 系统状态x1, x2 ∈ Rm, y = h(x1) ∈ Rn为

系统输出, m和n为正整数, τ ∈ Rm为控制项; 本文

偏导数表示为
∂if(x, y)

∂xi
= fxi

; h(·)对x1足够光滑,

即hxa
1 (·)存在,其中a为正整数; h−1(·)及其对x1的偏

导数存在; Gi(·), fi(·)(i = 1, 2)对于x1和x2均足够

光滑. 本文控制任务针对形如系统(1)的系统, 加速
度规划路径输出跟踪控制任务表述为:

定定定义义义 1 加速度规划路径输出跟踪控制包括

几何路径跟踪任务和加速度规划任务.期望路径为
yd(θ(t)), θ(t)为路径变量(简写为θ), t为时间变量.
几何路径跟踪任务要求系统输出渐近收敛于期望路

径

lim
t→∞

|y(t)− yd(θ)| = 0. (2)

期望加速度设为νa(θ̇, θ, t), 加速度规划任务要求路

径变量的二阶导数θ̈渐近收敛于期望加速度

lim
t→∞

|θ̈ − νa(θ̇, θ, t)| = 0. (3)

假假假设设设 1 期望路径yd(θ)和偏导yθ
d(θ),· · ·, yθ3

d (θ)
在Rn上存在且一致有界,期望加速度νa(θ̇, θ, t)和其
关于θ̇, θ, t的偏导数均一致有界.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
3.1 几几几何何何路路路径径径跟跟跟踪踪踪控控控制制制律律律(Geometric path follow-

ing control law)
将 yd(θ), νa(θ̇, θ, t), h(x1)记作 yd, νa, h, 根据定

义1给出期望状态ξ(θ̇, θ, t) ∈ R3n如下:

ξ(θ̇, θ, t) =




ξ1(θ̇, θ, t)
ξ2(θ̇, θ, t)
ξ3(θ̇, θ, t)


 =




yd

yθ
dθ̇

yθ2

d θ̇2 + yθ
dνa


 . (4)

根据上式有

ξi+1 = ξθ̇
i νa + ξθ

i θ̇ + ξt
i , i = 1, 2. (5)

明显可见,二阶系统(1)的相对阶为2,所以系统(1)是
可以输入–状态线性化的, 并且可将输出y及其各

阶导数作为系统的一组新状态变量Y = [yT ẏT

ÿT]T ∈ R3n. 根据系统(1)得到

yT = h, (6a)

ẏT = hx1 ẋ1, (6b)

ÿT = hx2
1(G1x2 + f1)2 + hx1 [Gx1

1 (G1x2 +

f1)x2 + G1(G2τ + f2) +

fx1
1 (G1x2 + f1)]. (6c)

对系统(1)中控制项求导,进行扩维得到增广系统为




ẋ1 = G1(x1)x2 + f1(x1),

ẋ2 = G2(x1, x2)τ + f2(x1, x2),

τ̇ = u.

(7)

定义u为三阶增广系统(7)的控制项, 针对该系统利
用反馈线性化思想[12–13]进行控制器的设计. 借鉴
式(5)的形式有

ξ4 = ξθ̇
3νa + ξθ

3 θ̇ + ξt
3 = yθ̇3

d θ̇3 + 3yθ2

d θ̇νa. (8)

根据式(6)推得

y(3) = −ρ(x1, x2) + hx1G1G2u, (9)

其中ρ(x1, x2)如式(10)所示:

ρ(x1, x2) =

{hx3
1 ẋ3

1 + 3hx2
1 ẋ1(Ġ1x2,+G1ẋ2 + ḟ1) +

hx1 [Gx2
1

1 ẋ2
1x2 + Gx1

1 (Ġ1x2 + G1ẋ2 +

ḟ1)x2 + 2Ġ1ẋ2 + G1(Ġ2τ + ḟ2) +

f
x2
1

1 ẋ2
1 + fx1

1 (Ġ1x2 + G1ẋ2 + ḟ1)]}, (10)

Ġ1 = Gx1
1 ẋ1, ḟ1 = fx1

1 ẋ1,
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Ġ2 = Gx1
2 ẋ1 + Gx2

2 ẋ2, ḟ2 = fx1
2 ẋ1 + fx2

2 ẋ2,

ẋ1和ẋ2形式如系统(1)中所示. 定义路径跟踪误差为
z = Y − ξ,选取控制律如下:

u = G−1
2 G−1

1 (hx1)−1[ρ(x1, x2) + v + ξ4], (11)

其中v = −Kz为比例控制项, K为

K = [k1 k2 k3]T ∈ Rn×3n, (12)

ki =diag{k1i, · · · , kni}∈Rn×n, i=1, 2, 3. (13)

控制律(11)为针对增广系统(7)的几何路径跟踪控制
律,将其改写为针对原系统(1)的动态控制律为

τ̇ = G−1
2 G−1

1 (hx1)−1[ρ(x1, x2) + v + ξ4]. (14)

至此完成了针对定义1中几何路径跟踪任务控制器
的设计.

3.2 加加加速速速度度度规规规划划划更更更新新新律律律(Acceleration assignment
update law)
本小节针对定义1中的加速度规划任务设计控制

器. 根据式(5)得{
ẏ = ẏ − ξ2 + ξθ̇

1νa + ξθ
1 θ̇ + ξt

1,

ÿ = ÿ − ξ3 + ξθ̇
2νa + ξθ

2 θ̇ + ξt
2.

(15)

将式(11)代入式(9)得到

y(3) = −Kz + ξ4. (16)

综上得到的状态方程如下:

Ẏ = A(Y − ξ) + ξθ̇νa + ξθθ̇ + ξt, (17)

A阵表示为

A =




0 I 0
0 0 I

−k1 −k2 −k3


 , (18)

其中I ∈ R3×3为单位阵. 期望状态ξ的导数为

ξ̇ = ξθ̇θ̈ + ξθθ̇ + ξt. (19)

综上,将式(17)转化为误差系统状态方程为

ż = Az + ξθ̇ωa, (20)

其中ωa为加速度跟踪误差

ωa = νa(θ̇, θ, t)− θ̈. (21)

选取Lyapunov函数为

V (Y, θ̇, θ, t)=zTPz = (Y − ξ)TP (Y − ξ)>0,

(22)

选取P为正定对称阵, 使得PA + ATP = −Q, 其
中Q为正定对称阵. 对V沿系统(17)求导有

V̇ (Y, θ̇, θ, t) =

V Y Ẏ + V θ̇θ̈ + V θθ̇ + V t =

2(Y − ξ)TP [A(Y − ξ) + ξθ̇θ̈+

ξθθ̇ + ξt] + V θ̇θ̈ + V θθ̇ + V t. (23)

根据式(17)和式(22)有



V Y ξt = −V t,

V Y ξθ = −V θ,

V Y ξθ̇ = −V θ̇.

(24)

代入式(23)得到

V̇ = −(Y − ξ)TQ(Y − ξ)− V θ̇ωa, (25)

V̇中非负定项为−V θ̇ωa, 针对加速度误差ωa设计梯

度更新律为

ωa = µV θ̇ = −2µzTPξθ̇, (26)

其中常增益µ > 0,使得

V̇ = −zTQz − µ(V θ̇)2 6 0. (27)

注注注 1 µ = 0时,加速度误差ωa ≡ 0. 此时θ对于期望

路径的规划作用将消失,定义1中的式(2)将被下式替代:

y(t) = yd(θ(t)).

加速度和路径控制从各自独立的控制任务变为统一的控制

任务.

设系统期望速度为常值νs, 速度跟踪误差定义
为ωs = νs − θ̇,设在T时刻有下式成立:

νs − θ̇(T ) = ωs(T ) = 0. (28)

设t1 = inf(T ),对νa(θ̇, θ, t)给出如下限制,以实现定
常速度控制:

νa(θ̇, θ, t) ≡ 0, ∀t > t1. (29)

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
综合式(20)−(21)和式(26)得到闭环误差系统




ż = Az + ξθ̇νa,

θ̈ = νa(θ̇, θ, t)− ωa,

ωa = −2µzTPξθ̇.

(30)

定义非紧致集合M = {(z, θ, θ̇, t) : z = 0}, 向量x

到集合M的距离定义为|x|M = inf
y∈M

|x− y|.
定定定义义义 2 考虑时变系统

ẋ = f(x, t), (31)

x(t)是基于初始时刻Tmin(x0) < t0 < Tmax(x0)和初
始状态x0 = x(t0)的t时刻方程的解. x(t)在Tmin(x0)
< t0 < Tmax(x0)区间内都存在, 即方程(31)在以上
区间内有解. 如果解的存在区间上界Tmax(x0)满足
Tmax(x0) →∞,则系统(31)是正向完备的[14].

引引引理理理 1 针对形式如下的互联系统:{
α̇1 = g1(α1, α2),

α̇2 = g2(α1, α2),
(32)
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对于每一个紧致集合χ ∈ Rn1 , α1 ∈ χ和∀θ̇ ∈ R,存
在L > 0和c > 0使得

|g2(α1, α2)| 6 L|α2|+ c, (33)

并且存在函数V : Rn1×Rn2 → R+和K∞函数βi(i=
1, 2, 3)使得下式成立:

β1(|α1|M) 6 V (α1, α2) 6 β2(|α1|M), (34)

V̇ (α1, α2) 6 −β3(|α1|M). (35)

则系统(32)对于正向不变集M是UGAS的[15].

定定定理理理 1 集合M对于闭环误差系统 (30)是
UGAS的, ωa收敛于零.

证证证 加速度期望νa(θ̇, θ, t)可能是一个显含时间t

的函数,这将使得系统(30)成为一个非自治系统,定
义p为

p(0) = t0, p(t) = t + t0. (36)

此时将式(30)看作一个形如式(32)的互联系统



α1 = z,

α2 = [θ̇ p]T,

g1(α1, α2) = Az + ξθ̇νa,

g2(α1, α2) = [νa(θ̇, θ, t)− ωa 1]T.

(37)

根据假设1, ξθ̇有界,使得对一个紧致集合中的任意z,
ωa = −2µzTPξθ̇是有界的, 根据文献 [16]对于信号
有界的描述,此时存在L > 0和c > 0使得

‖g2(α1, α2)‖0.5
2 6 L|α2|+ c. (38)

根据式(22)和式(27)可知Lyapunov函数V (z, θ, θ̇, p)及
其导数满足

λmin(P )|(z, θ, θ̇, t)|2M 6 V 6
λmax(P )|(z, θ, θ̇, t)|2M, (39)

V̇ 6 −λmin(Q)|(z, θ, θ̇, t)|2M. (40)

根据引理1得到M对于闭环误差系统(30)是UGAS
的. 又因为ξθ̇有界得到

z → 0 ⇒ ωa = −2µzTPξθ̇ → 0,

路径跟踪误差z渐近稳定于平衡点,加速度误差ωa渐

近收敛于零, 表示定义1中的式(2)−(3)成立, 即根据
控制律(14)和式(26)可以完成定义1中给出的控制任
务.
根据定理1证明过程知ωa是随z收敛的, 所以加

速度控制效果直接由路径跟踪控制效果决定, 对于
存在外界干扰的情况, 路径跟踪控制器如果能较好
的对其进行补偿,就可以保证加速度控制的鲁棒性.

定定定理理理 2 误差系统(30)在期望加速度限制式
(29)作用下速度跟踪误差ωs是有界的.

证证证 根据向量到集合M距离的定义知

|(z, θ, θ̇, t)|2M = inf(|z|2). (41)

根据式(39)和式(40)得到

V̇ 6 −λmin(Q)
λmax(P )

V. (42)

由文献[16]引理3.4得

V 6 V0 exp[−λmin(Q)
λmax(P )

(t− t0)], (43)

其中V0为初始时刻t0的Lyapunov函数值,因此

‖z‖2 6 (
λmax(P )
λmin(P )

)0.5‖z(t0)‖2 ·

exp[−λmin(Q)
λmax(P )

(t− t0)]. (44)

根据式(26),在t > t1时, ω2
a可以写为

ω2
a = 4µ2(ξθ̇)TPTzzTPξθ̇ 6

4µ2χ(ξθ̇)TPT‖z(t1)‖2Pξθ̇, (45)

其中

χ = (
λmax(P )
λmin(P )

)0.5 exp[−λmin(Q)
λmax(P )

(t− t1)].

(46)

对式(45)开方并求积分:

|ωa| 6 χ0.5|ωa(t1)|, (47)

|
w ∞

t1
ωadt| 6

w ∞
t1
|ωa|dt 6

|ωa(t1)|
w ∞

t1
χ0.5dt =

|ωa(t1)|(λmax(P )
λmin(P )

)0.25 λmax(P )
λmin(Q)

. (48)

θ̇为

θ̇ =
w ∞

t1
θ̈dt = νs +

w ∞
t1

(0− ωa)dt = νs − ωs.

(49)

对速度误差界进行估计:

|ωs| = |νs − θ̇| = |
w ∞

t1
ωadt| 6

w ∞
t1
|ωa|dt =

|ωa(t1)|(λmax(P )
λmin(P )

)0.25 λmax(P )
λmin(Q)

, (50)

所以在式(29)的限定下νs是有界的,上式给出了误差
界的估计值,定理2得证.

5 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析(Simulation results and
analysis)
针对动力定位船舶循迹控制进行仿真. 建立水

平面三自由度大地坐标系NOE和船舶随体坐标

系xoy, xoy相对于NOE的速度为ν = [u v r]T,船
舶在NOE坐标系中的位置和艏向为η = [n e ψ]T,
所研究船体左右对称, xoy坐标系原点选于船体重心

处,如图1所示.
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图 1 大地与船体坐标系

Fig. 1 Earth fixed and body fixed frame

根据文献 [17],船舶低频运动学和动力学方程如
下:

η̇ = R(ψ)ν, (51a)

Mν̇ = τ −Dν, (51b)

其中坐标系转换矩阵R(ψ)为

R(ψ) =




cos ψ − sinψ 0
sinψ cos ψ 0

0 0 1


 . (52)

式(51b)中M, D ∈ R3×3分别为船体惯性矩阵、线性

水阻尼矩阵,并且M = MT > 0, D > 0. τ ∈ R3为

控制量. 仿真中船舶水动力系数基于文献[17]:

M = 106 ×




5.3122 0 0
0 8.2831 0
0 0 3.7454× 103


 ,

D = 104 ×




5.0242 0 0
0 27.229 −439.33
0 −439.33 41894


 .

动力定位船舶循迹的期望路径设为一条直线:



ηd = [nd ed ψd]T,

nd = kd1θ, ed = kd2θ,

ψd = arctan
nd

ed

,

其中常数kd1 > 0, kd2 > 0. 船舶航行速度U(t)和加
速度A(t)的表达式如下:

U(t) =
√

u2 + v2, A(t) = U̇(t).

设Ad(t)是船舶的真实期望加速度,其与算法中期望
加速度νa的转化关系如下:

νa =

√
(nθ

d)2 + (eθ
d)2Ad(t)− [(nθ

d)
2 + (eθ

d)
2]|θ̇|

(nθ
d)2 + (eθ

d)2
.

仿真时间t = 120 s,船舶期望加速度设为

Ad(t) =

{
0.05m/s2

, U(t) < Ud = 2 kN,

0m/s2
, U(t) > Ud = 2 kN,

其中Ud为船舶期望速度.

仿真结果如图2−5所示. 船体北东位置和艏向角

的仿真曲线如图2−3所示, 反馈线性化控制策略使
得船体的位置和艏向约在20 s的时间内就收敛于直
线型期望路径上,艏向角根据设定指向路径切向方
向.由图4可知θ̈依据所设计的梯度更新律收敛于算

法中的期望加速度νa, 并且间接地实现了θ̇的调节,
而θ作为期望路径的参数将会以一定的加速度(或
速度)规划路径上的期望运动状态. 图5给出船舶进
行路径跟踪时的真实加速度误差Ae和真实速度误

差Ue, 当改变期望加速度时, Ae可以很快收敛到零,
表征了加速度控制具有很好的动态指标.将期望加
速度设为零后, Ue也几乎收敛于零,表明算法可以实
现定常速度控制.根据图4−5可知对变量θ及其各阶

导数进行规划可以实现对船体运动状态的控制.

图 2 船舶位置和期望路径

Fig. 2 Vessel position and desired path

图 3 船舶艏向角响应曲线

Fig. 3 Time response of vessel heading
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图 4 期望路径参数响应曲线

Fig. 4 Time response of path variable

图 5 船舶加速度误差和速度误差

Fig. 5 Errors of vessel acceleration and speed

6 结结结论论论(Conclusion)
针对一类严格反馈形式二阶MIMO非线性系统

带有加速度规划的输出跟踪控制问题,本文提出了
一种路径和加速度控制器设计方法. 引入一个代替
时间的路径变量规划期望加速度,基于反馈线性化
思想设计了路径跟踪动态控制律.利用误差系统的
Lyapunov函数设计梯度更新律,完成加速度控制.所
设计的控制器可以使系统在不改变期望路径的情况

下,实时改变期望加速度,实现系统对期望路径和加
速度的同时控制,又能通过调节期望加速度间接达
到定常速度控制的效果.将本文提出的方法应用于
动力定位船舶的循迹跟踪控制,结果表明该方法可
以很好的实现路径和运动状态的同时跟踪, 而且控
制器设计过程简洁,有着广泛的应用前景.
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