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摘要:迭代学习控制方法应用于网络控制系统时,由于通信网络的约束导致数据包丢失现象经常发生. 针对存在
输出测量数据丢失的一类非线性系统,研究P型迭代学习控制算法的收敛性问题.将数据丢失描述为一个概率已知
的随机伯努利过程,在此基础上给出P型迭代学习控制算法的收敛条件,理论上证明了算法的收敛性,并通过仿真
验证理论结果.研究表明,当非线性系统存在输出测量数据丢失时,迭代学习控制算法仍然可以保证跟踪误差的收
敛性.
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Abstract: This paper analyzes the stability of the iterative learning control (ILC) applied to a class of nonlinear discrete-
time systems with output measurement data dropouts. It is assumed that an ILC scheme is implemented via a networked
control loop for the nonlinear system and that the packet dropout occurs due to limitations in network communication. The
data dropout is described as a stochastic Bernoulli process with a given probability; on this basis we derive the convergence
condition for the P-type ILC algorithm. The theoretical analysis is supported by the simulation of a numerical example; the
convergence of ILC can be guaranteed when some output measurements are missing.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制(iterative learning control, ILC)是一

种仿人的智能控制方法, 它针对周期性和重复性的
控制任务,通过不断的学习可实现有限时间区间内
的完全跟踪[1]. 自1984年日本学者Arimoto提出该方
法以来, 迭代学习控制的研究一直是国内外的热点
问题,并取得了丰富的理论和应用成果[2–6]. 鲁棒性
是迭代学习控制的一个重要研究方面, 也是迭代学
习控制应用于实际系统时要解决的问题.由于迭代
学习控制算法的理论研究是建立在系统满足严格

重复性的条件之上,而实际系统很难满足这些条件,
因此迭代学习控制的鲁棒性研究主要针对非严格

重复条件进行讨论,如非重复初始条件[7]、非重复期

望轨迹[8]、非重复扰动和噪声[9–10]、非重复不确定时

滞[11–13]等方面.

目前, 实际控制系统中广泛采用网络控制方式,
如集散控制系统(DCS)、现场总线控制系统(FCS)和
基于Internet的远程控制系统等. 网络控制系统是将
通讯网络代替传统点对点连接方式构成的闭环控

制系统,相对传统控制系统,网络控制系统具有成本
低、安装维护简便、系统灵活性高、便于进行故障诊

断等优点, 但网络的引入也带来数据传输延时、数
据丢失等问题[14–15]. 然而, 迭代学习控制方法应用
于网络控制系统的研究较少, 目前少量的研究结果
也主要针对线性系统给出[16–18]. 文献[16–18]针对存
在输出数据丢失的线性离散系统,基于lifting方法研
究了迭代学习控制的鲁棒收敛性和鲁棒算法的设

计问题. 实际系统大多为非线性系统, 由于迭代学
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习的lifting方法不能应用于非线性离散系统,因此文
献 [16–18]中的研究方法也不能推广至非线性系统.
鉴于此, 本文基于另外一种方法研究存在数据丢失
时非线性系统迭代学习控制的收敛性问题.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下SISO非线性离散系统:{

xk(t + 1) = f(xk(t)) + b(xk(t))uk(t),
yk(t) = c(xk(t)) + d(xk(t))uk(t),

(1)

式中: k为迭代次数, t为离散时间且t ∈ [0, N ], xk(t),
uk(t), yk(t)分别为系统状态变量、控制输入变量和
系统输出变量.

针对上述重复运行的非线性系统,本文给出如下
假设.

假假假设设设 1 非线性函数f(·), b(·), c(·), d(·)对于
状态变量xk(t)满足Lipschitz条件, 即对于所有t ∈
[0, N ],存在有界常数kf , kb, kc, kd满足

|f(x1(t))− f(x2(t))| 6 kf |x1(t)− x2(t)|,
|b(x1(t))− b(x2(t))| 6 kb|x1(t)− x2(t)|,
|c(x1(t))− c(x2(t))| 6 kc|x1(t)− x2(t)|,
|d(x1(t))− d(x2(t))| 6 kd|x1(t)− x2(t)|,

式中x1(t), x2(t)为任意两个状态变量.

假假假设设设 2 非线性系统的初始条件满足

xk(0) = xd(0),

式中: xk(0)为状态变量在第k次的初始值, xd(0)为
期望状态的初始值.

假假假设设设 3 对于给定的期望输出yd(t), 存在控制
输入ud(t)和状态xd(t)满足{

xd(t + 1) = f(xd(t)) + b(xd(t))ud(t),
yd(t) = c(xd(t)) + d(xd(t))ud(t),

式中ud(t), xd(t)为期望输入和期望状态.

对于非线性系统(1),采用如下P型迭代学习控制
算法:

uk+1(t) = uk(t) + γek(t), (2)

式中: γ为学习增益因子, ek(t) = yd(t) − yk(t)为系
统跟踪误差.

当迭代学习控制算法(2)应用于网络控制系统中
时,由于网络的约束经常造成两种类型的数据丢失:
输出数据yk(t)丢失和控制输入数据uk(t)丢失.前者
是输出信号从传感器到控制器的传输过程中由于网

络故障引起的, 而后者则是控制输入信号从控制器
到执行器的传输过程中由网络故障引起. 为方便讨
论,本文仅考虑系统输出数据yk(t)丢失的情况,但研
究结果可以推广到控制输入丢失的情况.

考虑算法(2)中输出数据yk(t)存在丢失, 假设控

制器可检测出yk(t)是否丢失. 若yk(t)没有丢失, 迭
代学习控制算法按式(2)正常更新控制输入,若yk(t)
丢失,则保持当前的控制输入与上一次迭代过程中
的控制输入相同,即uk+1(t) = uk(t). 因此, 本文给
出如下表述:

uk+1(t) = uk(t) + η(t)γek(t), (3)

式中η(t)是一个伯努利序列,即η(t) ∈ {0, 1},但取0
或1是随机的, η(t) = 0表示数据丢失, η(t) = 1表示
数据没有丢失. 由于数据丢失的随机性可知η(t)与
uk(t), xk(t), yk(t)均无关.假设

P {η(t) = 1} = E {η(t)} = η̄,

P{·}为求概率, E{·}为期望因子, 则η̄为数据传输的

成功率且满足0 6 η̄ 6 1.

本文的研究内容为: 假设η̄已知, 如何选择学习
增益因子γ, 使得非线性系统采用式(2)的迭代学习
控制算法,其系统输出收敛于期望输出,即对于所有
t ∈ [0, N ],满足 lim

k→∞
yk(t) → yd(t).

3 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
本文的主要结果通过如下定理给出.

定定定理理理 1 对于满足假设1–3的非线性系统(1),采
用式(2)的迭代学习控制算法,当系统存在输出数据
丢失时,若选择学习增益因子γ对于所有t和k均满足

|1− γη̄d(xk(t))| < 1,

则对于所有t ∈ [0, N ],有 lim
k→∞

E {yk(t)} → yd(t).

证证证 由式(1)和假设3可知{
yd(t) = c(xd(t)) + d(xd(t))ud(t),
yk(t) = c(xk(t)) + d(xk(t))uk(t).

上述两式相减可得

ek(t) = yd(t)− yk(t) =

c(xd(t)) + d(xd(t))ud(t)−
(c(xk(t)) + d(xk(t))uk(t)) =

c(xd(t))− c(xk(t)) + d(xd(t))ud(t)−
d(xk(t))uk(t) =

c(xd(t))− c(xk(t)) + d(xk(t))δuk(t) +

[d(xd(t))− d(xk(t))]ud(t), (4)

式中δuk(t) = ud(t)− uk(t). 根据算法(3)可知

δuk+1(t) = ud(t)− uk+1(t) =
ud(t)− uk(t)− γη(t)ek(t),

即

δuk+1(t) = δuk(t)− γη(t)ek(t). (5)

将式(4)中的ek(t)代入式(5)中可得

δuk+1(t) = δuk(t)− γη(t)ek(t) =
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δuk(t)− γη(t) [c(xd(t))− c(xk(t))]−
γη(t)d(xk(t))δuk(t)−
γη(t) [d(xd(t))− d(xk(t))]ud(t) =

[1− γη(t)d(xk(t))] δuk(t)−
γη(t) [c(xd(t))− c(xk(t))]−
γη(t) [d(xd(t))− d(xk(t))]ud(t). (6)

根据假设1的Lipschitz条件,由式(6)可得

|δuk+1(t)| 6
|1− γη(t)d(xk(t))||δuk(t)|+
kc|γη(t)||xd(t)− xk(t)| ·
kd|γη(t)||xd(t)− xk(t)||ud(t)| =
|1− γη(t)d(xk(t))||δuk(t)|+ k1|δxk(t)|, (7)

式中:
δxk(t) = xd(t)− xk(t),
k1 = kc|γη(t)|+ kd|γη(t)||ud(t)|.

由式(1)和假设3可知

δxk(t) = xd(t)− xk(t) =

f(xd(t− 1)) + b(xd(t− 1))ud(t− 1)−
f(xk(t− 1))− b(xk(t− 1))uk(t− 1),

根据Lipschitz条件,由上式可得

|δxk(t)| 6 |f(xd(t− 1))− f(xk(t− 1))|+
|b(xk(t− 1))||δuk(t− 1)|+
|b(xd(t−1))−b(xk(t−1))|ud(t−1)6
(kf + kb|ud(t− 1)|)|δxk(t− 1)|+
|b(xk(t− 1))||δuk(t− 1)|,

即

|δxk(t)| 6 k2|δuk(t− 1)|+ k3|δxk(t− 1)|, (8)

式中: k2 = |b(xk(t− 1))|, k3 = kf + kb|ud(t− 1)|.
由于|δxk(0)| = 0,将式(8)中右端的δuk(t− 1)依

次展开后可得

|δxk(t)| 6
t∑

j=1

k2k
t−j
3 |δuk(j − 1)|,

将上式代入式(7)可得
|δuk+1(t)| 6
|1− γη(t)d(xk(t))||δuk(t)|+ k1|δxk(t)| 6
|1− γη(t)d(xk(t))||δuk(t)|+
k1

t∑
j=1

k2k
t−j
3 |δuk(j − 1)| =

|1− γη(t)d(xk(t))||δuk(t)|+
t−1∑
i=0

K1,i|δuk(i)|, (9)

式中K1,i = k1k2k
t−i−1
3 . 上式中包含随机因子η(t),

考虑到η(t)与uk(t)无关,上式两端取期望可得

E{|δuk+1(t)|} 6 |1− γη̄d(xk(t))|E{|δuk(t)|}+
t−1∑
i=0

K̄1,iE{|δuk(i)|}, (10)

式中

K̄1,i = E{K1,i} =

E{
t−1∑
i=0

kc|γη(t)|(1 + kd|ud(t)|)k2k
t−i−1
3 } =

t−1∑
i=0

kc(|γη̄|+ kd|γη̄||ud(t)|)k2k
t−i−1
3 .

将式(10)从t = 0至t = N逐个展开得

E{|δuk+1(0)|} 6 |1− γη̄d(xk(0))|E{|δuk(0)|},
E{|δuk+1(1)|} 6 |1− γη̄d(xk(1))|E{|δuk(1)|}+

K̄1,0E{|δuk(0)|},
...

E{|δuk+1(N)|}6 |1−γη̄d(xk(N))|E{|δuk(N)|}+
N−1∑
i=1

K̄1,iE{|δuk(i)|}.

上述不等式可写为

Vk+1 6 AkVk, (11)
式中:

Vk =




E {|δuk(0)|}
...

E {|δuk(N)|}


 , Ak =




|1− γη̄d(xk(0))| 0 · · · 0

K̄1,0 |1− γη̄d(xk(1))| · · · ...
...

...
. . . 0

K̄1,0 · · · K̄1,N−1 |1−γη̄d(xk(N))|




.

因此, 根据式(11)可得, 若矩阵Ak的谱半径满足

ρ(Ak) < 1, 则Vk沿迭代轴k渐进收敛. 即当k→∞
时, 对于所有t = 0, · · · , N满足E{uk(t)} → ud(t).
根据假设3, E{uk(t)} → ud(t)意味着E{yk(t)} →
yd(t). 由于Ak为下三角矩阵, 其特征根为 |1 −
γη̄d(xk(0))|, |1−γη̄d(xk(1))|, · · · , |1−γη̄d(xk(N))|,
因此 ρ(Ak) < 1意味着对于所有 t和 k满足 |1 −

γη̄d(xk(t))| < 1. 证毕.

注注注 1 根据定理的证明过程可知,当迭代学习控制算

法选择为uk+1(t) = uk(t) + γek(t + 1)时可得到相同的结

论. 这里虽然仅讨论输出数据yk(t)的丢失情况, 但研究方

法同样适用于控制输入数据uk(t)丢失问题的讨论.

注注注 2 定理1是针对式(2)的一阶P型的ILC算法给出

的, 通过证明过程可以得知, 该分析方法同样适用于PD型
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或PID型的ILC算法, 由于不同算法可调参数的个数不同,

定理中的收敛性条件是不同的.

4 MIMO非非非线线线性性性离离离散散散时时时间间间系系系统统统(MIMO non-
linear discrete-time system)
本节将定理1的研究结果推广至如下形式的

MIMO非线性离散时间系统中:{
xk(t + 1) = f(xk(t)) + B(xk(t))uk(t),
yk(t) = g(xk(t)) + D(xk(t))uk(t),

(12)

式中xk(t) ∈ Rn,uk(t) ∈ Rm,yk(t) ∈ Rr分别为状

态向量、控制输入向量以及输出向量. 对于上述
MIMO非线性系统,本文给出如下假设.

假假假设设设 4 非线性函数f(·) : Rn × [0, N ] → Rn,

g(·) : Rn × [0, N ] → Rr和B(·) : Rn × [0, N ] →
Rn×m, D(·) : Rn × [0, N ] → Rr×m,对于状态向量
x满足Lipschitz条件,即对于所有t ∈ [0, N ]和任意
(x1(t), x2(t)),存在有界常数kF, kB, kG, kD满足

‖f(x1(t))− f(x2(t))‖ 6 kF‖x1(t)− x2(t)‖,
‖B(x1(t))−B(x2(t))‖ 6 kB‖x1(t)− x2(t)‖,
‖g(x1(t))− g(x2(t))‖ 6 kG‖x1(t)− x2(t)‖,
‖D(x1(t))−D(x2(t))‖ 6 kD‖x1(t)− x2(t)‖,
式中‖·‖为欧氏范数.

假假假设设设 5 系统的初始条件满足xk(0) = xd(0),
其中: xk(0)为状态变量在第k次的初始值, xd(0)
为期望状态的初始值.

假假假设设设 6 对于期望的跟踪轨迹yd(t),存在期望
输入ud(t)和期望状态xd(t)满足{

xd(t + 1) = f(xd(t)) + B(xd(t))ud(t),
yd(t) = g(xd(t)) + D(xd(t))ud(t).

对于MIMO非线性系统(12),考虑如下P型迭代
学习控制算法:

uk+1(t) = uk(t) + Γek(t), (13)

式中: Γ为学习增益矩阵, ek(t) = yd(t) − yk(t)为
系统跟踪误差.

假设输出数据yk(t)存在丢失且输出向量的每
一个分量具有相同的丢失特性,则P型迭代学习控
制算法可描述为

uk+1(t) = uk(t) + ΓΘek(t),

式中

Θ =




η1(t) 0
. . .

0 ηr(t)




r×r

,

矩阵Θ的元素 η1(t), η2(t), · · · , ηr(t)与式 (3)中的
η(t)有相同的定义,且满足

P {ηi(t) = 1} = E {ηi(t)} = η̄, i = 1, 2, · · · , r.

在给出收敛性定理以前, 首先做如下标记:
记 ‖·‖∞为无穷范数, 对于向量x定义 ‖x‖∞ =
max

16j6n
|xj |, 其中xj表示向量x的第j 个元素; 对于

n × n矩阵M定义‖M‖∞ = max
16i6n

|
n∑

j=1
mij |, 其中

mij表示矩阵的元素.

定定定理理理 2 对于满足假设4–6的MIMO非线性系
统(12), 采用式(13)的迭代学习控制算法, 当系统
存在输出数据丢失时, 若选择学习增益Γ对于所

有t和k满足

‖I − η̄ΓD(xk(t))‖∞ < 1,

则对于所有t ∈ [0, N ],有 lim
k→∞

E{yk(t)} → yd(t).

定理2的证明过程与定理1相似,这里略去.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
考虑如下非线性系统:




x1,k(t + 1) = sin(x1,k(t)) + 2x2,k(t) sin t,

x2,k(t + 1) = 2x1,k(t) + cos(x2,k(t))+
[1 + 0.8e−t sin(x1,k(t))]uk(t),

yk(t) = 0.2 sin(x1,k(t)) + 0.1x2,k(t) + uk(t).
(14)

该系统源自文献[19],在那里被用于非线性系统前
馈+反馈迭代学习控制算法的有效性验证. 本文
中,假设系统的期望输出为

yd(t) = sin(πt/100), t ∈ [0, 500].

仿真中系统初始条件设置为x1,k(0) = x2,k(0) = 0,
u0(k) = 0. 考虑系统存在两种情况的输出数据丢
失,第1种情况为η̄ = 0.8, 20%的输出数据丢失;第
2种情况为η̄ = 0.6, 40%的输出数据丢失. 本文首
先采用文献 [20]中的自适应控制方法对非线性系
统(14)进行控制,仿真结果如图1和图2所示. 结果
表明由于数据丢失的影响, 自适应控制的跟踪性
能变坏,而且数据丢失越严重, 跟踪性能越差. 然
后, 考虑迭代学习控制的跟踪效果, 选择如下P型
迭代学习控制算法:

uk+1(t) = uk(t) + 0.5ek(t).

注意到非线性系统(14)中d(xk(t)) = 1, 分别验证
两种数据丢失情况下定理 1的收敛条件: 当 η̄ =
0.8, |1− γη̄d(xk(t))| = 0.6 < 1,算法收敛. 仿真结
果如图3和图4所示. 图3给出了不同迭代次数下的
最大跟踪误差,显然,当存在20%的测量输出数据
丢失时系统跟踪误差仍然可以收敛到0. 图4给出
了不同迭代次数下的系统输出, 经过15次迭代以
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后,系统的跟踪性能明显优于图1中自适应控制的
结果.当η̄ = 0.6时, |1− γη̄d(xk(t))| = 0.7 < 1,算
法仍然收敛. 图5和图6给出了此种情况下的仿真
结果.显然,系统跟踪误差仍然可以收敛到0. 需要
说明的是, 与第1种情况的仿真结果相比, 跟踪误
差的收敛速度变慢, 这是由于数据丢失程度增加
造成的结果.

图 1 数据丢失率为20%时自适应控制的跟踪效果
Fig. 1 The tracking performance for adaptive control with

20% data dropout

图 2 数据丢失率为40%时自适应控制的跟踪效果
Fig. 2 The tracking performance for adaptive control with

40% data dropout

图 3 数据丢失率为20%时ILC的最大跟踪误差

Fig. 3 The max tracking error for ILC with 20% data dropout

(a) 第5次迭代的输出

(b) 第15次迭代的输出

(c) 第25次迭代的输出

(d) 第35次迭代的输出

图 4 数据丢失率为20%时不同迭代次数的系统输出
Fig. 4 The system output profiles of different iterations for

20% data dropout
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图 5 数据丢失率为40%时ILC的最大跟踪误差

Fig. 5 The max tracking error for ILC with 40% data dropout

(a) 第5次迭代的输出

(b) 第15次迭代的输出

(c) 第25次迭代的输出

(d) 第35次迭代的输出
图 6 数据丢失率为40%时不同迭代次数的系统输出

Fig. 6 The system output profiles of different iterations for

40% data dropout

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一类非线性系统存在输出测量数

据丢失时迭代学习控制算法的鲁棒收敛性问题.
给出了算法的收敛条件, 理论上证明了算法的收
敛性并通过仿真验证了理论结果.研究结果表明,
当非线性系统存在一定的输出数据丢失时, 迭代
学习控制算法仍然可以保证跟踪误差的收敛性,
但收敛速度随着数据丢失程度的增加将会变慢.
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