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摘要:通过构造广义正定径向无界的Lyapunov函数,研究了一个包含三维Lorenz系统在内的Panchev系统的全局
指数吸引集和正向不变集,得到了三维圆柱估计,并用数值仿真验证了三维圆柱估计式的有效性. 然后利用一个非
线性控制器将得到的全局指数吸引集的结果应用到混沌同步中,研究了该系统的全局指数同步问题.
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Global exponential sets of Panchev system and its application

WEI Zhou-chao†
(School of Mathematics and Physics, China University of Geosciences, Wuhan Hubei 430074, China)

Abstract: Constructing a positive definite and radial unbounded Lyapunov function, we obtain the global exponential
attractive set and the positive invariant set of Panchev system containing a 3-dimensional Lorenz system. On this basis,
we obtain the 3-dimensional cylindrical ultimate bound which is validated numerically. Finally, the global exponential
attractive set obtained from a nonlinear controller is applied to the synchronization of a chaotic system, and its global
exponential synchronization problem is investigated.
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1 引引引言言言(Introduction)
混沌作为一种非常有趣的非线性现象自20世纪

以来被广泛研究. 1963年,美国麻省理工学院著名的
气象学家Lorenz在研究长期天气预报问题时发现了
混沌现象,其著名论文《决定论非周期流》(“Deter-
ministic nonperiodic flow”)中讨论了天气预报的困
难和大气湍流现象[1], 并发现了第一个混沌吸引
子—–Lorenz吸引子,给出了混沌解的第一个例子,这
一发现成为混沌研究的里程碑. 混沌已在许多领域
中获得了巨大而深远的影响,并且许多新的自治混
沌系统也相继被提出[2–8]. 特别是最近10多年来,混
沌控制和同步得到广泛而深入的研究[9–13].

2002年, C̆elikovský和Chen意识到存在着一大类
一般的混沌系统--广义Lorenz系统族(GLCF)[14]:

ż=




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 z+(1,−1, 0)z




0 0 −1
0 0 −1
0 τ 0


 z,

(1)

其中: z = [z1 z2 z3]T,且λ1 > 0, λ2, λ3 < 0.

在GLCF中, Lorenz系统满足0 < τ < +∞; Lü系
统满足τ = 0; Chen系统满足−1 < τ < 0. 这也意味
着Lorenz系统、Lü系统以及Chen系统在拓扑上是彼
此不等价的. 2006年,杨启贵和陈关荣在文献 [15]中
根据广义Lorenz系统族参数形式又提出了一种新的
分类准则—–统一的Lorenz型系统(ULTS). 最近, 杨
启贵等人在统一的Lorenz型系统的基础上, 提出了
一个修改广义Lorenz型系统(MGLTS), 包括了修改
广义Lorenz系统和修改共轭Lorenz型系统[16].

如果可以证明一个混沌系统有界,那么可以断定
在最终有界集之外不会存在系统其他的平衡位置、

周期解、概周期解、游荡回复解和其他任何吸引子.
1987年, 俄罗斯学者Leonov首次得到Lorenz系统有
界性的估计式[17],但证明过程较为复杂. 2005年,廖
晓昕在文献 [18]中简化了Leonov的证明, 提出了全
局指数吸引集的概念, 并给出了Lorenz系统族全局
指数吸引估计式,囊括了前人已有的结果.

2007年, Panchev等人在文献[19]中研究了一个将
Lorenz系统作为其特例的混沌系统,称其为Panchev
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系统: 



ẋ = a(y − x)− wyz,

ẏ = cx− y −mxz,

ż = −bz + xy,

(2)

其经典参数为(a, b, c, w, m) = (10, 8/3, 30, 0.01, 1).
当初值(x(0), y(0), z(0)) = (0.5, 0.06,−0.49)时, 系
统(2)存在典型的混沌吸引子(参看图1). 详细的动力
学行为可见文献[19]. 舒永录等人在文献[20]中针对
一定的参数条件下对系统(2)的三维椭球估计进行
了一定的研究,但是这个系统的界的估计仍然值得
进一步深入、系统地研究.

图 1 当(a, b, c, w, m) = (10,
8

3
, 30, 0.01, 1),初值

(x(0), y(0), z(0)) = (0.5, 0.06,−0.49)时,
系统(2)存在典型的混沌吸引子

Fig. 1 Typical chaotic attractor of the system (2) for

(a, b, c, w, m) = (10,
8

3
, 30, 0.01, 1) and initial

value (x(0), y(0), z(0)) = (0.5, 0.06,−0.49)

本文将通过广义正定径向无界的Lyapunov函数,
研究系统(2)局指数吸引集和正向不变集及其三维
圆柱估计,并利用研究结果到解决系统(2)的混沌同
步问题.

2 全全全局局局指指指数数数吸吸吸引引引集集集和和和正正正向向向不不不变变变集集集(Globally
exponentially attractive set and positive in-
variant set)
考虑一个实多项式系统：

dX

dt
= F (x), t ∈ R. (3)

记X = (x, y, z) ∈ R3为系统(3)的状态变量和X(t)
= X(t, t0, X0)为系统(3)的解.

下面引用文献 [18]中关于全局指数吸引集和正
向不变集的定义.

定定定义义义 1 对于系统(3),若存在一个正定、径向无
界李雅普函数V (X)和常数Lλ > 0, 对Vλ(X0) > Lλ,
且Vλ(X(t)) > Lλ, 有 lim

t→∞
Vλ(X(t)) = Lλ, 则称

Ωλ = {X|Vλ(X(t)) 6 Lλ}为系统(l)的一个全
局吸引集. 若对∀X0 ∈ Ωλ, 当∀t > t0时恒有

X(t, t0, X0) ∈ Ωλ,则称Ωλ为正向不变集.

定定定义义义 2 对于系统(3),若存在一个正定、径向无
界李雅普函数V (X),以及常数Lλ > 0, rλ > 0,若对

∀X0 ∈ R3, 当Vλ(X0) > Lλ, 且Vλ(X(t)) > Lλ时,
存在指数估计式

Vλ(X(t))− Lλ > (Vλ(X0)− Lλ)e−rλ(t−t0),

则称Ωλ = {X|Vλ(Xt) > Lλ}为系统(3)的一个全局
指数吸引集.

定定定理理理 1 若a > 0, b > 0, c > 0,m > 0, w > 0,
系统(2)的轨道包含在三维柱体

P1 = {(x, y, z)|x2 + w(z − a

w
)2 > ab2

4w(b− a)
,

y2 6 ab2

16w3(b−a)
[(2a+

√
a

b−a
)m+2cw]2,

b > 2a}, (4)

或

P2 = {(x, y, z)|x2 + w(z − a

w
)2 > a2

w
,

y2 6 a2

w
(c +

2am

w
)2, 0 < b 6 2a} (5)

之中,且Pi(i = 1, 2)是系统(2)的全局指数吸引集和
正向不变集.

证证证 当w>0时,定义一个广义正定、径向无界的
Lyapunov函数

V (X) = x2 + w(z − a

w
)2, (6)

由于V (X) = 0当且仅当x = 0, y ∈ R, z =
a

w
, 所

以V (X)不满足正定要求, 也不能来研究系统(2)的
任何一个平衡位置的Lyapunov稳定性. 证毕.

沿着式(2)的正半轨线,计算V (X)的导数:

dV (X)
dt

= 2xẋ + 2w(z − a

w
)ż =

−2ax2 + 2abz − 2bwz2 =

−2aV (X) + f(z), (7)

其中

f(z) =
2a3

w
+ 2a(b− 2a)z + 2(a− b)wz2. (8)

当b > a > 0时,

sup
z∈R

f(z) = f(z)|
z=

a(2a−b)
2(a−b)w

=
a2b2

2(b− a)w
= L, (9)

且

dV (X)
dt

6 −2aV (X) + L. (10)

若x2 +w(z− a

w
)2 >

L

2a
,根据微分方程比较定理,有

V (X(t)) > V (X0)e−2a(t−t0) +
L

2a
(1− e−2a(t−t0)).

从而当

V (X(t)) >
L

2a
, V (X(t0)) >

L

2a
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时,有全局指数估计式:

V (X(t))− L

2a
> (V (X0)− L

2a
)e−2a(t−t0). (11)

当z 6= a(2a− b)
2(a− b)w

时,
dV (X)

dt
|(2)在x2+w(z− a

w
)2

=
L

2a
上为负数. 因此,系统(2)的任何轨道X(t)将进

入x2 + w(z − a

w
)2 <

L

2a
. 当z =

a(2a− b)
2(a− b)w

时, 可

以找到某个x使得
dV (X)

dt
|(2) = 0. 由连续开拓定理,

可得到系统(2)的任何轨道X(t)也是从外部进入x2+

w(z− a

w
)2 <

L

2a
,且取上极限得 lim

t→∞
V (X(t))6 L

2a
,

因此,柱体x2 +w(z− a

w
)2 6 L

2a
是系统(2)关于状态

变量x, z的全局指数吸引集.

利用常数变易法,

y(t) =

y0e−(t−t0) +
w t

t0
e−(t−s)x(s)(c−mz(s))ds 6

e−t
w t

t0
es

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]ds +

y0e−(t−t0) =

{y0 −
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]}e−(t−t0) +

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]. (12)

所以当y0 >

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]时,

y(t)−
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)] 6

{y0 −
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]}e−(t−t0), (13)

也即

y(t) >

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]且t→∞时,

y(t)指数收敛于

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]. 另外,

y(t) > −e−t
w t

t0
es

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]ds +

y0e−(t−t0) =

{y0 +

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]}e−(t−t0) −

√
L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]. (14)

同理可证

y(t) < −
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]且t →∞时,

y(t)指数收敛于−
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]. 因此,

|y(t)| <
√

L

2a
[c + m(

a

w
+

√
L

2aw
)]

是系统(2)关于状态变量y的全局指数吸引集.

综上所得,

P1 =

{(x, y, z)|x2 + w(z − a

w
)2 6 ab2

4w(b− a)
,

y2 6 ab2

16w3(b− a)
[(2a +

√
a

b− a
)m + 2cw]2,

b > 2a}
是系统(2)的全局指数吸引集和正向不变集.

现在考虑0 < b 6 2a的情况.

再次利用Lyapunov函数V (X)=x2+w(z− a

w
)2,

有

dV (X)
dt

|(2) = −2ax2 + 2abz − 2bwz2 6

−bV (X) +
a2b

w
. (15)

对于x2 + w(z − a

w
)2 >

a2

w
时,

V (X(t))− a2

w
6 (V (X0)− a2

w
)e−b(t−t0), (16)

从而可以得到柱体x2+w(z− a

w
)2 6 a2

w
是系统(2)关

于状态变量x, z的全局指数吸引集. 同理可以求得

y2 6 (
a2

w
)(c +

2am

w
)2是系统(2)关于状态变量y的全

局指数吸引集. 综上所得,

P2 = {(x, y, z)|x2 + w(z − a

w
)2 6 a2

w
,

y2 6 a2

w
(c +

2am

w
)2, 0 < b 6 2a}

是系统(2)的全局指数吸引集和正向不变集.

类似上面的思路可以得到如下定理：

定定定理理理 2 若a > 0, b > 0, c > 0,m > 0, w > 0,
系统(2)的轨道包含在三维柱体

Q1 ={(x, y, z)|y2+m(z− c

m
)2 6 b2c2

4m(b−1)
,

x2 6 b2c2

4a2m(b− 1)
[
wc

m
(1 +

b

2
√

b− 1
) + a]2,

b > 2}, (17)

或

Q2 = {(x, y, z)|y2 + m(z − c

m
)2 6 c2

m
,

x2 6 c2

w
(1 +

2cw

ma
)2, 0 < b 6 2} (18)
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之中,且Qi(i = 1, 2)是系统(2)的全局指数吸引集和
正向不变集.

选择参数

(a, b, c, w, m) = (10,
8
3
, 30, 0.01, 1),

由于b > 2, 根据定理2, 系统(2)有如下的圆柱估计
式:

Q1 = {(x, y, z)|y2 + (z − 30)2 6 8
√

15,

|x| 6 6
√

30}. (19)

图2显示了定理2的三维圆柱估计式对系统(2)的混
沌吸引子的有效性.

图 2 当(a, b, c, w, m) = (10,
8

3
, 30, 0.01, 1),初值

(x(0), y(0), z(0)) = (0.5, 0.06,−0.49)时,系
统(2)的混沌吸引子界的估计

Fig. 2 Estimating the ultimate bound for the system (2) for

(a, b, c, w, m) = (10,
8

3
, 30, 0.01, 1) and initial

value (x(0), y(0), z(0)) = (0.5, 0.06,−0.49)

注注注 1 定理1和定理2中所得的三维柱体Pi和Qi(i =

1, 2)与文献[20]中Theorem 1所得三维椭球体结果在一定

程度上保持一致性(取Theorem 1中的参数λ = 1, µ = 0或

者λ = 0, µ = 1). 然而,定理1和定理2得到的三维柱体对参

数的要求改进了文献[20]中Theorem 1对于参数的限制,即

三维圆柱估计式实用性更强.

3 全全全局局局指指指数数数同同同步步步(Globally exponential syn-
chronization)
定定定义义义 3 对于两个非线性混沌系统:

Ẋ = f(t,X), (20)

Ẏ = g(t,X) + u(X, Y ), (21)

其中: X, Y ∈ Rn, F是n维非线性函数; u是控制向

量. 假设式(19)是驱动系统,式(20)是响应系统.如果
有

lim
t→∞

‖Y (t)−X(t)‖ = 0,

即驱动系统和响应系统是同步的.

现在设系统(2)是驱动系统,响应系统如下:



ẋ1 = a(y1 − x1)− wy1z1 + u1,

ẏ1 = cx1 − y1 −mx1z1 + u2,

ż1 = −bz1 + x1y1 + u3,

(22)

其中ui(i = 1, 2, 3)为设计的控制函数. 定义误差向
量ex = x1 − x, ey = y1 − y, ez = z1 − z,则误差系
统为




ėx =a(ey−ex)−w(z1ey+y1ez−eyez)+u1,

ėy =cex−ey+m(−z1ex−x1ez+exez)+u2,

ėz =−bez+y1ex+x1ey−exey+u3.

(23)

若存在(u1, u2, u3)T使得系统(22)的原点是指数稳定
的, 则系统(2)与系统(21)之间达到了全局指数同步,
即 lim

t→∞
‖e(t)‖ = 0.由定理1和定理2知:存在正数M2

和t0,使得当t > t0时, |y(t)| 6 M2.

定定定义义义 4 如果存在正常数α > 0, 对于∀t > t0,
有V (t) 6 V (t0)e−α(t−t0),则系统(22)的原点是指数
稳定的.

定定定理理理 3 当u1 = −aey + wz2ey −weyez, u2 =
−cex + mz2ex−mexez, u3 = −kez + exey时,其中

k > max(− a

m
− b,−(m− w)2M 2

2

4am
− b),

误差系统(22)的原点是指数稳定的, 并且驱动系统
(2)和响应系统(21)达到全局指数同步.

证证证 取Lyapunov函数

V =
1
2
(e2

x + e2
y + e2

z),

沿着系统(22)的轨线对时间求导可得
dV (X)

dt
= exėx + eyėy + eyėy =

−ae2
x + (m− w)exezy2 − e2

y −m(b + k)e2
z =

−ETPE, (24)

其中:

E = [ |e1| |e2| |e3| ]T,

P =




−a 0
1
2
(m− w)y2

0 − 1 0
1
2
(m− w)y2 0 −m(b + k)


 ,

经过简单计算可知当

k > max(− a

m
− b,−(m− w)2M 2

2

4am
− b)

时, 矩阵P为正定矩阵和V̇ < 0. 故V̇ 6−λmin(P )V ,
从而当t> t0时, V (X(t))6V (X(t0))e−λmin(P )(t−t0).
这就说明误差系统(22)的原点是渐进稳定的, 从而
驱动系统(2)和响应系统(21)达到全局指数同步.
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4 结结结论论论(Conclusions)
本文利用广义正定径向无界的Lyapunov函数理

论研究了一个包含经典Lorenz方程的Panchev系统
的有界性,得到了对于系统参数全为正时的4种不同
情况下的全局指数吸引集和响应的三维圆柱估计.
此外, 通过设计一个非线性控制器, 将Panchev系统
的界有效地运用到全局指数同步之中.

参参参考考考文文文献献献(References):

[1] LORENZ E N. Deterministic nonperiodic flow [J]. Journal of the At-
mospheric Sciences, 1963, 20(2): 130 – 141.

[2] CHEN G R, UETA T. Yet another chaotic attractor [J]. International
Journal of Bifurcation and Chaos, 1999, 9(7): 1465 – 1466.
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