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摘要:对飞行管理系统的纵向剖面轨迹优化功能进行了研究.以固定距离最省油为优化指标,用能量法动态地
建立了3阶段轨迹优化模型. 区别于固定推力只对速度寻优的传统的模型求解方法, 把发动机推力和速度同时作
为寻优变量,并结合无人飞行器飞行的物理过程,将3阶段轨迹优化模型进一步变换成非线性规划问题,利用再开
始FR(Fletcher-Revees)共轭梯度法进行求解. 最后以某型无人飞行器为例进行仿真验证,结果表明将发动机推力设
为变量比推力固定求得的纵向剖面最优轨迹更省油,对节省燃油降低经济成本有一定的实用参考价值.
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Optimization of vertical profile trajectory for unmanned aerial vehicle

CHEN Xiao†, WANG Xin-min, ZHOU Jian
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Abstract: In optimizing the vertical profile trajectory by energy method, we choose the fuel-efficient performance
index for a given distance as the cost function and build a three-stage trajectory-optimization model. Being different from
traditional methods that optimize the speed, while keeping the engine thrust in constant, this method optimizes both the
engine thrust and the speed simultaneously. The three-stage trajectory-optimization model combined with the real flight
process of the unmanned aerial vehicle is transformed into a nonlinear programming problem to be solved by using the
restart FR (Fletcher-Revees) conjugate gradient method. Simulations have been carried out on the unmanned aerial vehicle
model. Results show that vertical profile optimal trajectory obtained by the proposed algorithm saves more fuel than that
obtained by keeping the engine thrust in constant. The superiority in fuel-saving and cost-reduction is significant.

Key words: unmanned aerial vehicle (UAV); energy method; trajectory optimization; nonlinear programming; restart
FR conjugate gradient method

1 引引引言言言(Introduction)
飞行管理系统在各类飞机上的应用越来越广泛,

纵向剖面轨迹优化是飞行管理系统的一项核心技

术[1],它为飞行控制系统提供垂直制导指令,并且可
以节省燃油消耗、降低经济成本, 因此开展纵向剖
面轨迹优化的研究十分重要.

无人飞行器纵向剖面轨迹优化,即优化无人飞行
器的纵向剖面参数,如速度、高度和推力设置等,这
些连续的最优飞行状态, 构成了无人飞行器的最优
飞行轨迹. 纵向飞行轨迹的优化研究[2]已有几十年

的历史了,国内外出现了很多优化方法,研究内容上
也从点优化、段优化发展到全剖面优化. 全剖面的
优化研究始于上世纪70年代,近来该项研究在航空
航天领域仍是一个热点课题[3–4].

能量法[5–8]是全剖面优化方法中的一个有效且

实用的方法,不仅可以简化无人飞行器质点方程,还
可以动态地优化整个纵向飞行剖面, 即利用该方法
建立的3阶段优化模型之间是相互关联、不可分割
的. 目前文献在求解这3阶段优化模型时,均采用固
定推力方式并只对速度寻优[2, 9–11],尚无人考虑将油
门推力和速度变量同时进行优化. 若性能指标中含
有节油这一项,将油门推力固定,得出的最优飞行轨
迹其实并不是最省油的.

针对以上情况, 选取固定距离最省油为优化指
标,区别于文献 [2, 4],提出将油门推力设为变量,并
结合无人飞行器的物理特性, 将能量法建立的优
化模型进一步转换成非线性规划问题, 由于转化
后的目标函数是非二次的, 采用再开始FR(Fletcher-
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Revees)共轭梯度法进行求解.

2 基基基于于于能能能量量量法法法的的的轨轨轨迹迹迹优优优化化化模模模型型型(Trajectory
optimization model based on energy method)

2.1 性性性能能能指指指标标标函函函数数数(Performance index function)
要求按预先给定的距离优化整个纵向飞行剖面,

因此选取性能指标为固定距离最省油,具体定义为

J =
w tf

0
ḟdt, (1)

其中: tf为终端时间, ḟ为单位时间的燃油消耗率.

ḟ = −dm

dt
, (2)

其中m为无人飞行器质量.

2.2 基基基于于于能能能量量量法法法的的的轨轨轨迹迹迹优优优化化化模模模型型型(Trajectory opti-
mization model based on energy method)

2.2.1 无无无人人人飞飞飞行行行器器器质质质点点点模模模型型型的的的简简简化化化(Simplification
of UAV particle model)

用能量法优化飞行轨迹时,对于固定距离下最省
油的优化问题,其飞行轨迹一般具有爬升–巡航–下
滑3段[12–14], 且无人飞行器的能量在爬升段单调增
加、巡航段保持常值,下滑段单调减少.

定义单位重量的总能量E为

E = H +
V 2

2g
, (3)

其中: H为飞行高度, V为无人飞行器相对地面的飞

行速度,无风时即为相对空气速度, g为重力加速度.

欧美坐标系中无人飞行器纵向剖面质点方程[15]

如下：



m
dV

dt
=T cos(α+ϕ)−D−mg sin γ,

mV
dγ

dt
=T sin(α+ϕ)+L−mg cos γ,

dx

dt
= V cos γ,

dz

dt
= −V sin γ,

dm

dt
= −ḟ ,

(4)

式中: T为发动机推力, D为阻力, L为升力, α为迎

角, ϕ为发动机安装角, γ为航迹倾斜角, x, z为地面

坐标系中无人飞行器质心的纵向和法向坐标, 且
H = −z.

假设发动机安装角为0,且飞行过程中航迹倾斜

角变化不大则
dγ

dt
= 0,式(3)和式(4)联立得到无人飞

行器能量状态方程:



dE

dt
=

V (T cos α−D)
mg

,

dx

dt
= V cos γ.

(5)

进一步简化无人飞行器质点方程,减少状态变量
个数,由式(5)得

dx

dE
=

mgV cos γ

V (T cos α−D)
. (6)

2.2.2 能能能量量量轨轨轨迹迹迹优优优化化化模模模型型型的的的建建建立立立(Establishment
of energy trajectory optimization model)

将能量代替时间作为新的积分变量, 将式(5)代
入性能指标函数式(1)中,得

J =
w Ef

E0

mgḟ

V (T cos α−D)
dE, (7)

其中: E0, Ef分别表示爬升开始和下滑终止时的能

量. 此时末端能量Ef由终端速度和终端高度决定.

根据无人飞行器纵向剖面飞行轨迹的3段式结
构,式(6)和式(7)可以分别变换为与能量变量相关的
状态方程式(8)和性能指标函数式(9).

状态方程:
dx

dE
=

d(xup + xdn)
dE

=

Vup cos γ

Ė
|Ė>0 +

Vdn cos γ

|Ė| |Ė<0, (8)

式中: xup, xdn, Vup, Vdn为无人飞行器爬升、下降时

的前向飞行距离和飞行速度.

性能指标函数:

J = λdc +
w Ec

E0

(
ḟ

Ė
)dE|Ė>0+

w Ec

Ef

(
ḟ

Ė
)dE|Ė<0,

(9)

式中: E0, Ec, Ef为无人飞行器爬升初始能量、巡航

段初始能量和下滑段末端能量, λ为巡航段单位距离

耗油成本, dc为巡航距离.

这样最初的固定距离最省油问题,经过变换得到
式(8)和式(9)组成的最优控制问题,根据最优控制理
论中的变分法和极小值原理推导出三段结构的飞行

轨迹优化模型,如下:

巡航段:

λ = min
Vc,T

ḟ

Vc

. (10)

爬升段:

Iup = min
Vup,T

[
ḟ − λ1Vup cos γ

Ė
]|Ė>0. (11)

下滑段:

Idn = min
Vdn,T

[
ḟ − λ2Vdn cos γ

|Ė| ] |Ė<0,

(12)

其中λ1, λ2表示巡航段开始和结束时无人飞行器质

量所对应的最优巡航成本, 因此模型求解时首先对
巡航段的优化模型进行解算.
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3 非非非线线线性性性规规规划划划问问问题题题(Nonlinear programming
problem)
将优化模型式(10)–(12)分别变换成有约束连续

非线性规划问题,如下:



min
X∈M

f(X),

s.t. gi(X) 6 0, i = 1, · · · , p,

hj(X) = 0, j = 1, · · · , q.

(13)

可行域M满足下式:

M = {X = (V, T ) ∈ R2| gi(X) 6 0,

i = 1, · · · , p, hj(X) = 0, j = 1, · · · , q}.
结合无人飞行器的物理特性,分析了3阶段非线

性规划问题的确立过程.

1) 巡航段. 燃油消耗率ḟ与发动机的耗油率有

关,根据提供的离散数据,采用最小二乘多项式曲面
拟合成巡航速度Vc和推力T的函数. 因此巡航段的
目标函数可以表示如下:

λ(Vc, T ) =
ḟ

Vc

=

n∑
i=0

m∑
j=0

aijV
i
c T j

Vc

, (14)

约束条件:

T − 1
2
CDρV 2

c S = 0,

1
2
CLρV 2

c S −mg = 0,

0 < Vmin 6 Vc 6 Vmax,

0 < Tmin 6 T 6 Tmax,

式中: CD, CL, ρ, S分别表示阻力系数、升力系数、大
气密度和机翼参考面积.升力系数和阻力系数通过
升阻比曲线联系在一起. 巡航速度Vc须在无人飞行

器的飞行包线内.推力T在其限制区间内,其中最大
推力Tmax是发动机处于最大许用转速工作状态下对

应的推力, 最小推力Tmin是由发动机的最小折合转

速npmin所对应推力.

npmin = 22650×
√

288.15
Ct1

/29500,

Ct1 = Ce(1 +
1.4− 1

2
×Ma2),

其中: Ct1为发动机进气口总温, Ce为环境温度, Ma

为无人飞行器的飞行马赫数.

2) 爬升段. 假设无人飞行器在爬升时不做大机
动飞行, 迎角α比较小, cos α ≈ 1, 因此模型(11)中
的能量变化率Ė, 可以表示成变量V和T的函数, 见
式(5),其中阻力D = CDρV 2

c S/2. 参照文献 [14],爬
升时的航迹角可以表示成

γ = arcsin
∆T

mg
,

其中: ∆T = Ta − TR为爬升时的剩余推力, Ta为发

动机可用推力, TR为无人飞行器平飞时的需用推力.

所以爬升段的目标函数可以表示如下:

Iup(Vup, T ) =
mg[ḟ − λ1Vup cos γ]

Vup(T −D)
=

mg[
n∑

i=0

m∑
j=0

aijV
i
upT

j − λ1Vup cos(arcsin(
∆T

mg
))]

Vup(T − CDρV 2
upS/2)

.

(15)

约束条件:

0 < Vmin up 6 Vup 6 Vmax up,

0 < Tmin 6 T 6 Tmax,

式中λ1为常值, ∆T由发动机的特性曲线和巡航段

得到的平飞需用推力曲线可以计算得出. 爬升速
度Vup的约束区间需要保证在该区间内爬升时的剩

余推力为正, 这样无人飞行器可以一直不掉高度地
向上爬升. 推力T的限制区间与巡航段相同.

3) 下滑段. 无人飞行器下滑时的假设与爬升时
相同,得到的能量变化率Ė与爬升时相差一个负号.
航迹角

γ = arcsin
∆T

mg
= arcsin

Ta − TR

mg
,

其中∆T为下滑时的剩余推力.

所以下滑段的目标函数可以表示如下:

Idn(Vdn, T ) =
mg[ḟ − λ2Vdn cos γ]

Vdn(D − T )
=

mg[
n∑

i=0

m∑
j=0

aijV
i
dnT

j−λ2Vdn cos(arcsin
∆T

mg
)]

Vdn(CDρV 2
dnS/2− T )

.

(16)

约束条件:

0 < Vmin dn 6 Vdn 6 Vmax dn,

0 < Tmin 6 T 6 Tmax.

式中λ2为常值,下滑速度Vdn的约束区间,需要保
证在该区间内下滑时的剩余推力为负,这样无人飞
行器可以一直向下飞行.

4 再再再开开开始始始FR共共共轭轭轭梯梯梯度度度法法法(Restart FR conju-
gate gradient method)
利用广义乘子法将有约束非线性规划问题转化

为无约束非线性规划. 由于FR共轭梯度法求解无约
束非线性规划的非二次函数时,在n轮迭代后,一般
不能得到目标函数的驻点,因此采用再开始FR共轭
梯度法进行求解.

再开始FR共轭梯度法的计算步骤如下：

Step 1 选取初始点X0,给定终止误差ε > 0.
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Step 2 计算∇f(X0), 若‖∇f(X0)‖ 6 ε, 停止
迭代,输出X0;否则,进行Step 3.

Step 3 取X0 = −∇f(X0),令k := 0.

Step 4 进行一维搜索求tk,使得

f(Xk + tkp
k) = min

t>0
f(Xk + tpk),

令Xk+1 = Xk + tkp
k.

Step 5 计算∇f(Xk+1),若‖∇f(Xk+1)‖6ε,停
止迭代,输出Xk+1;否则进行Step 6.

Step 6 若k + 1 = n,令X0 := Xn,转Step 3;否
则进行Step 7.

Step 7 用F–R公式取

pk+1 = −∇f(Xk+1) + λkp
k,

其中

λk =
‖∇f(Xk+1)‖2

‖∇f(Xk)‖2
.

令k := k + 1,转Step 4.

说说说明明明 Step 4中求步长tk时,进行精确一维搜索需要的

计算量比较大,从整体观点来看对加速{Xk}的收敛作用不
大,因此采用非精确一维搜索Armijo方法. Armijo方法只要

求得到满足某些较宽规则的点,从而使计算量大大减少.

再开始FR共轭梯度法在迭代过程中包含有最速
下降法的迭代步骤, 因此在较弱的条件下仍然具有
总体收敛性, 并且至少有线性收敛速度. 线性搜索
运算保证了迭代产生的点列的目标函数是单调下降

的,经过线性迭代后,一定能得到目标函数的极小值
点.

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
仿真条件:飞行距离为400 km, 爬升初始高度为

1 km,初始速度为0.5 Ma,下降终端高度为1 km,终端
速度为0.5 Ma,巡航高度范围为6∼10 km,巡航Ma范
围为0.5∼0.7 Ma, 无人飞行器的满油质量为950 kg,
空油质量为600 kg.

实验是在IBM计算机(奔腾4, CPU 3.00 GHz, 内
存2 G)上进行的,编程环境是MATLAB 7.0.

5.1 速速速度度度和和和发发发动动动机机机推推推力力力的的的变变变化化化范范范围围围(Velocity and
engine thrust range)

1) 速度的变化范围.

巡航Ma数范围在仿真条件中已经给定, 爬升和
下滑的速度限制需要在轨迹优化仿真前确定.

根据非线性规划变换一节中速度的约束条件可

知,选用的速度区间需使爬升时的剩余推力为正,下
滑时的剩余推力为负,否则会出现爬升时航迹角为
负,下滑时航迹角为正的情况,这在飞行过程中是不
允许的. 剩余推力曲线如图1.

(a) 爬升剩余推力随Ma数的变化曲线

(b) 下滑剩余推力随Ma数的变化曲线

图 1 不同高度下剩余推力随Ma数的变化曲线
Fig. 1 Residual thrust curve with the Ma number at

different height

分析图1: 爬升时Ma数范围在[0.45, 0.65]之间可
以保证剩余推力为正;下滑时Ma数范围在[0.45, 0.7]
之间,可以保证剩余推力为负.

2) 推力的变化范围.

根据非线性规划变换一节中发动机推力的约束

条件可知, 某型无人飞行器上的涡喷发动机最大和
最小可用推力曲线如图2. 由图2可知,发动机的最大
和最小可用推力均随着高度的增加而不断减小. 不
同的高度下,发动机的可用推力范围也不一样.

(a) 发动机最大可用推力曲线
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(b) 发动机最小可用推力曲线

图 2 不同高度下发动机可用推力随Ma数的变化曲线
Fig. 2 Engine available thrust curve with the Ma number

at different height

5.2 最最最优优优轨轨轨迹迹迹(Optimal trajectory)
无人飞行器从起始点爬升,飞行一段时间到达终

点,纵向剖面轨迹仿真结果如图3. 分析图3知: Fibo-
nacci法和再开始FR法,这两种方法得到的最优Ma数
在爬升阶段均随着时间和高度的增加而不断增加;
下滑时随着时间的增加和高度的降低而不断减小.
爬升时Fibonacci法所用的约束推力比再开始FR法
大,故爬升时间比较短,而爬升刚开始时消耗的燃油
就自然比较多. 图3(d)中的曲线表示无人飞行器从
开始爬升到当前时刻消耗的燃油总量的变化情况.

(a) 最优Ma数变化曲线

(b) 最优高度变化曲线

(c) 最优发动机推力变化曲线

(d) 燃油消耗变化曲线

图 3 纵向剖面最优轨迹仿真结果
Fig. 3 The simulation results of vertical profile

optimal trajectory

Fibonacci法[2, 4]应用在纵向剖面优化中求解式

(10)–(12)时,一般采取固定约束推力的方式: 爬升段
使用最大推力、下滑段使用最小推力.

另外通过观察图3中的最优Ma数和最优高度变
化曲线,可以看出轨迹并没有发散,而是趋于收敛.

表1为优化算法的比较. 通过对比可以看出,本文
算法(推力自由的再开始FR法)求得的最优巡航速
度为0.5779 Ma,比文献[2,4]采用的推力固定的Fibo-
nacci法少0.0064 Ma;最优巡航高度都是10 km. 两种
算法的飞行时间相差不大,本文算法比Fibonacci法
快15 s. 从耗油的多少来看, 再开始FR法消耗的燃
油比较少, 优于 Fibonacci法, 燃油节省了: (140.9 −
135.7)/140.9 = 3.69%, 但在计算时间上却稍大于
Fibonacci法. 这是由于再开始FR法的寻优变量比
Fibonacci法多了一个, 因此计算时间复杂度相对来
说大些,不过随着计算机硬件的发展,两种方法计算
时间之间的差别会越来越小.

最优速度和最优高度不是衡量本文算法与

Fibonacci法好坏的标准, 衡量这两种算法优劣的标
准是燃油消耗量、飞行时间和计算时间. 本文算法
在省油和飞行时间方面结果都比较占优, 计算时间
上稍差于Fibonacci法.
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表 1 优化算法的比较
Table 1 Comparison between optimization algorithms

优化算法 耗油 / kg 飞行时间 / s 最优高度 / km 最优速度 / Ma 计算时间 / s

推力固定的Fibonacci法(文献[2, 4]) 140. 9 2925 10 0. 5843 2. 12
推力自由的再开始FR法(本文算法) 135. 7 2910 10 0. 5779 2. 65

6 结结结论论论(Conclusions)
本文将发动机推力和速度均看作变量,结合无

人飞行器飞行的物理过程,将能量法建立的巡航、
爬升和下滑3阶段轨迹优化模型进一步变换成非
线性规划问题,用再开始FR共轭梯度法进行求解.
根据仿真结果得出:

1) 对固定距离最省油这一优化指标,模型求解
时, 让发动机推力自由变化比将其固定得出的纵
向剖面最优轨迹更省油,飞行时间更短.

2) 再开始FR法便于数值求解, 计算量不大且
计算时间短,便于在机载计算机上实现.

3) 再开始FR共轭梯度法与Fibonacci法比较,
省油、飞行时间短,但计算时间稍微长点.

文中目前研究的性能指标是固定距离最省油,
然而飞机的节约成本指标需要考虑时间成本和燃

油消耗之间的平衡, 接下来笔者会进一步研究这
方面的工作.
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