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摘要:针对以往SIRS(易感–感染–免疫–易感)模型中没有考虑到感染率取值范围的情况,提出了一种带有非线性
感染率的SIRS改进模型,从理论上限制了感染率的取值范围;利用平均场理论分析得到了病毒在均匀网络和无标
度网络中的传播阈值及阈值条件;利用李雅普诺夫稳定性理论分析了系统在平衡点处的稳定性并得到了病毒传播
过程不仅受到网络拓扑结构的影响还与感染概率,免疫概率有密切关系.
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Modeling and stability analysis for SIRS model with
nonlinear infection rate

CAO Yu†, JING Yuan-wei
(College of Information Science and Engineering, Northeastern University, Shenyang Liaoning 110819, China)

Abstract: To improve the existing SIRS (susceptible-infected-recovered-susceptible) model in which the infection rate
is not considered, we propose an improved model by taking into account additionally the probability of infection range.
The threshold and threshold conditions are derived based on the main-field theory on uniform networks and scale-free
networks. We analyze the stability of the system near the equilibrium point by using Lyapunov stability theory and obtain
the conclusion that the virus transmission process is not only related to the topology of networks but also on the infection
probability and the immunity probability.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着科学的发展,人们对复杂网络的研究也逐渐

深入,与复杂网络相关的研究[1–2]也越来越受到学者

们的青睐. 发生在复杂网络中的动力学传播行为成
为了当前复杂网络研究中的一个热点问题.对传播
动力学的研究一般借助于流行病学的方法, 假定网
络中的个体处于状态: S(susceptible)易感状态、I(in-
fected)感染状态、R(recovered)免疫状态, 然后根据
病毒传播机理建立微分方程, 再通过Lyapunov稳定
性分析方法研究病毒传播的阈值与网络拓扑结构对

病毒传播的影响[3–4].

目前得到广泛研究的模型有SIS、SIR、SIRS模型
等,在这些模型中大多忽略了得病概率不能大于1的
情况[5–6],本文针对此问题提出了一种带有非线性感
染率的SIRS模型,从理论上限制了得病概率的取值
范围,并通过平均场理论,以及李雅普诺夫稳定性理
论进行了分析得到了一些有意义的结论.

2 带带带有有有非非非线线线性性性感感感染染染率率率的的的SIRS模模模型型型的的的建建建立立立
(Build of a SIRS model with nonlinear inci-
dence rate)
疾病的传播能力、个人的抵抗力以及周围病人

的数量会直接影响健康个体得病的概率.随着疾病
的传播,健康个体周围的被感染者数量也在不断变
化,在以往的研究中很多学者认为随着时间的推移
感染概率是呈线性递增的. 但是实际上健康个体的
得病概率并不是简单的线性增长并且具有上界,所
以本文从概率角度提出一种带有非线性感染率的改

进SIRS模型. 传播机理如图1所示.

图 1 传播机理图

Fig. 1 Figure of transmission mechanism
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图1中包含3个离散状态: 易感态(S)、感染态(I)、
免疫态(R).疾病传播的过程是: 易感者与一位感染
者接触后以概率G(t)转化为感染者, 感染者会以概
率γ进入免疫状态, 进入免疫状态后会以概率δ丧失

免疫状态而重新进入易感状态. s(t), i(t), r(t)分别
表示易感者、感染者、免疫者在t时刻所占总人口的

比例. G(t)表示t时刻易感者得病的概率即感染率.
对于G(t)的确定是根据网络的拓扑结构, 如图2所
示.

图 2 网络拓扑结构示意图

Fig. 2 Schematic diagram of network topology

图2以中心个体为研究对象,假设在传播过程中
健康个体与单一感染者接触后得病的概率β是不变

的,此时中心健康个体得病概率应为

p(t) = 1− (1− β)2,

则节点度为<k>的健康者的感染率为

p(t) = 1− (1− β)<k>i(t). (1)

2.1 均均均匀匀匀网网网络络络SIRS模模模型型型建建建立立立(Build of SIRS model
on uniform network)
已有的基于均匀网络SIRS模型如下[3]:




ṡ(t) = −βi(t)s(t) + δr(t),

i̇(t) = βi(t)s(t)− γi(t),

ṙ(t) = γi(t)− δr(t).

结合式(1)以及原有的SIRS模型可得带有非线性感
染率的SIRS模型




ṡ(t) = −[1− (1− β)<k>i(t)]s(t) + δr(t),

i̇(t) = [1− (1− β)<k>i(t)]s(t)− γi(t),

ṙ(t) = γi(t)− δr(t).
(2)

对于系统(2)有两个假设:

假假假设设设 1 假设网络中每个节点的度相同且为

<k>.

假假假设设设 2 在传播过程中网络规模固定, 即总人
数不变.

2.2 无无无标标标度度度网网网络络络SIRS模模模型型型建建建立立立(Build of SIRS
model on scale-free network)
对于无标度网络,平均度< k >不再是网络的特

征表示,为了刻画网络的拓扑结构对传播的影响,将
节点划分为不同的组,各组中节点具有相同的度.已
有的SIRS模型如下:




ṡk(t) = −βksk(t)θ(t) + δrk(t),

i̇k(t) = βksk(t)θ(t)− γik(t),

ṙk(t) = γik(t)− δrk(t),

(3)

其中θ(t) =
1

<k>

∑
k

kP (k)ik表示在t时刻随机取

一条边与感染者连接的概率,根据文献[4]可知

G1(t) = βkθ(t) =
βk

<k>

∑
k

kP (k)ik. (4)

从式(4)可以看出在理论上是可能大于1的.

从概率角度把原有基于无标度网络的SIRS模型
改进成系统(5):





ṡk(t) = −G(t)sk(t) + δrk(t),

i̇k(t) = G(t)sk(t)− γik(t),

ṙk(t) = γik(t)− δrk(t),

(5)

其中G(t) = 1− (1− β)kθ(t).

假假假设设设 3 ik(t), ik−1(t), ik−2(t), · · · , i1(t)具有
相同的单调性

3 改改改进进进SIRS模模模型型型的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability
analysis of the modified SIRS model)

3.1 均均均匀匀匀网网网络络络的的的改改改进进进SIRS模模模型型型稳稳稳定定定性性性分分分析析析
(Stability analysis of the modified SIRS model
on uniform network)
引引引理理理 1 平衡点(s, i) = (1, 0)是系统(2)的一组

平衡点, 当满足
− <k> ln(1− β)

r
< 1时, 系统(4)

收敛于此平衡点,即疾病最终消失.

为了方便证明,设f(i) = 1 − (1 − β)<k>i(t); 根
据假设2可得s(t) + i(t) + r(t) = 1, 若系统(2)达到
稳定则可改写成式(6):{

− f(i)s + δ(1− s− i) = 0,

f(i)s− γi = 0.
(6)

从式(6)不难得出系统(5)的一个平衡点(s, i)=(1, 0),
系统(5)在此平衡点处的Jacobian矩阵为

J1 =

[
−δ − f ′(0)− δ

0 f ′(0)− γ

]
.

如果系统(2)在平衡点处稳定,则必须满足特征方程
的特征值全具有负实部,所以只需要满足f ′(0) − γ

< 0即
− <k> ln(1− β)

r
< 1.
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从阈值条件不难看出: 随着治愈率γ的增大, 疾
病最后消失的几率会增大.在完全可治愈疾病传播
的情况下, 网络密度和疾病的传播能力最终决定疾
病的影响程度.

引引引理理理 2 平衡点(s, i) = (S∗, I∗)是系统(2)一组

局部稳定解,当满足
− <k> ln(1− β)

r
> 1时,系统

(2)收敛到(s, i) = (S∗, I∗),疾病比例最终稳定在i =
I∗.

根据阈值理论, 系统 (2)应存在另一组平衡
点, 但是求解过于繁琐, 首先证明系统 (2)在满足
− <k> ln(1− β)

r
> 1时存在第2组平衡点, 设系

统(2)第2组平衡点为(s, i) = (S∗, I∗)且满足(S∗, I∗)
6= (1, 0),代入式(6)整理得{

− f(I∗)S∗ + δ(1− S∗ − I∗) = 0,

f(I∗)S∗ − γI∗ = 0,
(7)

消元得

−γI∗ + δ(1− γI∗

f(I∗)
− I∗) = 0.

设

H(I) = −γI + δ(1− γI

f(I)
− I),

由f(i)表达式可知f(0) = 0; f ′(i) > 0; f ′′(i) < 0得

H(0) = δ(1− γ

f ′(0)
) > 0,

H ′(I) = −γ + δγ(−f(I)− If ′(I)
f2(I)

− 1) < 0.

由上两式得:当
γ

f ′(0)
即
−<k> ln(1− β)

γ
> 1时,系

统(2)存在另一组平衡点(s, i) = (S∗, I∗).
系统(2)在(s, i) = (S∗, I∗)处的Jacobian矩阵为

J2 =

[
−f(I)− δ − f ′(I)S − δ

f(I) f ′(I)S − γ

]
,

其特征方程为

λ2 + [f(I∗) + δ + γ − f ′(I∗S∗)]λ +

[f(I∗) + δ]γ + f(I∗)δ − f ′(I∗)S∗δ = 0,

其中f(I∗) − f ′(I∗)S∗ > 0, 所以特征方程的特
征值全部具有负实部即系统(2)在平衡点(s, i) =
(S∗, I∗)处局部稳定.
由上述结论可知,在病毒传播过程中,当系统满

足
− <k> ln(1− β)

r
> 1时, 疾病不会消失并最终

比例会稳定于一常数值,这与文献[3–7]的结论相同.

3.2 无无无标标标度度度网网网络络络的的的改改改进进进SIRS模模模型型型稳稳稳定定定性性性分分分析析析
(Stability analysis of the modified SIRS model
on scale-free network)
引引引理理理 3 平衡点(s, i) = (1, 0)是系统(5)的

一组局部稳定解, 当无标度网络的幂律指数大

于2且系统(5)参数满足
−k2

minP (kmin) ln(1− β)
<k> γ

<

1时或网络的幂律指数小于 2且系统(5)参数满足
−k2

maxP (kmax) ln(1− β)
<k> γ

< 1时, 系统收敛于(s, i)

= (1, 0),即疾病最终消失.

假设网络规模不变,当系统(5)达到稳态时得{
−G(t)sk + δ(1− sk − ik) = 0,

G(t)sk − γik = 0,
(8)

其中:
G(t) = 1− (1− β)kθ(t),

θ(t) =
1

<k>

∑
k

kP (k)ik.

从式(8)很容易得出(sk, ik) = (1, 0)是系统(5)的
一组平衡点, G(t)又是ik的隐函数,则系统(5)在此平
衡点处的Jacobian矩阵:

J2 =

[
−δ −G′(0)− δ

0 G′(0)− γ

]
.

为了使系统(5)稳定则必须满足特征方程的所有特
征根具有负实部,所以只要满足G′(0)− γ < 0即

−k2P (k) ln(1− β)
<k> γ

< 1.

无标度网络的节点分布具有幂律特性即: P (k)
∝ k−λ. 由改进的模型所得到的阈值条件及假设条
件可以看出当幂律指数λ < 2时,随着网络规模的扩
大上式越难成立即疾病越难消失,这与以往的研究
结论[7–8]是相同的. 当λ > 2时,随着网络规模的扩大
疾病越容易消失,这是对以往研究结果的补充.

引引引理理理 4 平衡点(s, i) = (S∗, I∗)是系统(5)的
一组局部稳定解, 当无标度网络的幂律指数大

于2且系统(5)参数满足
−k2

minP (kmin) ln(1− β)
<k> γ

>

1时或网络的幂律指数小于 2且系统(5)参数满足
−k2

maxP (kmax) ln(1− β)
<k> γ

>1时,系统收敛于(s, i)=

(S∗, I∗),即疾病最终保持一定比例.

根据阈值理论,系统(5)应存在另一组平衡点,但
是求解过于繁琐, 首先证明系统(5)存在第2组平衡
点. 设系统(5)第2组平衡点为(s, i) = (S∗, I∗)且满足
(S∗, I∗) 6= (1, 0),其中S∗ ∈ (0, 1), I∗ ∈ (0, 1). 当系
统(5)达到稳定时, 对于节点度为k的组节点也必然

稳定在各自的平衡点(Sk, Ik) = (S∗k , I∗k), 代入系统
(8)整理得{

−G(I∗k)S∗k + δ(1− S∗k − I∗k) = 0,

G(I∗k)S∗k − γI∗k = 0,
(9)

消元得
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−γI∗k + δ(1− γI∗k
G(I∗k)

− I∗k) = 0.

设

H(Ik) = −γIk + δ(1− γIk

G(Ik)
− Ik).

由G(Ik)表达式可以得到G(I)的相关性质:

G(0) = 0; G′(I) > 0; G′(I) < 0,

H(0) > 0; H ′(Ik) < 0; lim
Ik→0

H(Ik) < 0. 因此可以

得到H(Ik) = 0必然存在一个根I∗k ∈ (0, 1),即系统
(5)中具有节点度为k的分系统在满足

−k2P (k) ln(1−β)
<k> γ

>1

时存在另一组平衡点(S∗k , I∗k) 6= (0, 1),系统(5)的分
系统在其第 2组平衡点处的Jacobian矩阵为

J3 =

[
−G(I∗k − δ) −G′(I∗k)S∗k − δ

G(I∗k) G′(I∗k)S∗k − γ

]
,

其特征方程为

λ2 + [G(I∗k) + δ + γ −G′(I∗k)S∗k ]λ +

[G(I∗k) + δ]γ + G(I∗k)δ −G′(I∗k)S∗kδ = 0,

其中G(I∗k) − G′(I∗k)S∗k > 0推导得特征方程的根都
具有负实部, 那么具有节点度k的分系统渐近稳定

在(Sk, Ik) = (S∗k , I∗k), 根据假设3, 各个分系统均稳
定, 那么系统(5)必然渐近稳定于其平衡点. 结合无
标度网络的度分布特性推导得引理4. 从结论也不难
看出均匀网络的阈值条件是无标度网络的特例.

4 结结结论论论(Conclusions)
本文从概率角度结合网络的拓扑结构提出了一

种带有非线性感染率的SIRS改进模型. 此非线性感
染率隐含了此前研究人员所忽略的感染率必然小

于1的假设条件.此次基础之上根据阈值理论、平均
场理论,利用李雅普诺夫稳定性分析方法分别对基
于均匀网络和无标度网络的改进SIRS模型进行了理
论分析得到网络阈值不仅与网络的拓扑结构有关也

与得病概率β和免疫转化率γ有关,这与文献[3–7]的
结论是不同的. 而与文献 [8]的结论具有一致性, 并
在文献[8]基础上证明其阈值限制条件恒成立.

由于基于无标度网络的SIRS模型中阈值无法求
得解析解,给分析带来了不便,在此笔者只能给出平
衡点存在的证明以及系统在平衡点处的渐近稳定性

证明,在此基础上给出了关于阈值的讨论,有待进一
步完善.
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