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摘要: 为分析四元数卡尔曼滤波组合导航算法在飞行器姿态估计中的性能, 在建立四元数卡尔曼滤波观测方
程、状态方程和方差计算模型的基础上,分别设计了陀螺/加速度计/磁强计组合导航仿真算例和陀螺/加速度计初始
对准实验,比较了四元数卡尔曼滤波组合导航算法相较于传统扩展卡尔曼滤波组合导航算法在计算量、收敛性、收
敛速度、收敛精度方面的性能.分析结果表明该滤波器无须扩展卡尔曼滤波器的线性化过程,计算量小,算法实现
简单;收敛性和收敛速度均优于扩展卡尔曼滤波器. 收敛精度较扩展卡尔曼滤波器高出约两个数量级,但收敛过程
中存在一个比扩展卡尔曼滤波器精度低的时间区间.
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Quaternion-based Kalman filter and its performance analysis in
integrated navigation

GAO Xian-zhong, HOU Zhong-xi†, WANG Bo, ZHANG Jun-tao
(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha Hunan 410073, China)

Abstract: In order to take a systematic analysis for quaternion Kalman filter (QKF) performance in integrated naviga-
tion system for estimating attitude of aircraft, measurement equation, process equation and covariance computation model
of QKF are established. A simulation sample about gyro/accelerator/magnetometer integrated navigation system and an
experiment about gyro/accelerator initial alignment are developed. Performance of computation load, convergence, conver-
gent rate and estimation precision are compared between QKF and extended Kalman filter (EKF). The results indicate that
QKF is easier to be implemented and achieve convergence than EKF, QKF estimation precision is higher than that of EKF
about two orders of magnitude; but there is a time interval in which QKF estimation precision is lower than that of EKF.
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1 引引引言言言(Introduction)
对于飞行器姿态估计而言,为解决单个导航器件

误差随时间积累以及不同导航器件在不同工作环境

下导航性能差异很大的问题,通常是利用Kalman滤
波算法将不同导航器件的量测信息和系统状态信息

融合, 也就是组合导航[1–2]. 从理论上可以证明, 对
于线性的状态方程和观测方程, Kalman滤波算法的
计算结果是最优无偏估计的. 也就是说, Kalman滤
波算法是线性系统的最优信息融合方法. 但在实际
的组合导航问题中,利用四元数或方向余弦阵描述
的观测方程关于姿态变量都是非线性的. 一个折衷
的方法是采用线性化Kalman滤波方法, 也就是EKF
(extend Kalman filter)算法. EKF算法不可避免的存
在线性化误差, 并且EKF算法需要求解观测方程的

雅可比矩阵, 对于高维问题, 这是一个很繁琐的过
程[3], 并且线性化过程会导致一些不希望的结果出
现,比如对初始条件很敏感、误差漂移、收敛速度慢
等问题[4–6]. 另一种思路就是采用非线性滤波方法,
比如无迹滤波[7]、粒子滤波[8]等,但非线性滤波方法
本质上是一种近似方法,且计算量大,实际工程中应
用较为困难[8–10].
从Clifford代数的观点来看刚体在空间的转动

实质上可表述为空间矢量与一个特定旋量群的乘

积[11]. 这说明空间转动本质上是一个线性映射的
关系.为解决EKF在姿态估计中存在的线性化误差
问题, 文献 [12]将四元数乘积表示成Clifford代数中
Hamilton算子的形式, 得到了四元数矢量观测方程
的线性形式. 文献 [13]设计了线性滤波组合导航算
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法,并将其命名为四元数卡尔曼滤波算法(quaternion
Kalman filter, QKF).不过,用这种方法, 观测噪声将
是与四元数相关的. 文献 [14]描述了如何表达这一
类状态相关噪声协方差矩阵的方法,分析了在滤波
器的设计中如何估计它们近似值的问题.

为系统分析QKF组合导航算法在飞行器姿态估
计中的性能,以便为该方法在实际工程上的应用提
供指导, 在总结QKF算法的基础上, 本文设计了陀
螺/加速度计/磁强计组合导航仿真算例和陀螺/加速
度计初始对准实验,分别从计算量、收敛性、收敛速
度、收敛精度4个方面比较了QKF组合导航算法相
较于传统EKF组合导航算法的性能.分析结果表明,
QKF除了在收敛过程中存在一个比EKF精度低的时
间区间外,其他各方面性能都优于EKF,在飞行器姿
态估计中具有较大应用价值.

2 四四四元元元数数数卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波算算算法法法(Quaternion-based
Kalman filter)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
在飞行器姿态估计问题中,导航器件的观测方程

可写成如下形式:
b = bo + δb, (1)

其中:
bo = Cb

r(q)r, (2)

bo和r为3×1的矢量, 分别是物理矢量在体轴系B和

参考坐标系R上的投影, b是安装在载体坐标系上

的传感器输出, r可通过查表求得, 比如当地重力加
速度值, 当地磁场方位等, δb为传感器的加性噪声,
Cb

r(q)为3×3的姿态矩阵, 它将B系的坐标轴转到R

系. q为对应于Cb
r的四元数. 姿态矩阵和四元数的关

系如下:
Cb

r(q) = (s2 − vTv)I3 + 2vvT − 2s [v×] (3)

其中: s和v是姿态四元数q的标量部分和矢量部分,
矩阵[v×] ∈ R3×3为矢量v的反对称形式. 将式(3)代
入式(2)和式(1),可以看出,观测方程是关于q的二次

函数,将该方程线性化之后,可用于EKF的滤波模型.
QKF则是将式(1)化成与姿态四元数q成线性关系的

形式,并代入Kalman滤波方程进行滤波,从而避免线
性化方法造成的误差[4–6].

2.2 QKF 观观观测测测方方方程程程(Measurement equation of
QKF)
将空间矢量在B系和R系的投影bo和r表示成四

元数的形式

bo
q

∆= [0 bo ]T, rq
∆= [0 r ]T, (4)

则bo
q与rq的关系可由旋转四元数q表示如下:

bo
q = q−1 ⊗ rq ⊗ q, (5)

其中: ⊗表示四元数乘积, q−1为四元数q的逆. 文献
[12]利用Clifford代数中Hamilton算子的形式做出如
下定义:
+

H(q)=

[
s −vT

v s + [v×]

]
,

−
H(q)=

[
s −vT

v s− [v×]

]
.

(6)

则四元数乘积可表示如下:

q ⊗ bo
q =

−
H(bo

q)q,

rq ⊗ q =
+

H(rq)q.
(7)

对式(5)左乘q代入式(7)可得如下矢量方程:

[
−
H(bo

q)−
+

H(rq)]q =[
0 −(bo − r)T

bo − r − [bo + r]×

]
q = 0. (8)

采用文献[14]的方式,定义观测矩阵Ho:

so ∆=
1
2
(bo + r), (9a)

do ∆=
1
2
(bo − r), (9b)

Ho ∆=

[
0 −doT

do− [so×]

]
. (9c)

将式(9)代入式(8)式可得

Hoq = 0. (10)

该方程为关于q的线性方程,也就是所要推导的线性
观测模型. 经过上述推导,关于q的非线性不含噪声

项观测方程(2)转换成了方程(10)的线性形式, Ho成

为观测数据bo和r函数.

下面推导式(1)中噪声项的表达形式. 将式(1)写
成如下形式:

bo = b− δb. (11)

将式(11)代入式(10)可得

Hoq =
1
2

[
0 −(bo − r)T

bo − r − [bo + r]×

]
q =

1
2

[
0 −(b− r)T

b− r − [b + r]×

]
q − 1

2

[
0 −δbT

δb − [δb×]

]
q.

(12)

按照方程(6)的方式定义如下符号:

∆H
∆=

1
2
−
H(δbq), (13)

δbq为δb的四元数表示形式,则式(12)可写为

Hoq = Hq −∆Hq = 0, (14)

其中H为观测数据构成的观测方程. 上式中观测误
差δb表示在∆H内,这对误差的处理造成了不便.更
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希望得到是关于δb的显式误差表达形式, 为此可将
方程(14)写为如下形式,具体定义方式见文献[13]:

0 = Hq − 1
2
X(q)δb. (15)

在tk+1时刻对方程(15)进行离散化,得到

0 = Hk+1qk+1 − 1
2
X(qk+1)δbk+1. (16)

假设δbk+1为零均值的Gauss白噪声,协方差为Rk+1,
即

E[δbk+1] = 0, E[δbk+1δb
T
k+1] = Rk+1. (17)

方程(16)–(17)即为所需推导的线性观测模型.

2.3 QKF状状状态态态方方方程程程(State equation of QKF)
考虑如下形式的离散姿态运动学方程:

qk+1 = Φo
k+1/kqk, (18)

qk为tk时刻将矢量在R系中的投影转到Bo中的姿态

四元数, Φo
k+1/k为姿态转移矩阵. 定义tk时刻Bo系相

对于R系的角速度在Bo系的投影为ωBo

k ,定义

ΩBo

k =
−
H(ωBo

kq ). (19)

在短时间间隔∆t = tk+1 − tk期间, Φo
k+1/k可表示为

Φo
k+1/k = exp{1

2
ΩBo

k ∆t}. (20)

定义角速度增量θBo

k 及相应的矩阵ΘBo

k 如下:

θBo

k = ωBo

k ∆t, ΘBo

k =
−
H(θBo

k ). (21)

方程(18)可写为

qk+1 = ΦBo

k+1/kqk = exp{1
2
ΘBo

k }qk. (22)

θBo

k 是未知的,但陀螺的输出θB
k可建立为具有加

性噪声δθk的形式,即

θB
k = θBo

k + δθk. (23)

将式(23)代入式(21)得

ΘBo

k =
−
H(θBo

k ) =
−
H(θB

k − δθk) =
−
H(θB

k )− −
H(δθk) = ΘB

k −∆Θk. (24)

将式(24)代入式(22)得

qk+1 = Φo
k+1/kqk = exp{1

2
ΘB

k −
1
2
∆Θk}qk =

exp{1
2
ΘB

k }(1−
1
2
∆Θk)qk =

Φk+1/kqk − 1
2
Φk+1/k∆Θkqk. (25)

同样, 也希望得到关于δθk的显式误差表达形式, 仿
照方程(15)可得

qk+1 = Φk+1/kqk − 1
2
Φk+1/k∆Θkqk =

Φk+1/kqk − 1
2
Φk+1/kX(qk)δθk. (26)

假设δθk也为零均值的Guass白噪声,协方差为Qk,即

E[δθk] = 0, E[δθkδθ
T
k ] = Qk, (27)

式(26)–(27)即为所需的状态方程.

2.4 QKF模模模型型型与与与方方方差差差计计计算算算(The model of QKF and
the method to compute variance)

QKF模型可总结如下:

qk+1 = Φk+1/kqk + Γk+1/kδθk, (28)

0 = Hk+1xk+1 − 1
2
X(qk+1)δbk+1, (29)

其中:

Γk+1/k = −1
2
Φk+1/kX(qk). (30)

矩阵Φk+1/k由陀螺输出的角位移θk计算得到; 观测
矩阵Hk+1由在tk+1时刻的矢量观测值(bk+1, rk+1)得
到; 过程噪声δθk和观测噪声δbk+1均为3×1的零均
值白噪声序列, 方差分别为Qk+1和Rk+1. 噪声相互
独立且与初始状态不相关.根据文献 [6, 15],状态协
方差可按如下方法计算:

P q
k+1/k

∆= cov{Γkθk} =

Φk+1/kP
q
k/kΦ

T
k+1/k +

1
4
[tr(M̂k+1/k)I4 − M̂k+1/k]Qk, (31)

其中:

M̂k+1/k = q̂k+1/kq̂
T
k+1/k + P q

k , (32)

q̂k+1/k和P q
k分别代表状态量qk的递推估计值和协方

差矩阵. 方程(31)中P q
k+1的表达式是设计Kalman滤

波器预估阶段协方差的基础.

令Bk+1 =
−
H(bk+1), Rk+1 = ρk+1I3则观测协方

差矩阵计算公式如下:

P v
k+1/k =

1
4
ρk+1[tr(M̂k+1/k)I4 −

M̂k+1/k −Bk+1M̂k+1/kB
T
k+1]. (33)

2.5 QKF实实实施施施步步步骤骤骤(The implementation steps of
QKF)
记q̂k+1/k+1是递推四元数估计,为保证四元数在

运算过程中始终为单位四元数,在每次计算完成后
都对它进行归一化:

q∗k+1/k+1 =
q̂k+1/k+1

‖q̂k+1/k+1‖ . (34)

由此, 状态方程和观测方程都化成了解析的线性
形式,状态协方差矩阵按式(31)计算,观测协方差矩
阵按式(33)计算.按照Kalman滤波公式的框架,四元
数Kalman滤波算法可按如下步骤实施:

Step 1 滤波器初始化.
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对Q和R选择合适的值, R表示成R = ρI3的形

式. 对状态矢量的初始估计选择近似值,若没有合适
的初始值可供选择,则选择零姿态四元数,即q̂T

0/0 =
[1 0 0 0]和P q

0/0 = I4,因为四元数每个元素的最大
值为1,此方差表明对初值完全不信任.

Step 2 状态方程传播.

给定q̂k/k, P q
k/k、陀螺的输出值θk以及Qk, 状态

方程按如下形式传播:

Θk =
−
H(θk), (35a)

Φk+1/k = exp{1
2
Θk}, (35b)

q̂k+1/k = Φk+1/kq̂k/k, (35c)

M̂k+1/k = q̂k+1/kq̂
T
k+1/k + P q

k/k, (35d)

P q
k+1/k = Φk+1/kP

q
k/kΦ

T
k+1/k +

1
4
[tr(M̂k+1/k)I4 − M̂k+1/k]Qk. (35e)

Step 3 观测方程更新.

给定q̂k+1/k、观测量(bk+1, rk+1)以及观测误差
Rk = ρkI3,则观测方程可按如下形式更新:

sk+1 =
1
2
(bk+1 + rk+1), (36a)

dk+1 =
1
2
(bk+1 − rk+1), (36b)

Hk+1 =

[
0 −dT

k+1

dk+1 − [sk+1×]

]
, (36c)

Bk+1 =
−
H(bk+1), (36d)

P v
k+1/k =

1
4
ρk+1[tr(M̂k+1/k)I4 − M̂k+1/k −

Bk+1M̂k+1/kB
T
k+1], (36e)

Sk+1/k = Hk+1P
q
k+1/kH

T
k+1 + P v

k+1, (36f)

Kk+1 = P w
k+1/kH

T
k+1S

−1
k+1/k, (36g)

q̂k+1/k+1 = (I4 −Kk+1Hk+1)q̂k+1/k, (36h)

q̂k+1/k+1 =
q̂k+1/k+1

‖q̂k+1/k+1‖ , (36i)

P q
k+1/k+1 =(I4 −Kk+1Hk+1)P

q
k+1/k(I4 −

Kk+1Hk+1)T+Kk+1P
v
k+1/kK

T
k+1. (36j)

3 算算算法法法仿仿仿真真真(Simulation)
为系统分析QKF算法的性能, 设计如下仿真场

景: 假设飞行器初始体坐标系与当地北东地坐标系
重合.飞行器按照3–2–1的转动顺序,以偏航、俯仰、
滚动角的角速度为[1 2 3]T(◦)/s转动. 机体上放有
加表、陀螺和磁强计. 加表精度为0.005g, 陀螺精度
0.01. 现从加表、陀螺和磁强计的输出数据,推算飞
行器各时刻的姿态. 初始俯仰、偏航和滚动角的真
值为[0 0 0]T度.仿真计算时假设存在大的初始偏差,

初始欧拉角分别为[15 15 15]T(◦).

首先建立Simulink仿真程序, 生成加表、陀螺和
磁强计的输出数据. 由于Simulink自带的惯组是平
台式惯性器件,将导航系中的重力转换到体坐标系,
然后将其输入到惯组的重力项,这样可将平台式惯
性器件转换为捷联式惯性器件.

仿真的姿态变化真值如图1所示.

图 1 仿真姿态变化真值

Fig. 1 The true attitude in simulation

已知加表所测的重力矢量在导航系的值为gn,
当地磁场方向为mn, 因此希望在利用陀螺数据对
姿态四元数更新之后,可以用估计的姿态矩阵将gn,
mn的值转换到体坐标系,然后与加表和磁强计测得
的重力与磁强线方向相比较,从而对姿态计算进行
校正,以期在大初始偏差和噪声的条件下获得好的
计算效果.滤波器的设计思路如图2所示.

图 2 滤波器设计框图

Fig. 2 The schematic diagram of filter

按照以上思路, 分别设计EKF算法和QKF算法,
其中EKF的过程模型和观测模型分别如下[16]:

qk+1 = Φk+1/k(θk)qk, (37)[
gb

k+1

mb
k+1

]
=

[
Cb

n(qk) 0
0 Cb

n(qk)

][
gn

k+1

mn
k+1

]
. (38)

对式(38)线性化,式中假设gn = [0 0 g ]T, mn =
[m 0 0]T. 观测矩阵H可以通过对转换矩阵中的q

求偏导得到
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H =

[
H1

H2

]
=

∇q(

[
Cb

n(qk+1) 0
0 Cb

n(qk+1)

][
gn

k+1

mn
k+1

]
) =




−2gq2 2gq3 −2gq0 2gq1

2gq1 2gq0 2gq3 2gq2

2gq0 −2gq1 −2gq2 2gq3

2mq0 2mq1 −2mq2 −2mq3

−2mq3 2mq2 2mq1 −2mq0

2mq2 2mq3 2mq0 2mq1




. (39)

由此,方程(38)可写为如下线性化的形式:
[

gb
k+1

mb
k+1

]
=

[
Cb

n(qk) 0
0 Cb

n(qk)

][
gn

k

mn
k

]
+

H(qk+1 − qk), (40)

移项得[
gb

k+1

mb
k+1

]
−

[
Cb

n(qk) 0
0 Cb

n(qk)

][
gn

k

mn
k

]
+ Hqk =

Hqk+1. (41)

利用式(37)和式(41)便可以设计出EKF滤波器.

QKF按照2.5节的流程进行设计.为了简洁起见,
将状态噪声Q和量测噪声R分别设定为

Q = 0.001I4, R = 0.001I6. (42)

由设计过程可以看出, QKF在计算过程中无须求
解雅可比矩阵,算法实现简单. 尤其对于观测方程需
要实时重构的系统, QKF具有计算量方面的优势.

通过编程解算, EKF和QKF在15◦的初始偏差下
都跟踪到了姿态的真值变化,但在初始滤波阶段,两
者的幅值收敛速度和收敛时间上有很大区别.在初
始1 s内, EKF, QKF的输出结果如图3–5所示.

图 3 EKF, QKF的偏航角误差收敛曲线
Fig. 3 The comparison of errors of yaw angle between

EKF and QKF

图 4 EKF, QKF的俯仰角误差收敛曲线
Fig. 4 The comparison of errors of pitch angle between

EKF and QKF

图 5 EKF, QKF的滚动角误差收敛曲线
Fig. 5 The comparison of errors of roll angle between

EKF and QKF

图3–5中误差取的是对数坐标, 从中可以看出,
QKF的收敛速度快于EKF, 初始误差较EKF下降了
约两个数量级. EKF和QKF在收敛过程中都存在一
个迅速下降的峰值, 由于EKF的收敛峰值较QKF出
现的晚, 因此QKF在收敛过程中存在一个比EKF精
度低的时间区间.

4 试试试验验验测测测试试试(Experiment)
选择利用激光陀螺捷联惯导系统初始对准阶段

的试验数据对QKF的性能进行测试.数据采样率为
100 Hz,激光陀螺的精度为0.005(◦)/s,加速度计的精
度为0.001g. 初始对准的基本思路是: 在载体静止时,
利用陀螺测量的角速度值ωn和加表测量值gn与地

球自转角速度和当地重力矢量进行对比,解算出陀
螺所安装的载体坐标系与当地北东地坐标系的相对

姿态.

系统状态方程{
θk = −Cb

n(qk)ωn
ie∆T,

qk+1 = Φk+1/k(θk)qk.
(43)

观测方程
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gb

k+1

ωb
k+1

]
=

[
Cb

n(qk) 0
0 Cb

n(qk)

][
gn

k+1

ωn
k+1

]
. (44)

过程误差和量测误差分别取为

Q = 0.01I4, R = 0.01I6. (45)

俯仰、偏航、滚动角的初值取为[0 0 0]T,方差为
P0 = I4.

与上一节的方法类似, 分别设计EKF滤波器和
QKF滤波器对初始对准数据进行处理. 由于地球自
转角速率的数量级相对于重力值很小, 其修正作用
将被重力值淹没. 可以考虑将重力矢量和地球自转
角速度矢量都用归一化的方法来设计观测模型. 由
于陀螺观测角速度的漂移值相对于地球自转角速度

比较大,需要将角速度观测值的增益适当调小,以抑
制陀螺噪声干扰, 因此在EKF和QKF的角速度观测
矩阵H2前都乘一个系数,文中取为0.005. EKF中H2

的求解方法如下,其中角速度值ωn在北东地坐标系

中可表示为ωn = [ωn
N 0 ωn

D ]T:

H2 = ∇q(Cb
n(q)ωn) = ∇q(Cb

n(q)




ωn
N

0
ωn

D


) =




2q0 2q1 −2q2 −2q3

−2q3 2q2 2q1 −2q0

2q2 2q3 2q0 2q1


ωn

N +



−2q2 2q3 −2q0 2q1

2q1 2q0 2q3 2q2

2q0 −2q1 −2q2 2q3


ωn

D. (46)

以静止初始对准的解析解作为初值, 分别绘制
EKF和QKF初始对准时的偏航角误差曲线, 结果如
图6所示. 可以看出,由于试验所选用的陀螺和加表
存在抖动噪声, 两种算法的估计值都存在一定的误
差, 但都实现了对初始姿态的估计. 相较EKF而言,
QKF的收敛速度快且估计结果更稳定, 收敛精度也
得到了提高.

图 6 EKF和QKF的初始对准结果对比
Fig. 6 The comparison of results of initial alignment

between EKF and QKF

5 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusions and future work)
通过建立四元数卡尔曼滤波观测方程、状态方

程和方差计算模型,设计了陀螺/加速度计/磁强计组
合导航仿真算例和陀螺/加速度计初始对准实验,以
比较QKF组合导航算法相较于传统EKF组合导航算
法在计算量、收敛性、收敛速度、收敛精度方面的性

能. 结果表明QKF算法相较EKF算法有更好的收敛
速度和收敛精度且计算过程中不需要求解雅可比矩

阵,在算法实现比EKF简单.

QKF的推导过程说明, 通过四元数的表述方法,
可以将刚体空间运动的过程完全表述成线性运动的

形式. 从而通过Kalman滤波方程, 就可以得到最优
的组合导航信息融合算法. 现在的工作还主要集中
于姿态估计,如何将速度和航迹的信息统一的描述
在滤波方程中从而得到最优的组合导航方法是今后

的主要研究方向.
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