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摘要:本文研究了带内生负债的不确定退出时间多期均值–方差资产–负债管理问题.和外生负债不可控所不同
的是,内生负债可通过各种金融工具和投资者(机构)的决策来调控.在本文的模型中,投资者(机构)在考虑资产最优
配置的同时,还需要考虑负债的最优配置.本文采用Lagrange对偶理论、矩阵Hadamard乘积技术和动态规划方法对
模型进行分析性求解,得到了模型的有效策略及有效边界的显式表达式.
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Multi-period mean-variance asset-liability management with
endogenous liabilities and uncertain exit time
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Abstract: This paper investigates a multi-period mean-variance asset-liability management problem with endogenous
liabilities and uncertain exit time. Being different from exogenous liability that cannot be controlled, endogenous liabilities
can be controlled by various financial instruments and investors (institutions)’s decisions making. In our model, investors
(institutions) optimize allocation not only for their assets, but also for their liabilities. Firstly, by using the Lagrange duality
theory, matrix Hadamard product technique and dynamic programming approach, we solve the model analytically. Then,
explicit expressions for the efficient strategy and the mean-variance efficient frontier are derived.
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1 引引引言言言(Introduction)
1952年, Markowitz在他开创性的论文 [1]中建立

了著名的均值–方差模型,奠定了现代投资组合选择
理论的基石,使金融研究由定性描述走向定量分析.
经典的Markowitz模型只考虑了单期静态情形,后来
学者们致力于把它推广到更符合实际的多期及连续

时间情形. 其中文献 [2–3]利用嵌入法技术分别给出
了多期和连续时间情形下均值–方差投资组合选择
模型的解析解.随后, 关于动态均值–方差投资组合
选择的研究得到蓬勃的发展,如文献[4–7].
但上述文献中均假定投资退出时间是预先确定

的. 而现实中,投资的终止时间通常是不确定的. 因
为有很多无法预测的随机因素会导致投资者中途退

出市场. 从而很多学者研究了不确定退出时间的投
资组合选择问题,如文献[8–12].

另外一方面,资产–负债管理在理论研究与实务

应用中都具有重要的意义,吸引了不少学者的关注.
其中,文献 [13]最早使用静态均值–方差模型研究了
资产–负债管理问题.文献 [14–16]基于多期均值–方
差模型研究了带外生负债(不受投资者控制)的投资
组合选择问题.文献[17–20]考虑了连续时间均值–方
差目标下的资产–负债管理问题.
但上述关于资产–负债管理的文献均假定负债是

外生的、不可控的. 但现实中,很多公司或金融机构
可通过各种金融工具及自身的决策来控制负债的类

型与数量. 例如当一个公司发行公司债进行融资时,
其债务的类型与数量可由公司自身控制.笔者称这
类可控的负债为内生负债.在考虑内生负债时,投资
者或机构不仅需要考虑如何优化配置其资产, 还需
要考虑如何优化配置其负债.据笔者所知,目前除文
献 [21], 尚无其他文献研究动态情形下带内生负债
的资产–负债管理问题. 然而, 虽文献 [21]在多期均
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值–方差框架下研究了带内生负债的资产–负债管理
问题,但他们只考虑了确定性退出时间的情形.

本文将在文献 [21]的基础上,研究退出时间不确
定的情形. 本文采用了新的更为有效的方法,即采用
Lagrange对偶理论、矩阵Hadamard乘积技术和动态
规划相结合的方法对模型进行求解, 并得到了原模
型的有效策略及有效边界的解析式.

2 模模模型型型的的的建建建立立立(Model formulation)
假设投资者(机构)可在两种资产(可含有或不含

有无风险资产)上进行投资, 而且还可在两种金融
工具(如债券)上配置其负债.为表达方便,下面本文
称配置负债的这两种金融工具为两种不同的债务.
设在第k(k = 0, 1, · · · , T − 1)期, 这两种资产和两
种债务的收益率向量分别为ek = (e1

k, e
2
k)
′和bk =

(b1
k, b

2
k)
′, 其中A′表示矩阵或向量A的转置. 投资者

在时刻0进入市场, 计划进行T期的投资管理活动,
即预计退出时间为T . 设投资者初始总财富(即资产
总价值)和初始总负债分别为x0和l0. 用xk和lk分别

表示投资者在时刻k的总财富和总负债. 在本文模
型,投资者不仅要优化配置其资产,还要优化配置其
负债. 用uk和vk分别表示它在时刻k配置在第2种资
产和第2种债务上的金额. 假定投资者是自融资的,
在每期期初都能进行交易且不考虑交易成本, 则它
配置在第1种资产和第1种债务的金额分别为(xk −
uk)和(lk − vk). 则此时总财富和总负债的动态过程
分别为

xk+1 = (xk − uk)e1
k + uke

2
k = xke

1
k + Pkuk, (1)

lk+1 = (lk − vk)b1
k + vkb

2
k = lkb

1
k + Qkvk, (2)

其中: k = 0, 1, · · · , T − 1, Pk = e2
k − e1

k, Qk =
b2

k − b1
k. 为表达方便,下面本文引入一些符号:




zk =

(
xk

lk

)
, c =

(
1
−1

)
, πk =

(
uk

vk

)
,

Υk =

(
Pk

Qk

)
, Lk =

(
e1

k

b1
k

)
, ηk =

(
ek

bk

)
,

Ak =

(
e1

k 0
0 b1

k

)
, Bk =

(
Pk 0
0 Qk

)
,

(3)

则式(1)和式(2)可结合在一起表示为

zk+1 = Akzk + Bkπk, k = 0, 1, · · · , T − 1. (4)

尽管投资者原来计划时刻T终止投资管理活动, 但
因在投资管理过程中可能受到一些不可控因素的影

响而退出市场. 设这个退出时刻为τ , 其中τ是一个

大于0的外生随机变量,设其概率分布为P(τ = k)=
p̃k(k = 1, 2, · · · ), 分布函数为F (t), 即F (t) =

P(τ 6 k) =
t∑

k=1

p̃k. 则它实际退出时间T ∧ τ :=

min{T, τ}的概率分布为

pk := P(T ∧ τ = k) = p̃k, k = 1, 2, · · · , T − 1,

pT :=P(T ∧ τ =T ) = 1−F (T−1) = 1−
T−1∑
k=1

p̃k.

设M和N是同阶对称矩阵. 记M > N (M > N )当
且仅当M −N为正定(半正定)矩阵;若M为正定(半
正定)矩阵,记M > 0(M > 0). 和大多文献一样,本
文有如下假设:

假假假设设设 1 E[ηkη
′
k] > 0, k = 0, 1, · · · , T − 1.

假假假设设设 2 随机序列ηk是统计独立的, k = 0, 1,

· · · , T − 1;即当i 6= j时, ηi与ηj统计独立.

假假假设设设 3 pT > 0,即以正概率在T退出市场.

假假假设设设 4 E[Υk] 6= ~0, 其中~0为2维零向量, k =
0, 1, · · · , T − 1.

设{℘k}为域流或信息流,其中℘k表示到时刻k为

止可获得的所有市场信息所构成的集合.如果πk是

℘k可测的, 本文称策略π = {πk; k = 0, 1, · · · , T −
1}是可行的. 令Θ(zk)表示从时刻k开始及初始状态

zk下的所有可行策略组成的集合.本文定义在时刻k

投资者的盈余为Sk = xk − lk. 不确定终止时间多
期均值–方差资产–负债管理问题就是对给定终端盈
余ST∧τ的期望为d,寻找最优的可行策略,使得终端
盈余的方差最小,即{

min
π∈Θ(z0)

var[ST∧τ ] = E[(ST∧τ − d)2],

s.t. E[ST∧τ ] = d, 式(1)− (2).
(5)

本文把优化问题(5)的最优解π∗={π∗k; k =0, 1, · · · ,

T − 1}称为有效策略. 有效策略相应于方差–期望
var–E坐标平面上的点(var[ST∧τ ], d)为有效点,所有
有效点构成的集合为有效边界.

3 问问问题题题的的的转转转化化化及及及求求求解解解(Transformation and so-
lution of the problem)
注意到E[ST∧τ ] = d等价于E[ST∧τ − d] = 0. 为

表达式方便,本文规定p0 = 0. 则由概率理论或参考
文献[12],优化问题(5)等价于如下优化问题:




min
π∈Θ(z0)

var[ST∧τ ] = E[
T∑

s=0

ps(Ss − d)2],

s.t. E[
T∑

s=0

ps(Ss − d)] = 0, 式(1)− (2).
(6)

由Lagrange对偶理论(详见Luenberger(1968))知, 本
文可先固定Lagrange乘子γ,求解如下优化问题:



min
π∈Θ(z0)

E[
T∑

s=0

ps(Ss−d)2]+2γE[
T∑

s=0

ps(Ss−d)],

s.t.式(1)− (2).
(7)

接下来先求解优化问题(7). 由于Ss = c′zs,故

E[
T∑

s=0

ps(Ss − d)2] + E[2γ
T∑

s=0

ps(Ss − d)] =
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E[
T∑

s=0

ps(z′scc
′zs + 2ac′zs)]− d2 − 2ad,

其中: a = γ − d, c由式(3)给出.由于(−d2 − 2ad)为
固定,所以优化问题(7)等价于




min
π∈Θ(z0)

E[
T∑

s=0

ps(z′scc
′zs + 2ac′zs)],

s.t.式(4).
(8)

下面本文采用动态规划的方法求解优化问题(8).

令fk(zk)表示优化问题(8)从第k期的状态zk出发

的剩余过程的最优值函数,即



fk(zk) = min
π∈Θ(zk)

E[
T∑

s=k

ps(z′scc
′zs + 2ac′zs)],

s.t.式(4).
(9)

则由动态规划的原理可得优化问题(8)的Bellman方
程为




fk(zk) = min
πk

{pk(z′kcc
′zk + 2ac′zk)+

E[fk+1(Akzk + Bkπk)]},
fT (zT ) =pT (z′T cc′zT + 2ac′zT ).

(10)

于是, f0(z0)即为优化问题(8)的最优值.

为了表达方便和研究需要,下面介绍矩阵的一些
相关概念及结果.

定定定义义义 1 设M = (mij)s×t和N = (nij)s×t为同

阶矩阵. 则矩阵M和N的Hadamard乘积定义为这两
个矩阵对应元素相乘[22],即M ◦N = (mijnij)s×t.

Hadamard乘积满足交换率和分配率,即

M ◦N =N ◦M, (M+N) ◦ C =M ◦ C+N ◦ C.

令M+表示矩阵M的Moore-Penrose广义逆(有关定
义和性质见文献 [22]). 设M为一对称方阵, 且分块

为M =

(
M11 M12

M ′
12 M22

)
, 其中M11和M22为对称方阵.

下面给出本文需要用到的关于矩阵的一些结果.

引引引理理理 1[23] M > 0等价于M22 > 0且M11 −
M12M

−1
22 M ′

12 > 0.

引引引理理理 2 [22] 若N > 0, M > 0且没有零对角元素,
则M ◦N > 0.

引引引理理理 3 [22] 设M > 0, N > 0,则M ◦N > 0.

引引引理理理 4 [24] 设M > 0, N > 0, C = MM+C和

D = NN+D,则有

(C ′◦D′)(M ◦N)+(C◦D) 6 (C ′M+C)◦(D′N+D).

为了给出最优值函数fk(zk)的表达式,下面构造
序列Ωk, gk和ϕk满足如下递推关系和边界条件(这
里本文先假定并随后将证明E[BkΩk+1Bk]的逆矩
阵E−1[BkΩk+1Bk]存在):





Ωk =

E[AkΩk+1Ak]− E[AkΩk+1Bk]×
E−1[BkΩk+1Bk]E[BkΩk+1Ak] + 2pkc

′c,

ΩT = 2pT cc′,

(11)





gk =

(E[Ak]− E[AkΩk+1Bk]×
E−1[B′

kΩk+1Bk]E[B′
k])gk+1 + 2pkc,

gT = 2pT c,

(12)





ϕk =ϕk+1 − 1
2
g′k+1E[Bk]×

E−1[BkΩk+1Bk]E[Bk]gk+1,

ϕT =0,

(13)

其中: Ωk为2 × 2阶对称矩阵, gk为2维列向量, ϕk为

标量. 由于矩阵交换率不成立, 本文难以将Ωk+1从

如E[AkΩk+1Ak]这些项中分离出来, 从而导致了计
算和研究的不方便.但基于Ak和Bk为对角矩阵的结

构,笔者发现利用矩阵Hadamard乘积表示方法,可以
克服这个难题.具体结果如下.

引引引理理理 5 对所有k = 0, 1, · · · , T − 1,有
E[AkΩk+1Ak] = E[LkL

′
k] ◦Ωk+1,

E[BkΩk+1Bk] = E[ΥkΥ
′
k] ◦Ωk+1,

E[AkΩk+1Bk] = E[LkΥ
′
k] ◦Ωk+1,

E[B′
kΩk+1Ak] = E[ΥkL

′
k] ◦Ωk+1,

其中Lk和Υk由式(3)定义.

证证证 根据Hadamard乘积的定义容易验证.

为研究需要,本文再给出相关引理.

引引引理理理 6 在本文假设下, 对任意k = 0, 1, · · · ,

T − 1,都有

E[ΥkΥ
′
k] > 0,

E[LkL
′
k]− E[LkΥ

′
k]E

−1[ΥkΥ
′
k]E[ΥkL

′
k] > 0.

证证证 首先证明如下不等式成立:(
E[LkL

′
k] E[LkΥ

′
k]

E[ΥkL
′
k] E[ΥkΥ

′
k]

)
> 0. (14)

令Hk =

(
Lk

Υk

)
,即要证明E[HkH

′
k] > 0.

显然, E[HkH
′
k] > 0, 若E[HkH

′
k]不是正定矩阵,

则|E[HkH
′
k]| = 0. 从而存在非零向量β = (β1, β2,

β3, β4)
′,使得|E[β′HkH

′
kβ]| = 0. 所以,由概率论知

识有

β′Hk =
β1e

1
k + β2b

1
k + β3(e2

k − e1
k) + β4(b2

k − b1
k) =

(β1 − β3)e1
k + β3e

2
k + (β2 − β4)b1

k + β4b
2
k = 0

以概率1成立. 容易验证当β1, β2, β3, β4不全为零时,
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(β1 − β2), (β2 − β4), β3, β4也不全零. 从而由概率
论知识有, |E[ηkη

′
k]| = 0, 这与假设1中E[ηkη

′
k] > 0

矛盾. 所以E[HkH
′
k] > 0,从而式(14)成立.

再根据式(14)和引理1可得本引理成立. 证毕.

引引引理理理 7 在本文假设下, 对任意k = 0, 1, · · · ,

T − 1,都有E[BkΩk+1Bk] > 0, Ωk > 0.

证证证 当k = T − 1时. 由式(11)知

ΩT =2pT c′c=

(
Ω11

T Ω12
T

Ω12
T Ω22

T

)
=

(
2pT −2pT

−2pT 2pT

)
>0.

由假设3知Ω11
T (i) = Ω22

T (i) = 2pT > 0. 且由引理6
知E[ΥT−1Υ

′
T−1] > 0. 所以由引理2有

E[B′
T−1(i)ΩT BT−1] = ΩT ◦ E[ΥT−1Υ

′
T−1] > 0.

由式(11)、引理4和引理5,有

ΩT−1 >
2pT−1c

′c + (E[LT−1L
′
T−1]−

E[LT−1Υ
′
T−1]E

−1[ΥT−1Υ
′
T−1]E[ΥT−1L

′
T−1]) ◦ΩT .

又根据引理2和引理6可得ΩT−1 > 2pT−1c
′c > 0.

现假设E[Bk+1Ωk+2Bk+1] > 0, Ωk+1 > 0. 又由
引理6知E[ΥkΥ

′
k] > 0. 所以由引理3有

E[BkΩk+1Bk] = E[ΥkΥ
′
k] ◦Ωk+1 > 0.

类似前面k = T − 1情形证明的步骤(只是将其中的
引理2改成引理3),可进一步证明Ωk > 0.

由数学归纳法知本引理得证. 证毕.

引理7表明E[BkΩk+1Bk]是可逆的, 从而满足前
面所作假设. 有了以上的准备,则fk(zk)的表达式可
由如下定理1给出.

定定定理理理 1 对于k = 0, 1, · · · , T , Bellman方程(10)
的解,即优化问题(9)的最优值函数为

fk(zk) =
1
2
z′kΩkzk + ag′kzk + ϕka

2, (15)

其中Ωk, gk和ϕk由式(11)–(13)确定.

证证证 用数学归纳法证明. 当k = T时. 由式(11)–
(13)和式(10),容易验证此时式(15)成立.

现假设对于k + 1,式(15)成立. 则由式(10)有
fk(zk) =

min
πk

{pk (z′kcc
′zk + 2ac′zk) +

E[
1
2

(Akzk + Bkπk)
′
Ωk+1 (Akzk + Bkπk) +

ag′k+1 (Akzk + Bkπk) + ϕk+1a
2]} =

pk (z′kcc
′zk + 2ac′zk) +

1
2
z′kE[AkΩk+1Ak]zk +

ag′k+1E[Ak]zk + ϕk+1a
2 +

min
πk

{1
2
π′kE[BkΩk+1Bk]πk + (z′kE[AkΩk+1Bk] +

ag′k+1E[Bk])πk}. (16)

由引理7知, E[BkΩk+1Bk] > 0. 从而由上式关于πk

的一阶条件(也为充分条件)可得最优策略

π∗k = −E−1[BkΩk+1Bk]× (E[BkΩk+1Ak]zk +

E[Bk]gk+1a). (17)

将式(17)代入式(16)整理计算,并根据式(11)–(13)有

fk(zk) =
1
2
z′kΩkzk + ag′kzk + ϕka

2.

由数学归纳法,本定理得证. 证毕.

根据定理1的证明,可得如下结论.

推推推论论论 1 优化问题(9)的最优策略由式(17)给出.

下面本文讨论序列Ωk, gk和ϕk的具体计算.若给
出所需市场参数的值,根据式(11)–(13),进行倒向迭
代,对所有k可以计算出Ωk, gk和ϕk的数值.

4 有有有效效效投投投资资资策策策略略略及及及有有有效效效边边边界界界(Efficient invest-
ment strategy and efficient frontier)
由前面分析知优化问题(7)的最优值为

F (z0, γ) := f0(z0)− d2 − 2ad.

由Lagrange对偶理论(详见文献 [25])并结合定理
1,优化问题(5)(与优化问题(6)等价),其最优值,即最
小方差可由F (z0, γ)关于γ求最大值得到,即

var∗[ST∧τ ] = max
γ

F (z0, γ) =

max
γ
{ϕ0γ

2 + (g′0z0 − 2d (1 + ϕ0)) γ +

1
2
z′0Ω0z0 − g′0z0d + d2(1 + ϕ0)}. (18)

为了表明优化问题(18)的最优值存在, 本文先给出
如下引理8.

引引引理理理 8 对k = 0, 1, · · · , T − 1,都有ϕk < 0.

证证证 对k进行数学归纳.当k = T − 1时. 令ΛT−1

= E[BT−1]c =

(
E[PT−1]
−E[QT−1]

)
. 由假设4知ΛT−1 6=

~0(否则可得E[Υk] = ~0, 这与假设4矛盾); 由假设3知
pT > 0,再由引理7知E−1[BT−1ΩT BT−1] > 0. 所以
由式(13)有
ϕT−1 = −2p2

T Λ′T−1E
−1[BT−1ΩT BT−1]ΛT−1 < 0.

现假定ϕk+1 < 0. 由引理7有E−1[B′
kΩk+1Bk] >

0. 所以由式(13)有

ϕk = ϕk+1 − 1
2
g′k+1E[Bk]×

E−1[BkΩk+1Bk]E[Bk]gk+1 6 ϕk+1 < 0.

根据数学归纳法,本引理得证. 证毕.

引理8表明ϕ0 < 0, 所以优化问题(18)最大值存
在,由一阶条件(也是充分条件)可得最大值点为

γ∗ =
2d(1 + ϕ0)− g′0z0

2ϕ0

. (19)

代入式(18)得优化问题(5)的最优策略为
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π∗k = −E−1[BkΩk+1Bk](E[BkΩk+1Ak]zk +
2d− g′0z0

2ϕ0

E[Bk]gk+1). (20)

再将式(19)代入式(18)得优化问题(5)的最优值为

var∗[ST∧τ ] = −1 + ϕ0

ϕ0

(d− g′0z0

2(1 + ϕ0)
)2 +

1
2
z′0(Ω0 − g0g

′
0

2(1 + ϕ0)
)z0. (21)

由式(21)可知, 取d = dσmin :=
g′0z0

2(1 + ϕ0)
时, 可

得全局最小方差. 显然,投资者不会选择期望终端盈
余水平小于dσmin . 至此,本文有如下结果.

定定定理理理 2 带内生负债不确定终止时间多期均

值–方差模型(5),对于给定期望终端盈余d(> dσmin),
有效策略和有效边界分别由式(20)和式(21)给出.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文从银行、保险公司、其他金融机构和个人投

资者的实际需要出发,基于多期均值–方差模型研究
了带内生负债的不确定终止时间资产–负债管理问
题.采用Lagrange对偶理论、矩阵Hadamard乘积技术
和动态规划相结合的方法得到了有效策略及有效边

界的解析表达式. 未来还可以对本文模型作如下两
方面的拓展: 1)本文只是考虑了两种资产和两种债
务的情形, 未来可以进一步考虑多资产和多债务的
情形; 2)本文假设市场环境是确定的,以后可以考虑
市场状态服从马尔可夫机制转移的情形.
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