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摘要:离轴式拖车移动机器人属于非完整系统,当车头线速度随时间变化且过零变号时,难以用一个控制器实现
系统对期望路径的跟踪. 本文研究离轴式拖车移动机器人系统的任意路径跟踪问题.首先由系统和虚拟小车的运
动学方程得到误差状态模型,线性化后用坐标变换将其化为标准型,然后基于Lyapunov方法构造出一种跟踪控制
律.只要车头的运动线速度有界且不趋于零,其导数有界,则所设计的控制律就可以保证系统跟踪任意的期望路径,
且跟踪误差最终一致有界,最终界的大小与期望路径的曲率变化率成比例. 当期望路径的曲率变化率为零或趋于
零时,所设计的控制律可以保证拖车移动机器人指数收敛到期望路径. 仿真结果证实了控制律的有效性.
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Arbitrary path following control of off-axle tractor-trailer mobile robot

LIU Yu, MA Bao-li†
(School of Automation Science and Electrical Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China)

Abstract: The tractor-trailer mobile robot with off-axle hitching is a classical nonholonomic system. It is difficult to
use one controller to achieve path following when the linear velocity of the tractor is time-varying and sign changeable.
This paper investigates the arbitrary path following problem of off-axle tractor-trailer robots with time-varying and sign
changeable linear velocity. The error state model is first derived from the kinematic equations of the system and the virtual
vehicle. The coordinate transformation is used to convert the simplified linearized error model to a normal form, and then a
path-following control law is constructed via Lyapunov methods. Assume that the linear velocity of the tractor is bounded,
not convergent to zero, and its derivative is bounded, then the designed control law guarantees that the tractor-trailer system
is able to follow an arbitrary desired path. The size of the ultimate bound is proportional to the derivative of curvature.
Moreover, asymptotic exponential convergence of the tractor-trailer to the desired path is achieved when the derivative of
curvature is zero or convergent to zero. Simulation results show the effectiveness of the proposed control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
带拖车移动机器人是受非完整约束的控制系

统. 对于连轴式拖车移动机器人, 已有学者将其运
动学模型化为链式系统,并设计控制律跟踪指定路
径[1]. 离轴式拖车移动机器人应用广泛, 但其模型
不能转化为链式系统[2], 因此其控制问题引起了控
制学界的普遍关注. 离轴式拖车移动机器人前进
时拖车是自然稳定的, 控制律的设计可以借鉴已有
的移动机器人控制器设计方法, 但后退时极易出现
折叠、不稳定等现象.为解决离轴式拖车移动机器
人的后退跟踪控制问题, 霍伟、Morales等采用将最
后一节拖车作为虚拟车头的方法设计控制律,然后
再通过递推关系式得到用实际车头控制量表示的

控制律[3–4]. Astolfi等基于Lyapunov方法设计了跟踪
直线和圆周路径的控制器, 但是控制律的计算引入
了新的微分方程, 需通过数值积分的方法解算[5].
Pradalier和Usher通过控制铰接角实现车头对期望路
径的后退跟踪[6]. Petrov用高增益的方法对系统进
行降阶并设计控制律实现了后退路径跟踪[7]. 周火
凤、马保离等用内模原理对系统的时间–状态线性
化模型设计线性动态反馈控制律,保证路径跟踪误
差有界和最终一致有界[8]. Matsushita和Murakami采
用虚拟转向的方法实现系统对期望直线的跟踪[9].
Leng和Minor基于期望路径曲率提出一种转向和线
速度分别控制的两级控制器, 但所设计的控制律只
在车头速度为负时才有效[10]. 然而, 以上文献均假
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定车头的线速度为非零常数或不改变符号的时变函

数, 没有考虑车头线速度随时间变化且可能过零变
号的情况. 本文研究车头轮轴中点以连续时变且可
能变号的线速度跟踪任意路径的控制问题.首先建
立系统的跟踪误差模型, 并给出路径跟踪问题的数
学描述. 然后基于Lyapunov方法构造出控制律.理论
分析表明, 只要车头的运动线速度有界、不趋于零,
且期望路径的曲率变化率较小, 所设计的控制律可
以实现拖车移动机器人对给定路径的跟踪, 且跟踪
误差的界与期望路径的曲率变化率成正比. 对于曲
率为常数或收敛于常数的路径, 所设计的控制律可
以实现拖车移动机器人对给定路径的渐近指数跟

踪. 最后对所设计的控制律进行了仿真验证.

2 问问问题题题描描描述述述(Statement of problem)
考虑图1所示的离轴式机器人系统,首先定义车

头的位姿为(x, y, θ), (x, y)表示P1点在某一横轴与

水平方向平行、纵轴与竖直方向平行的平面直角坐

标系中的位置,车头与拖车连杆间的夹角为ϕ,则可
得到系统的运动学方程[5]





ẋ = v cos θ,

ẏ = v sin θ,

θ̇ = ω =
vu

l1
,

ϕ̇ = − v

l2
sinϕ− v

l1l2
(l3 cos ϕ + l2)u,

(1)

其中: (v, ω)为车头的运动线速度和角速度, u =
tan δ是控制输入, δ为车头前轮相对车体的转向角.
由拖车结构可知,应有|ϕ| < π/2.

图 1 离轴式拖车移动机器人示意图

Fig. 1 Diagram of an off-axle tractor-trailer

为了研究车头P1的路径跟踪问题, 需要首先定
义相应的跟踪误差. 以下利用移动机器人控制中常
见的投影法定义路径跟踪误差.

假定(xd, yd, θd)为在期望几何路径上运动的虚
拟小车的位置和姿态, (vd, ωd)为虚拟小车的运动线
速度和角速度,则可以得到虚拟小车的运动方程

ẋd = vd cos θd, ẏd = vd sin θd, θ̇d = ωd. (2)

为了保证虚拟小车总是保持在期望几何路径上运

动,要求虚拟小车的初始位置在期望几何路径上,初
始运动方向沿路径的切线方向,并且其运动角速度
等于期望几何路径曲率χd和线速度的积,即

ωd = χdvd. (3)

定义跟踪误差(xe, ye, θe)为车头和虚拟小车的位
姿误差在固连于虚拟小车的坐标系中的投影,即


xe

ye

θe


 =




cos θd sin θd 0
− sin θd cos θd 0

0 0 1







x− xd

y − yd

θ − θd


 . (4)

对上式求导,并利用式(1)–(2)得



ẋe = v cos θe − vd + yeχdvd,

ẏe = v sin θe − xeχdvd,

θ̇e =
uv

l1
− χdvd.

(5)

由于虚拟机器人的位置和姿态以及运动线速度

均是由车头在几何路径的投影所得到的, 所以有
xe = ẋe = 0. 由ẋe = 0可以得到

vd =
v cos θe

1− yeχd

. (6)

将式(6)和xe = 0代入式(5)的后两个方程, 并结
合ϕ̇的方程,记a1 = 1/l1, a2 = 1/l2, a3 = l3/(l1l2),
可以得到以车头跟踪误差表示的系统状态方程




ẏe = v sin θe,

θ̇e = v(a1u− χd

cos θe

1− yeχd

),

ϕ̇ = −a2v sinϕ− v(a3 cos ϕ + a1)u.

(7)

容易求得当χd为常数时使得ye = 0的系统(7)的
平衡点为(0, 0, ϕs),其中

ϕs = 2 arctan
χd(a1 + a3)

−a1a2 −
√

a2
1a

2
2 − χ2

d(a2
1 − a2

3)
,

且有

us =
χd

a1

. (8)

虽然在求平衡点时假设χd不随时间变化, 但由
后面的分析可知,只要χd随时间的变化率足够小,仍
然能实现车头对给定路径的跟踪.

定义ϕe = ϕ− ϕs, ue = u− us,得到系统的误差
状态方程




ẏe = v sin θe,

θ̇e = a1vue + vχd(1− cos θe

1− yeχd

),

ϕ̇e = −a2v[sin(ϕe + ϕs)− sinϕs] −
v[a3 cos(ϕe + ϕs) + a1]ue − ϕ̇s.

(9)

由式(9)的前两个方程不难发现, 若系统无拖车,
车头可以跟踪任意路径. 现在考虑带拖车的情况,将
ϕ̇s看成扰动, 可以看出, 当χd较大时, |ϕs|较大且接
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近π/2, 系统稳定区较小, 则需要ϕ̇s较小, 即χ̇d较小.
当χd较小时, |ϕs|远远小于π/2, 系统稳定区较大,
ϕ̇s可以较大,即χ̇d可以较大.

这样可得到控制目标:给定(v, v̇)有界, lim
t→∞

v(t)

6= 0, 设计ue使得(ye, θe, ϕe)渐近稳定或有界且最终
一致有界.

3 控控控制制制律律律设设设计计计(Controller design)
假定χ̇d为零或趋于零,则ϕ̇s为零或趋于零. 当ye,

θe, ϕe较小时, 为了简化控制律的设计,将式(9)在平
衡点线性化得到




ẏe = vθe,

θ̇e = a1vue − vχ2
eye,

ϕ̇e =−a2vϕe cos ϕs−v(a3 cos ϕs+a1)ue.

(10)

因此,拖车移动机器人系统对给定路径的跟踪问
题等价于上述误差状态方程原点的稳定性问题.

上面得到的系统误差状态方程(10)虽然是线性
方程,但难以直接设计控制律.采用文献[11]的方法,
将误差状态方程(10)化为标准形式, 以便于控制律
的设计.取输出为

ξ1 = ye + d1θe + d2ϕe, (11)

其中: d1, d2为待定系数,对ξ1求导并令vue的系数中

常数项为零,则待定系数需满足

d1a1 − d2a3 cos ϕs − d2a1 = 0. (12)

选取

ξ2 = θe − d1χ
2
dye − d2a2ϕe cos ϕs. (13)

对ξ2求导并令vue的系数中常数项为零,则待定系数
需满足

a1 + d2a2a3cos2ϕs + d2a1a2 cos ϕs = 0. (14)

由待定系数的方程(12)(14)解得



d1 = − 1
a2 cos ϕs

,

d2 = − a1

a2a3cos2ϕs + a1a2 cos ϕs

.
(15)

选取

ξ3 = −χ2
dye − d1χ

2
dθe + d2a

2
2ϕecos2ϕs. (16)

对ξ3求导并选取u1如式(17)所示, 解得ue如式(18)所
示,则经过近似反馈线性化的系统可表示为式(19):

u1 = −χ2
dθe − d1a1χ

2
due + d1χ

4
dye −

d2a
3
2ϕecos3ϕs − d2a

2
2a3uecos3ϕs −

d2a1a
2
2uecos2ϕs, (17)

ue =
−u1−χ2

dθe + d1χ
4
dye − d2a

3
2ϕecos3ϕs

d1a1χ2
d+d2a2

2a3cos3ϕs+d2a1a2
2cos2ϕs

,

(18)

ξ̇1 = vξ2, ξ2 = vξ3, ξ̇3 = vu1. (19)

基于所得到的系统方程(19),可以将拖车移动机
器人任意路径跟踪问题叙述为:给定v(t), v̇(t)有界,
lim
t→∞

v(t) 6= 0,且期望路径的曲率变化率足够小,设

计控制律u1(·)使得系统(19)最终一致有界或渐近稳
定.

下面首先针对系统(19)设计控制律,然后将证明
如果所设计的控制律可以使系统 (19)渐近稳定, 那
么相同的控制律可以使系统(9)的状态有界且最终
一致有界.

引引引理理理 1 光滑映射φ(x)定义在Rn中一个区域

Ω上,如果雅可比矩阵∇φ在Ω中的一个点x = x0上

是非奇异的, 则φ(x)是定义在Ω中x0的一个邻域上

的局部微分同胚 [12].

经验证映射T : (ye, θe, ϕe) → (ξ1, ξ2, ξ3)在原点
是局部微分同胚的. 所以如果由 ξ1, ξ2, ξ3表示的系

统(19)是渐近稳定的,则系统(10)也是渐近稳定的.

系统(19)虽然形式简单, 但由于其为时变系统,
控制律的设计并不容易. 本节利用Lyapunov方法构
造控制律.

定义ξ̄3 = k1ξ1 + ξ3(k1 > 0),则系统(19)化为



ξ̇1 = vξ2,

ξ̇2 = −vk1ξ1 + vξ̄3,
˙̄ξ3 = k1vξ2 + vu1.

取备选Lyapunov函数

L =
1
2
k1ξ

2
1 +

1
2
ξ2
2 +

1
2
k2ξ̄

2
3 , k2 > 0, (20)

则

L̇ = k1ξ1vξ2+ξ2(−vk1ξ1+vξ̄3)+k2ξ̄3(k1vξ2+vu1).

取

u1 = −(k1 +
1
k2

)ξ2 − k3vξ̄3, k3 > 0, (21)

则L̇ = −k2k3v
2ξ̄2

3 6 0. 因为L > 0, L̇ 6 0, 所以
ξ1, ξ2, ξ̄3有界. 假定(v, v̇)有界, 则容易证明L̈有界,
由Barbalat引理得, lim

t→∞
L̇ = 0. 假定 lim

t→∞
v(t) 6= 0,则

lim
t→∞

ξ̄3 = 0. 因为 ¨̄ξ3有界,因此

lim
t→∞

˙̄ξ3 = −vξ2

k2

− k3v
2ξ̄3 = 0,

即 lim
t→∞

ξ2 = 0. 因为ξ̈2有界,因此

lim
t→∞

ξ̇2 = −k1vξ1 + vξ̄3 = 0,

即 lim
t→∞

ξ1 = 0. 由ξ̄3 = k1ξ1 + ξ3得 lim
t→∞

ξ3 = 0. 综

上, 系统(19)是渐近稳定的, 则系统(10)是渐近稳定
的. 因为线性系统的渐近稳定与指数稳定是等价的.
所以对系统(10)所设计的控制律同样可以使其指数
稳定. 进一步可知,当χ̇d为零,即ϕ̇s为零,此时未线性
化的系统(9)也是指数稳定的.
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前面的结论假设χ̇d为零或趋于零. 但实际情况
并非总是如此, 现在假设χ̇d较小且不为零, 则ϕ̇s较

小,此时可将系统(9)中−ϕ̇s看成扰动,由文献 [13]中
引理9.2可得系统(9)是有界且最终一致有界的,且界
的大小与扰动−ϕ̇s成正比,即与χ̇d成正比.

综上,将控制律u = us + ue和式(8)(18)(21)应用
于系统(1)可以得到如下结论:

结结结论论论 1 给定v(t), v̇(t)有界,且 lim
t→∞

v(t) 6= 0,如

果期望路径的曲率变化率足够小, 则拖车移动机器
人可以实现对给定路径的局部跟踪, 且跟踪误差是
有界且最终一致有界的, 最终一致界的大小与期望
路径的曲率变化率成正比. 进而,如果期望路径的曲
率变化率为零或趋于零, 则拖车移动机器人渐近指
数收敛于给定路径.

4 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation verification)
本节对系统跟踪圆和正弦路径的情况进行仿真

验证,在此之前先给出任意路径的曲率表达式.

设期望路径为f(x, y) = 0且f的二阶偏导数是

连续的, 对t求导得fxvd cos θd + fyvd sin θd = 0, 消
去vd后再对t求导得

(fxxvd cos θd + fxyvd sin θd) cos θd −
fx sin θdωd + (fxyvd cos θd + fyyvd sin θd) +

fy cos θdωd = 0, (22)

则

χd =
ωd

vd

=
fxxcos2θd + fxy sin 2θd + fyysin2θd

fx sin θd − fy cos θd

.

(23)

a) 跟踪圆路径的仿真结果.

设期望的圆周路径为

f(x, y) =
(x− xc)2

R2
+

(y − yc)2

R2
− 1,

fx =
2(x− xc)

R2
, fy =

2(y − yc)
R2

,

fxx =
2

R2
, fyy =

2
R2

, fxy = 0.

经推导可得

sin θd =
x− xc

R
, cos θd = −y − yc

R
,

代入曲率χd表达式可得χd = 1/R为常数. 选择(xc,

yc) = (0, 0), R = 50,初始条件选为

(x, y, θ, ϕ, xd, yd, θd)(0) =

(R− 49, 0,−1.5, 0, R, 0,−π

2
),

v = 3(−0.5− sin
t

5
),

时间区间[0, 200]. 控制器的系数为

k1 = 0.0025, k2 = 40, k3 = 0.15.

仿真结果如图2–3所示,图2为跟踪圆路径时误差
状态变量随时间变化的情况,图3为系统的实际路径
和期望的圆路径.

图 2 跟踪圆路径的误差状态变量

Fig. 2 Error state variables of circle path following

图 3 实际和期望圆路径

Fig. 3 Real and desired circle paths

由图2知, ye, θe, ϕe都渐近收敛到零,即所设计的
控制律可以使系统实现对给定圆周路径的渐近跟

踪. 由图3知,实现这种渐近跟踪的条件并不苛刻,允
许系统初始位置与期望路径有较大偏差.

b) 跟踪正弦路径的仿真结果.

设期望的正弦路径为f(x, y) = y − a sin(bx),
fx = −ab cos(bx), fxx = ab2 sin(bx), fyy = 0,
fxy = 0, 由曲率相关知识和计算公式可知, 正弦
曲线的曲率不是常数. 选择a = 1, b = 0.05,初始条
件为

(x, y, θ, ϕ, xd, yd, θd)(0) =

(0,−35, arctan(ab), 0, 0, 0, arctan(ab)),

v = 3(−0.5− sin
t

5
),

时间区间[0, 300], 控制器的系数为k1 = 0.0025, k2

= 40, k3 = 0.15.

仿真结果如图4–5所示,图4为跟踪正弦路径时误
差状态变量随时间变化的情况,图5为系统的实际路
径和期望的正弦路径. 从图4可以看出ye, θe, ϕe较小,
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这是由于期望正弦路径的曲率变化率较小, 而跟踪
误差与期望路径的曲率变化率成正比, 所以跟踪误
差也很小. 可以看出所设计的控制律可以使系统实
现对给定正弦路径的跟踪. 图5说明在系统初始位置
与期望路径偏差较大时,所设计的控制律是有效的.
以上仿真结果证实了对于任意路径, 系统跟踪误差
有界且最终一致有界这一结论的正确性.

图 4 跟踪正弦路径的误差状态变量

Fig. 4 Error state variables of sine path following

图 5 实际和期望正弦路径

Fig. 5 Real and desired sine paths

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究离轴式拖车移动机器人的任意路径

跟踪问题. 基于所推导的跟踪误差模型, 采用坐标
变换对线性化后的系统误差模型进行简化, 并应
用Lyapunov方法构造控制律. 在拖车移动机器人线
速度可变号的情况下, 所设计的控制律可以使离轴
式拖车移动机器人跟踪曲率变化率不大的任意期望

路径,且跟踪误差是有界且最终一致有界的. 当期望
路径的曲率变化率为零或趋于零时, 可以保证拖车
移动机器人渐近指数收敛到期望的路径. 仿真结果
证实了本文所提出方法的有效性.
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